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RESUMO

A andlise e a quantificacao eficiente de parametros fisiolgicos a partir de imagens médicas
contribuem no desenvolvimento de modelos computacionais, os quais poderao ser tuteis
para melhoria no diagnéstico e planejamento cirirgico de diversas doencgas em sistemas
fisiologicos complexos, tais como o sistema cardiovascular e analise da evolugdo de tumores
mamarios. Uma das técnicas relacionadas com a quantificacdo automatica de parametros
fisiolégicos é conhecida com o nome de Fluxo Otico. Fluxo 6tico é distribuicdo das
velocidades de movimento de padroes de brilho em uma sequéncia temporal de imagens,
e a sua obtencao ¢ mandatoéria, por exemplo, na caracterizacao da cinética do coragao,
e das propriedades mecanicas dos tecidos das paredes de artérias coronarianas, dentre
outras. Este trabalho tem por objetivo pesquisar, desenvolver e implementar métodos
de fluxo 6tico que levam em conta uma abordagem multiescala para captura de grandes
deslocamentos dos pizels entre duas imagens consecutivas. Os resultados numéricos obtidos

com os métodos implementados demonstram concordancia com solugoes de referéncia.

Palavras-chave: Fluxo 6tico. Tensor deformacao. Visao computacional. Analise de

movimento em imagens.



ABSTRACT

The efficient analysis and quantification of physiological parameters from medical imaging
contribute to the development of computational models, which may be useful for improving
the diagnosis and surgical planning of various diseases in complex physiological systems,
such as the cardiovascular system and evolution analysis of breast tumors. One of the
techniques related to automatic quantification of physiological parameters is known as
Optical Flow. Optical flow is the distribution of the movement velocities of brightness
patterns in a temporal sequence of images, and its obtainment is necessary, for example, in
the characterization of the heart kinetics, and the mechanical properties of coronary artery
wall tissues, among others. This work aims to research, develop and implement optical
flow methods that take into account a multiscale approach to capture large displacement
of pixels between two consecutive images. The numerical results obtained with the

implemented methods demonstrate agreement with reference solutions.

Key-words: Optical flow. Strain tensor. Computer vision. Image motion analysis.
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1 INTRODUCAO

A andlise e a quantificagdo eficiente de parametros fisiologicos a partir de imagens
médicas contribuem no desenvolvimento de modelos computacionais, os quais poderao ser
uteis para melhoria no diagnéstico [5] e planejamento cirtrgico de diversas doengas em
sistemas fisiologicos complexos, tais como o sistema cardiovascular e analise da evolugao
de tumores mamarios. Uma das técnicas relacionadas com a quantificagdo automatica
de pardmetros fisiologicos é conhecida com o nome de Fluzo Otico. O Fluxo &tico
¢ distribuicao das velocidades de movimento de padroes de brilho em uma sequéncia

temporal de imagens [6].

4.5e+00
B
.
0.0e+00:

Velocidade Magnitude

(c) fluxo ético real

Figura 1 — Exemplo de sequéncia temporal de imagens da base de dados Middlebury [1] e
seu respectivo fluxo otico real.

A quantificacao de fluxo 6tico é uma das areas de pesquisa da visao computacional
[7]. Basicamente, consiste em dadas duas imagens sucessivas de uma mesma cena, um
método determina o fluxo 6tico ou vetores de deslocamento. Estes vetores realizam o
mapeamento dos pizels da primeira imagem para suas respectivas posi¢oes na segunda
imagem. Um exemplo de sequéncia temporal de imagens e o seu respectivo fluxo 6tico é

apresentado na Figura 1.

Dentre os métodos classicos para calculo de fluxo 6tico estao o método de Horn-
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Schunck (HS) [6] e o método de Lucas-Kanade (LK) [8]. O método HS busca minimizar
um funcional em termos dos vetores de deslocamento, baseando-se em duas restrigoes. A
primeira, conhecida também como restricao de fluxo ético, parte da premissa de que as
intensidades de brilho da imagem se mantém constantes ao longo do tempo. A segunda
restricdo se baseia na suposi¢do de que pontos vizinhos possuem velocidades similares e o
fluxo varia suavemente ao longo da imagem. O método LK tem como base a restricao de
fluxo 6tico e, a partir de uma pequena vizinhanga, utiliza o método dos minimos quadrados
para calcular o fluxo. Outras variantes destes métodos sao encontradas na literatura

3, 9, 10], inclusive método que combina os métodos HS e LK [11].

Dentro deste contexto, mais recentemente, tem-se ganhado interesse por métodos
que possuem a capacidade de capturar o fluxo 6tico que nao precisem considerar apenas
pequenos movimentos do padrao de brilho entre duas imagens de uma sequéncia temporal,
como considera os métodos classicos HS e LK. Assim, surgem variantes destes métodos
[12, 13, 14] que nao precisam satisfazer tal restricdo e que sdao objetos de interesse do

presente trabalho.

Salienta-se que a validacao dos métodos de fluxo 6tico ¢é realizada geralmente
adotando-se sequéncias temporais de imagens presentes em bases de dados disponiveis
publicamente. A base de dados Middlebury [1] prové imagens temporais e seus respectivos
fluxos reais, os quais sao utilizados como referéncia para métricas de erro. Ha outras bases
de dados na literatura, tais como MIT HAMA [15] e MPI Sintel [16]. As conclusoes que
podem ser obtidas, com o emprego de métodos de fluxo 6tico nestas duas tltimas bases,
sdo em geral consistentes com aquelas oriundas do uso da base de Middlebury [3]. Por

isto, neste trabalho, adota-se a base de dados Middlebury.

1.1 Importancia de fluxo ético na area médica

A captura do fluxo 6tico de sequéncia temporal de imagens médicas tem sido
importante para ganhar entendimento do crescimento tumoral mamario [4], deformagao
do miocardio [17] e andlise de propriedades mecanicas de tecidos [18], dentre outras. A

seguir, detalham-se alguns trabalhos que calculam o fluxo 6tico para aplicagoes médicas.

Cravo [18] desenvolveu uma metodologia para calcular os vetores de deslocamento
e um método iterativo para realizar a andlise inversa e estimar os modulos de elasticidade
de tecido.

Saleh et al. [19] desenvolveram um método de localizagdo automética do coragao a
partir de imagens de ressonancia magnética. O método é baseado no fluxo 6tico obtido
aplicando-se o método LK em duas imagens sucessivas do ciclo cardiaco. Para selecionar a
area do coracao, seleciona-se a regiao com as maiores magnitudes do fluxo 6tico, uma vez

que o coragao ¢ 0 orgao que mais se movimenta nas imagens.
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Bhat e Liebling [20] aplicaram fluxo 6tico em sequéncias de imagens de coragao
embriondrio, revelando o movimento das hemacias e dos tecidos que formam o coragdao. O
método LK foi empregado separadamente a cada uma destas sequéncias, pois o batimento
da parede do coracao é periddica, enquanto o escoamento das células sanguineas nao
segue este padrao. Este tipo de estudo tem potencial para facilitar uma caracterizacao

quantitativa das fungoes cardiacas durante sua morfogénese.

Antik et al. [21] usaram uma versao modificada do método LK para estimar o fluxo
otico de sequéncias de imagens de tomografia computadorizada. O foco deste trabalho
foi o desenvolvimento de um algoritmo de fluxo 6tico robusto para estimar campos de

velocidade em aplicacbes médicas, por exemplo, o planejamento de radioterapia.

Krueger et al. [22] utiliza um método de fluxo ético para estimar o deslocamento
ocorrido entre imagens de ultrassom pré e pos compressao da mama. Ja Lee [23] utilizou
métodos de fluxo dtico para alinhar mamografias para que estas possam ser comparadas e
avaliadas, a fim de detectar anomalias. A arquitetura do sistema de registro de imagens
desenvolvido por ele é baseada em um modelo computacional multiresolucao, melhorando

de forma significativa tanto a acuracia e eficiéncia do processo.

Chun Xu et al. [17] propuseram e validaram um método para medir a deformagao
do miocéardio usando ressonancia magnética cardiovascular e um método de fluxo 6tico 3D.
Os pardmetros do método de fluxo 6tico foram otimizados usando imagens que simulam
deformagao. Verificou-se que o uso do rastreamento dos movimentos cardiacos em imagens

3D resultou em uma redugao de erro de 51% em comparac¢ao com o rastreamento 2D.

Abdel-Nasser et al. [4] desenvolveram um método computacional para quantificar
e visualizar mudangas em tumores mamarios em pacientes sendo tratados. Diferentes
métodos de fluxo 6tico foram utilizados e combinados a fim de obter o campo de desloca-
mentos que serd utilizado para gerar o tensor deformacao. O método proposto permite a
visualizacdo da deformacao e tem o potencial de auxiliar profissionais da saide a planejar

um tratamento para seus pacientes.

Na linha de pesquisa do presente trabalho, busca-se inspira¢ao no trabalho de
Abdel-Nasser et al. [4], que apresenta métodos que capturam grandes deslocamentos dos

pizels entre duas imagens mamograficas consecutivas.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo principal implementar e aplicar os métodos HS
e LK adotando uma abordagem piramidal de imagens, a qual possibilita determinar o
fluxo 6tico quando ocorre grandes deslocamentos dos padrdes de brilho em uma sequéncia

temporal de imagens. Dentre os objetivos especificos, destacam-se:
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e visualizar o fluxo Otico utilizando uma ferramenta de visualizagao cientifica, tal como

o Paraview [24];

e validar os métodos implementados através da comparacao dos seus resultados com

solucoes de referéncias de sequéncia de imagens sintéticas;

e aplicar os métodos de fluxo 6tico em uma sequéncia temporal de imagens mamogra-

ficas.

e calcular o tensor deformacao a partir do fluxo 6tico obtido pelos métodos;

1.3 Organizacao da dissertacao

O restante desta dissertacao estda organizada como segue:

e Capitulo 2: apresentam-se os métodos HS e LK para calculo do fluxo otico.
Descreve-se a abordagem piramidal das imagens. As principais métricas de erro
para analise do fluxo 6tico sdo discutidas. Por fim, apresenta-se o calculo do tensor

deformacao;

e Capitulo 3: fornecem-se os resultados obtidos com implentagoes realizadas utili-
zando o ambiente o Octave [25]. Adotam-se nas simulagoes realizadas a base de
dados Middlebury, imagens sintéticas criadas neste trabalho e imagens reais de

mamografia [4];
e Capitulo 4: delineam-se as conclusoes deste trabalho e mencionam-se os proximos

passos desta pesquisa.

Por fim, apresentam-se as referéncias bibliograficas adotadas neste trabalho de

pesquisa.
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2 METODOS PARA O CALCULO DE FLUXO OTICO

Um método de fluxo 6tico tem o objetivo de calcular os vetores de deslocamento
em uma sequéncia temporal de imagens, a qual é descrita matematicamente no caso
bidmensional (2D) como uma fun¢io I(x,y,t), em que I representa a intensidade do pizel
localizado na posi¢ao (z,y) da imagem no instante de tempo t. A derivada material desta
funcao I é dada por

DI

= 7 T 2.1
Dt t+V A" ( )

nos quais I; é a derivada parcial temporal da fungdo I e v = (u,v) é a velocidade de cada

pizel no plano bidimensional definido pela imagem.

Os métodos de fluxo 6tico HS e LK foram construidos com a suposicao de que
a intensidade I(z,y,t) do pizel é constante entre os instantes t =ty e t = to + 0t (5t é

um intervalo de tempo pequeno) que correspondem as duas imagens subsequentes, ou

DI _
» Dt T
literatura também satisfazem esta restricao de fluxo ético [26, 27].

seja 0 ao longo de toda a sequéncia temporal. A maioria dos métodos presentes na

2.0.1 Método de Horn-Schunck (HS)

O método HS [6] calcula a velocidade v = (u, v) de cada pizel da imagem (2) pela

minimizagao do funcional
Bus(v) = [ [a® || V¥ [ +(1 + V1 -v)*] de2 (22)

no qual a é um parametro de regularizacdo. Com a minimizacao deste funcional, obtém-se

o sistema formado pelas equagdes de Euler (ver obtencao detalhada no apéndice A):
Pu+ LIy = oViu— LI,
I.I,u+ Ijv = o’V — I 1,. (2.3)

Os laplacianos de u e v sao aproximados da seguinte maneira

(2.4)
Vioav—v
Substituindo (2.4) em (2.3), resulta em
(IZ + &®)u + LI,v = o®u — L1, (2.5)
LIu+ (I + o’ = a0 — 1,1, (2.6)
o qual é resolvido iterativamente (ver [6]) por
P NN Fa )
a2+ 12412
(2.7)
ol o I, (La" + I,o" + I)

a2+[§—|—[§
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onde u e v representam as velocidades médias de u e v, respectivamente. O supra-indice
n indica a iteracao do método, e as derivadas parciais I, I, e I; sao aproximadas pelo
método de diferencas finitas. As derivadas espaciais I, e I, sao calculadas usando um
esquema de quarta ordem M; = 15[—18 0 —8 1] [3] e a derivada temporal I; ¢ aproximada
por um esquema de primeira ordem M, = [1 — 1]. Estes calculos envolvendo as derivadas
parciais empregando a operac¢ao de convolucao [28] das méascaras M; e My nas imagens

consecutivas em analise.

As velocidades médias @™ e T no sistema (2.7) sdo calculadas como sendo [6]

1
—n o n n n n
Uijk = & (ui—l,j,k+ui,j+1,k+ui+1,j,k+ui,j—1,k)

v L +ul +ul +ul
12 Uirr1j—1 T Uim1 41,6 T Yig1 41,6 T Wip15-1%) >
(2.8)

1
-n _ n n n n
Uik T (Uz’—l,j,k+Ui,j+1,k+vz‘+1,j,k+vz‘,j—1,k>

1
n n n n
+ D (Uifl,jfl,k T U141k T Vgt j+1,6 T Ui+1,j71,k) ;
nos quais o indice j corresponde a direcao x na imagem, o indice ¢ a direcao y, enquanto

k denota o indice temporal.

O método HS ¢ descrito no Algoritmo 1. Neste, a funcao obter_ derivadas produz
as derivadas espaciais e temporal da sequéncia de imagens; a funcao convolugao aplica o
filtro L as componentes u e v através da operagao de convolucao [28]. A forma matricial
de L é apresentada na equacao (2.9). Esta mesma operagao é descrita em sua forma

expandida pela equacao (2.8).

Algoritmo 1: Célculo do fluxo ético baseado no método HS
Entrada: Imagens [, e I, parametro «, nimero de iteragoes N1, filtro L
Saida: Fluxo 6tico v = (u,v)

1 inicio

2 Inicializagao com valores nulos para as componentes u e v;

3 I,,1,,1; < obter derivadas(Iy, I5);

4 para i < 1 até NI faga

5 u <—convolugao(L, u);

6

7

8

U <—convolugdo(L, v);

w1 — [L(Ia+ 1,v + 1I)] /(o® + I} 4+ I});

v T — [L(Lu+ Lo+ 1) /(o + 17 4+ I});
fim para

©

10 fim

B‘»—A Sl S‘H
= O ol
E‘»—A o 5‘»—\
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2.1 Meétodo de Lucas-Kanade (LK)

Além da restrigao de fluxo ético (equagao 2.1), o método LK [8] considera que
a velocidade v = (u,v) de cada pizel da imagem ¢é constante dentro de uma vizinhancga

espacial €2, do pizel em consideracao, como explicado a seguir.

A restricao de fluxo 6tico possui duas incognitas, u e v. Para resolver tal equacao,
considera-se que os pizels vizinhos possuem velocidades similares, dentro de uma janela €2,,.
A similaridade é medida em uma vizinhanca de tamanho (2w, +1) x (2w, +1) pizels. Valores
tipicos para w, e w, sdo 1 e 2 [29]. Uma jancla de integracdo pequena ¢é preferivel para
nao suavisar os detalhes contidos nas imagens, como também para minimizar problemas
de oclusao [30]. A selegdo de uma janela de integragdo maior pode ser utilizada para lidar
com grandes deslocamentos, mas pode ter a desvantagem de estimar incorretamente o
fluxo por conter miltiplos movimentos [29]. Por exemplo, uma vizinhanga 5 x 5 gera o

seguinte sistema de equacgoes:

I(x1)  1y(x1) —Iy(x1)

Io(x2)  Iy(x2) H: —1i(x2) (2.10)

Ix(X25) fy(X25) _It(XQB)

A fim de ressaltar mais influéncia das restrigoes do centro do que nas periferias
da vizinhanca €,,, é comum adotar W (x), como sendo uma mascara Gaussiana de desvio
padrdo o e x = (z,y). Um exemplo desta janela W(x), de tamanho 5 x 5 e o0 = 8, é

apresentada na Figura 2.

1 0.041
0.0405
0.04
0.0395
0.039
1 2 3 4 5

Figura 2 — Janela W, tamanho 5 X 5 e 0 = 8.

N

(%)

IS

3

Assim, a velocidade v = (u,v) é calculada através do método LK realizando a



18

minimizacgao de

Erx(v)= Y W3(x) [VI(x,t)- v+ L(x,1)]. (2.11)

xXEQy

A solucao de 2.11 é dada pelo seguinte sistema:
ATW?2Av = ATW?D, (2.12)
no qual, para n pizels nas posigoes x; € €2, em um instante de tempo t, tem-se

A = [VI(xy), -, VIx)]",
= diag [W(x1), -, W(xn)], (2.13)
b = —[L(x1), -, Lix)]".

A solugao da equacao (2.12), como apresentada por Barron et al. [26], é dada por:
v=[ATw2A] T AT, (2.14)

Os passos do método LK sao apresentados no Algoritmo 2. A entrada do algoritmo
sao as duas imagens da sequéncia temporal, I; e I3, o tamanho da janela, representado
por w, e o desvio padrao o para a geracao da janela Gaussiana W, a qual é apresentada

graficamente na Figura 2. A saida do algoritmo é o fluxo 6tico v.

Algoritmo 2: Célculo do fluxo 6tico baseado no método LK
Entrada: Imagens [, e I5, tamanho da janela w, pardmetro o
Saida: Fluxo 6tico v

1 inicio

2 v < 0;

3 Montagem da janela W (w, 0);

4 I, 1, I < obter derivadas(Iy, I5);

5 para cada pizel € () faga

6

7

8

A=[VI(x),.., VI(x,)];
b= —[[t(X1)7 cey It(xﬂ)];
v = [ATW2A] ATW 2,
fim para

©

10 fim

2.2 Método baseado em uma abordagem piramidal das imagens (API)

Os métodos de fluxo 6tico HS e LK sao construidos tendo como a base que a
derivada material (equagao 2.1) ndo varia entre dois instantes de tempo [31], o que na
prética, nem sempre tal restrigao é adequada [11], principalmente, quando hd uma variacao
brusca da intensidade dos pizels entre dois instantes. A seguir, apresenta-se o método API

para tentar capturar o fluxo ético neste caso.
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Figura 3 — Representacao de uma pirdmide de imagens [2].

A ideia do método API é basicamente construir para cada imagem uma piramide e
empregar um método classico (HS ou LK) em cada nivel desta pirdmide de imagens. O
fluxo 6tico calculado é iterativamente atualizado entre os niveis como sera explicado na

Secao 2.2.2. A seguir, descreve-se mais detalhes da piramide.

Esta piramide é uma estrutura conceitual para representacao da imagem em
diferentes resolugoes. Foi originalmente projetada para visao de maquina e aplicagoes
de compressao de imagens [28]. Tal abordagem por estar relacionada com resolugoes
diferentes, pode ser entendido também com uma estratégia multiescala para representacao

da imagem.

Na Figura 3 ¢é apresentado um exemplo de piramide de imagens, na qual a base
da piramide contém a imagem original de alta resolucao, enquanto o topo possui uma
aproximacao de resolugdo menor. O modelo piramidal é estruturado recursivamente
por filtragem passa-baixo e subamostragem das imagens por um fator de 2, comegando
pela imagem original [2]. A filtragem é aplicada para minimizar distor¢des, ou efeito de
serrilhamento (aliasing), que pode ocorrer ao representar um sinal de alta resolu¢ao em

uma resolugao menor [29].

2.2.1 Representacao da piramide de imagens

Vamos agora definir a representacao de uma imagem genérica I de tamanho n, X n,.

Seja I' = I a imagem de nivel zero. Esta é essencialmente a imagem de maior resolucao

(original). A largura e altura da imagem neste nivel sao definidas como n° = n, e n?

y:ny.



20

A representacado da piramide é entao construida de maneira recursiva. Assim, a imagem

I' é calculada a partir de I°, I? de I', e assim sucessivamente. Seja L = 1,2,...,L,, o

L-1

nivel genérico de uma piramide, /*~" a imagem do nivel L — 1, nl~! e n]

a largura e

altura de X7, A imagem I* ¢ definida como [30]:

1 /-
IL(xay) = ZIL 1(2.1‘,2:[/)

1
+ 3 <IL_1(23: —1,2y) + I* 7 2x + 1,2y) + I (22,20 — 1) 4+ TE71 (22, 2y + 1)>
1
+ (IL1(237 — 1,2y — 1)+ I 204+ 1,2y — 1)
+ Itz — 1,2y+1)+IL_1(2x+1,2y+1)> (2.15)

A equagdo (2.15) indica que o filtro passa-baixo [1/4,1/2,1/4] x [1/4,1/2,1/4]T é utilizado
para suavizar a imagem antes do processo de subamostragem. Na pratica é preferivel
utilizar uma méscara de suavizagao maior [30]. O filtro Gaussiano pode ser utilizado como
um filtro passa-baixo, dessa maneira, ao repetir a suavizacao e subamostragem das imagens
iterativamente, obtém-se uma série de imagens chamada de pirdmide Gaussiana [29]. Neste
trabalho, optou-se por utilizar a piramide Gaussiana, obtida através da convolugao de

uma mascara de tamanho 5 x 5 [32].

Para as duas images I1 e I, da sequéncia temporal I, temos a representacao
piramidal como sendo {If};—o . 1. e {I¥}i=o..1,. O valor L,, representa a altura da
piramide, escolhido empiricamente. Valores praticos de L,, sao 2,3,4. Para tamanhos
tipicos de imagens, nao faz sentido ir acima do nivel 4 [30]. Por exemplo, considere uma
piramide de imagens criada a partir de uma imagem de tamanho 640 x 480. As imagens
I, I?, I? e I* possuem, respectivamente, as resolucoes 320 x 240, 160 x 120, 80 x 60 e
40 x 30.

Seja x = (x,y) a coordenada de um ponto da imagem [y = I de uma pirdmide
{I L} L=0,...Lm,- A coordenada correspondente deste ponto em um nivel L da piramide é

dada por:
L X

(2.16)

A operagao de divisao da equagdo (2.16) é feita independentemente em ambas as coorde-

nadas.

2.2.2 Calculo do fluxo 6tico usando API

O célculo do fluxo 6tico usando API comega pelo nivel L,, (imagem de menor
resolugao), no qual os deslocamentos sao préximos de zero. O fluxo ético calculado neste
nivel é propagado para o nivel L,, 1 a fim de corrigir (warp) as imagens da nova sequéncia.

Assim, a segunda imagem do novo nivel é corrigida em dire¢dao a primeira naquele nivel,
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através de uma estimativa atual do fluxo 6tico [3]. A correcdo ajuda a minimizar possiveis

grandes deslocamentos presentes no novo nivel.

O método é entao novamente aplicado a sequéncia corrigida, a fim de refinar o
campo de deslocamentos. O novo fluxo dtico é utilizado para corrigir o nivel L,, — 2, caso
este exista. O processo continua até alcancar o nivel 0 da piramide. O campo vetorial
final consiste da soma de todos os incrementos de fluxo (du) encontrados em cada nivel

[11]. O Algoritmo 3 sistemiza os passos deste método.

Algoritmo 3: Célculo do fluxo 6tico baseado na abordagem piramidal das imagens
(API)

Entrada: I7, I params, L,,, warping_iters

Saida: Fluxo 6tico v

1 inicio
2 v+ 0;
3 para L < L,, até 0 fagca
4 v < imresize(v, [nk, nl]);
5 para i < 1 até warping_iters faga
6 I «+ IF(xP);
7 I + TE(xE +v);
8 dv « compute_ flow(Iy, Is, params);
9 V 4 V4 0v;
10 v < medfilt2(v,[5,5]);
11 fim para
12 fim para
13 fim

No Algoritmo 3, o vetor v, que representa o fluxo 6tico, é inicializado em zero e,

para cada nivel da pirdmide, ¢ redimensionado para a resolucio nt x né

, através da funcao
imresize do Octave, para que as dimensoes do fluxo 6tico correspondam as dimensoes das
imagens do nivel L. A variavel warping_iters determina o nimero de corregoes realizadas
para cada nivel da pirdmide. A mesma sugere que a correcao das imagens e o refinamento
do fluxo 6tico podem ser realizados mais de uma vez para cada nivel da piramide. A funcgao
compute__flow aplica o método HS ou LK para o calculo do fluxo 6tico da sequéncia de
imagens ja corrigidas. Apds a atualizagao, ou refinamento, do fluxo aplica-se o filtro da
mediana de duas dimensoes e mascara 5 X 5, através da funcao medfilt2, presente no

pacote de processamento de imagens do Octave. O processo é ilustrado na Figura 4.

Salienta-se que caso o nivel mais inferior da piramide possua imagens I; e I5 cujos
pizels tenham grandes deslocamentos, a correcao faz com que estes sejam minimizados.
O processo de refinamento torna o fluxo mais acurado a cada iteragdo. Ao passo que o
algoritmo avanca pela piramide para resolu¢des maiores, mais detalhes das imagens e dos
objetos nelas presentes sao englobados. Intuitivamente, percebe-se que o deslocamento dos

objetos de tamanho maior sao computados nos niveis superiores, enquanto que possiveis



22

- ——p refinar «—— S« corrigir «— -
Au" Av¥ 1

-

— u V

k+1 k+1

u , 'V

-

I I

Figura 4 — Representagao do fluxo ético calculado em uma piramide de imagens. Adaptado
de [3].

detalhes presentes nestes objetos sdo encontrados posteriormente em niveis mais baixos da

piramide.
2.3 Medidas de erro para avaliacao do fluxo 6tico

Para comparar o fluxo 6tico calculado por um método com a solucao de referéncia
(fluxo real) disponibilizada na literatura, duas métricas sao adotadas envolvendo dngulo

entre os vetores e suas respectivas magnitudes.

A medida de performance mais frequentemente usada para validar técnicas de
calculo de fluxo 6tico é o erro angular (EA) [1]. O erro angular entre o fluxo (u,v)
encontrado para uma sequéncia e seu fluxo ético real (ground truth) (ugr,ver) é o angulo

no espago 3D entre (u,v,1.0) e (ugr,var, 1.0). Esta medida de erro pode ser calculada

por:
1 1.0 + wugr + vv
EA=—3 cos™! : Gr T G (2.17)
Ny im \/1.0+u2+v2\/1.0+u2GT+véT

onde N, é quantidade de pizels da imagem.

O problema da medida EA é que a diferenca de vetores com grandes amplitudes
corresponde a relativamente pequenos erros angulares [33]. Além disso, desvios simétricos
de vetores estimados a partir de um valor verdadeiro resultam em erros angulares diferentes:
seja u = (1.5,0,1) o verdadeiro deslocamento, u; = (2.0,0,1) e us = (1.0,0,1) os vetores

de fluxo otico estimados. Os dois erros angulares neste exemplo sao FA; = 7,12° e
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E Ay =11, 3°. Para evitar esse efeito, a soma da diferenca entre as magnitudes dos vetores

¢é utilizada, resultando na métrica EE, calculada por:

EE = =3 /(= tigy)? + (v — vigp)2. (2.18)

2.4 Obtencao do tensor deformagao

Com o fluxo 6tico calculado, é possivel obter o tensor deformagao para grandes
deslocamentos. Esta propriedade mecanica nos ajuda a ganhar mais entendimento da

sequéncia temporal de imagens [4] como explicado a seguir.

A deformacao é a mudanca da forma ou tamanho de um corpo quando uma forca
é aplicada sobre o mesmo [34]. Uma deformagao negativa caracteriza um encolhimento
enquanto uma deformagao positiva caracteriza uma expansao [4]. A deformagdo pode ser

definida usando o gradiente de deslocamento dado por:

ou  du
Vuw(p,t) = [gj gg] (2.19)
dx Oy’

no qual p = [z,y]T sdo as coordenadas de cada pizel da imagem, u e v sdo as componentes

do fluxo 6tico associadas a cada pizel. O gradiente de deformagao é calculado por:
F(p, t) = (I - Vw(p, t))_1> (220)

onde [ representa a matriz identidade.

A partir do gradiente de deformagcao é possivel obter o tensor deformacao desta

forma:

Szx Sﬂcy

s(p.0) = I = (F ) F )] = | 0

: (2.21)

nos quais Sy, e Sy, s@o as componentes de deformacao normal, ou seja, representam o
alongamento ou contracao nas diregoes x e y, respectivamente. As demais componentes, Sy,
e Sy, sao as deformacoes cisalhantes, representando a mudanca de angulo ocorrida entre os
seguimentos de reta z e y, originalmente perpendiculares entre si [34]. As componentes S,

e Sy, sdo idénticas [4], portanto, apenas a componente S,,, é apresentada nos experimentos.
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3 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos através dos métodos HS e LK usando
a API, aqui rotulados métodos HS-API e LK-API. Para obtencao destes resultados
adotam-se imagens de uma base de dados da literatura [1] e imagens sintéticas produzidas
durante o desenvolvimento deste trabalho de pesquisa. Por fim, aplicam-se os métodos em
imagens mamograficas [4] e analisam-se os tensores deformacao calculados a partir dos

fluxos 6ticos resultantes de cada método.

3.1 Calculo do fluxo 6tico usando sequéncias de imagens da base de dados Middlebury

Neste primeiro estudo, adotam-se sequéncias de imagens da base de dados Middle-
bury para avaliagoes dos métodos de fluxo 6tico. Estas sequéncias de imagens com o fluxo
6tico real (solugao de referéncia) conhecido foram utilizadas para verificar o desempenho

dos métodos frente as métricas adotadas (ver secao 2.3).

Esta base de dados fornece cenas complexas e realisticas, com artefatos de sensores
reais, como ruido e borrao de movimento. Além disso, contém discontinuidades e movi-
mentacao nao rigida de objetos. Estas propriedades justificam a sua escolha para este
trabalho.

Adotam-se da base de dados de Middlebury [1] oito sequéncias de imagens, as quais
se encontram disponiveis publicamente!. A Figura 5 apresenta a primeira imagem de cada

sequéncia.

L' http://vision.middlebury.edu/flow/
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(s7) (s5)

Figura 5 — Primeira imagem de cada sequéncia de imagens adotadas: (S1) dimetrodon,
(S2) grove2, (S3) grove3, (S4) hydrangea, (S5) rubberwhale, (S6) urban2; (S7)

urban3, (S8) venus [1].

Os métodos HS-API e LK-API foram aplicados utilizando diferentes valores de « e
tamanho da janela. Para todas simulagoes, fixou-se 3 iteragoes para cada nivel da piramide.

Os resultados para o método HS-API para diferentes valores de a sao apresentados na

Tabela 1.
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P:j;jl’i‘:;;" a=1 a=10 o =50 o = 100 o = 200

Sequéencia | EA | EE | EA | EE | EA | EE | EA | EE | EA | EE
S1 18,628 | 1,019 | 6,073 | 0,308 | 4,070 | 0,209 | 3,738 | 0,192 | 3,509 | 0,182
S2 23911 | 2,343 | 8,012 | 0,682 | 4,829 | 0,362 | 4,258 | 0,317 | 4,001 | 0,295
S3 31,378 | 3,737 | 16,100 | 1,582 | 9,425 | 0,042 | 8,497 | 0,886 | 8,114 | 0,888
S4 16,358 | 1,773 | 5,590 | 0,466 | 3,410 | 0,303 | 3,155 | 0,295 | 3,041 | 0,303
S5 23,266 | 1,206 | 9,845 | 0,344 | 7,096 | 0,233 | 6,818 | 0,213 | 7,395 | 0,233
S6 25,337 | 5,350 | 8,656 | 1,523 | 6,442 | 0,788 | 6,440 | 0,757 | 6,752 | 0,823
S7 23,549 | 3,837 | 11,347 | 1,314 | 11,677 | 1,157 | 13,376 | 1,234 | 15,755 | 1,357
S8 25,763 | 2,199 | 12,404 | 0,822 | 9,128 | 0,553 | 9,073 | 0,537 | 9,437 | 0,553

Tabela 1 — Resultados obtidos com o método HS—-API, sem a aplicacao do filtro da mediana,
para diferentes valores de .

Verificou-se que maiores valores de «, entre 100 e 200, resultam em menores valores
para as métricas EA e EE. Valores maiores de a fazem com que o termo de suavizagao
seja o termo dominante, deixando, assim, o fluxo mais suave, sem grandes variagoes
entre pizels vizinhos. A aplica¢do do filtro da mediana [28] para remogao de ruidos
desempenha uma funcao ligeiramente semelhante, como mostrado na Tabela 2. E possivel
verificar que os menores erros de cada sequéncia (destacados em negrito) ndo se encontram
predominantemente em valores maiores de «, como verificado anteriormente. De fato,
ao utilizar filtro da mediana, valores de o préximos ao valor 50 geram menores erros na

estimativa do fluxo 6tico.

Sun et. al. [3] também verificaram que a aplicacao de filtro da mediana com
mascara 5 X 5 ao fluxo, apds cada incremento de fluxo, produz resultados melhores.
Verificou-se que ao eliminar a etapa de filtragem o fluxo torna-se significantemente menos

acurado e com vetores distintos do comportamento esperado.

Parametro a=1 a=10 o = 50 o =100 o = 200

Sequéncia EA EE EA EE EA EE EA EE EA EE
S1 6,513 | 0,307 | 4,373 | 0,222 | 3,701 | 0,188 | 3,515 | 0,180 | 3,379 | 0,175
S2 3,614 | 0,262 | 3,382 | 0,253 | 3,354 | 0,253 | 3,412 | 0,256 | 3,537 | 0,263
S3 7579 | 0,763 | 7,595 | 0,755 | 7,281 | 0,759 | 7,453 | 0,798 | 7,584 | 0,840
S4 3,891 | 0,324 | 3,180 | 0,279 | 2,898 | 0,268 | 2,848 | 0,276 | 2,863 | 0,293
S5 7813 | 0,255 | 6,258 | 0,196 | 6,107 | 0,190 | 6,457 | 0,203 | 7,173 | 0,226
S6 8,283 | 1,440 | 5,946 | 0,933 | 5,608 | 0,670 | 5,778 | 0,695 | 6,202 | 0,788
S7 9,458 | 1,428 | 9,474 | 1,009 | 11,487 | 1,130 | 13,235 | 1,225 | 15,721 | 1,348
S8 12,004 | 0,710 | 8,586 | 0,529 | 8,116 | 0,482 | 8,591 | 0,501 | 9,123 | 0,531

Tabela 2 — Resultados obtidos com o método HS-API, aplicando o filtro da mediana, para
diferentes valores de «.

De modo geral, o uso do filtro da mediana trouxe valores de FA e E'E menores.
Este filtro ajuda na diminuicao dos ruidos presentes no fluxo. Por esta razdo, optou-se por

aplica-lo também nas simulacoes do método LK-API.
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Uma janela maior é ideal para regides com baixa variacdo de fluxo, em outras
palavras, onde o fluxo é mais suave. Verificou-se para o método LK-API que uma janela
menor, 3 X 3, obteve menores erros para as sequéncias S3 e S7, como pode ser verificado
na Tabela 3. Isso pode ser um indicativo de que tais sequéncias podem ter altas variagoes
do fluxo. Janelas menores para o método LK resultam em um campo vetorial menos

suavizado. Por fim, salienta-se que o tamanho da janela nao resultou em grandes alteragoes
das métricas FA e FF.

P:‘l;jﬁ 'th;o vizinhanga 3 x 3 | vizinhanca 5 x 5 | vizinhanga 7 x 7

Sequéncia EA EE EA EE EA EE
S1 6,983 0,331 5,800 0,281 5,149 | 0,253
S2 3,907 0,301 3,740 | 0,284 3,993 0,299
S3 7,701 | 0,736 | 8,173 0,826 8,744 0,909
S4 3,654 | 0,323 | 3,660 0,337 3,543 | 0,347
S5 7,350 0,260 7,149 | 0,238 7,195 | 0,229
S6 11,172 | 1.800 | 9,558 | 1.603 9,745 1,768
S7 8,457 | 1,197 | 9,416 1,312 10,476 | 1,500
S8 11,766 | 0,776 | 11,168 | 0,714 | 10,969 | 0,701

Tabela 3 — Resultado para o algoritmo LK com o filtro da mediana, variando o tamanho
da vizinhanca.

E possivel observar que o método LK produz vetores que possuem altas magnitudes
e dire¢des conflitantes, devido a inconsisténcias ao estimar as derivadas locais, algo que foi

verificado também em [35] utilizando a versdo classica do método LK para a mesma base
de dados.

A titulo de visualizacao, os fluxos 6ticos obtidos com os menores valores de EA
sao apresentados nas Figuras 6, 7, 8, 9. Estes resultados sao destacados nas Tabelas 1, 2,
3. O fluxo 6tico real de cada sequéncia é fornecido também para efeitos de comparacao

qualitativa.
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Figura 6 — Melhores resultados obtidos pelos métodos HS-API e LK—API usando as
sequéncias S1 e S2.
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Figura 7 — Melhores resultados obtidos pelos métodos HS-API e LK—API usando as
sequéncias S3 e S4.
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Figura 8 — Melhores resultados obtidos pelos métodos HS-API e LK—API usando as
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Figura 9 — Melhores resultados obtidos pelos métodos HS-API e LK—API usando as
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3.2 Calculo do fluxo 6tico usando sequéncias de imagens elaboradas

Nesta secao apresentam-se os resultados dos métodos de fluxo 6tico usando sequén-
cias de imagens elaboradas no presente trabalho. Adotam-se nas simulacoes: tamanho da
mascara 5 x 5 para o método LK-API e a = 50 para o método HS—API, filtro da mediana
com vizinhanca 5 x 5. Esta configuracao para simulacao foi adotada a partir do estudo
realizado na secao anterior.

Duas imagens de resolucao 500 x 500 foram geradas representando a expansao de
um circulo. A primeira contém um circulo de raio de 190 unidades e a segunda o raio é de
200 unidades, na qual uma 1 unidade corresponde a 1 pizel. As imagens e o fluxo real sao

apresentados na Figura 10.

(a) imagem [; (b) imagem seguinte Iy

1.0e+01
¥

|
o
Velocidade

(c) fluxo ético real

Figura 10 — Sequéncia temporal apresentando expansao do circulo.

Os resultados obtidos nas simulagoes dos métodos sdao apresentados na Figura 11.
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Velocidade
Velocidade

(a) Fluxo ético obtido por HS-API com o« = (b) Fluxo ético obtido por LK-API com
50. mascara = 5 x 5.

Figura 11 — Fluxos 6ticos obtidos empregando os métodos HS-API e LK-API.

Através da Figura 11a é possivel observar que apesar de o fluxo ser mais uniforme,
este existe em regides onde nao houve movimentacao. O termo de regularizagdo o = 50 do
funcional de HS faz com que o termo de suavidade tenha mais peso que o termo de brilho
constante. Por se tratar de uma regiao homogénea, as derivadas parciais sdo essencialmente
iguais a zero, portanto nao é possivel para o termo de brilho contrabalancear esse peso.
Com a minimizacao do funcional, as regidoes que nao possuem movimento recebem o fluxo
de regioes vizinhas, de modo a deixar o fluxo mais suave. Uma maneira de resolver esse
problema é diminuir o valor do pardmetro «. Na figura 12 é apresentado o fluxo encontrado

para a = 1, ou seja, o termo de brilho constante e de suavizagao tém ambos o mesmo peso.
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Figura 12 — Fluxo 6tico obtido pelo método HS-API com a = 1.

)

Por se tratar de um método com caracteristica local, o método LK—API nao possui
um campo vetorial uniforme como o encontrado no HS, como pode ser observado na figura

11b. Verifica-se também que as magnitudes dos vetores possuem valores discrepantes. O
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raio do circulo teve um aumento de 10 unidades da primeira para a segunda imagem.
Entretanto, o método LK—API obteve vetores de magnitudes maximas aproximadamente
trés vezes superiores a este valor. Os mesmos vetores apontam para dire¢coes um tanto
arbitrarias, porém, possivelmente corretas, uma vez que a intensidade de brilho ndo muda
na regiao apontada por esses vetores. O método HS obteve magnitudes maximas proximas

ao deslocamento real do circulo, como pode ser verificado nas Figuras 11a e 12.

O célculo do tensor deformagao (ver equacao 2.21) foi realizado a partir do resultado
mostrado na Figura 12, pois este resultado estd mais préximo daquele esperado (fluxo ético
real) neste estudo. As componentes normais (S;, e Sy,) e cisalhante (S5,,) e a magnitude
do tensor deformacao S sdo apresentados na Figura 13. Visualizando principalmente as
componentes do tensor, é possivel notar a regides que tiveram uma maior deformacao

(expansao).
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Deformaga@o Sxx
Deformagdo Sxy

-1.1e+00 -4.4e-01

[ 4.6e-01

-05

Deformagao Syy
Deformagéo Magnitude

-1.1e+00

(€) Syy (d) Magnitude do tensor

Figura 13 — Resultado do calculo do tensor deformagcao a partir do fluxo 6tico mostrado
na Figura 12.
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3.3 Aplicagdo dos métodos em sequéncia de imagens mamograficas

A motivacao para esta aplicacao consiste no fato que o cancer mamario é uma
das doengas mais perigosas que anualmente atinge milhares de mulheres [4]. Este tipo
de cancer constitui-se de um grupo de células que podem crescer em tecidos mamarios
e podem mover para outras partes do corpo. Nas tltimas trés décadas a taxa de cancer
mamario teve uma queda de 35%, provavelmente devido aos avangos no tratamento e
diagnéstico precosse [36]. A mamografia é um método eficiente para detectar o cancer
mamario no seu estagio inicial, porém 10% a 30% das ocorréncias podem nao ser detectadas
23] devido, possivelmente, a interpretacao incorreta, caracteristicas sutis da malignidade
e baixo crescimento da lesdo [37]. Um método quantitativo auxiliar pode melhorar a
deteccao de lesoes. Estima-se que o uso de ferramentas CAD (Computer-aided detection)

por radiologistas aumenta em até 21% o sucesso na detecgao de cAncer mamario [38].

Aqui é apresentado o céalculo do tensor deformacao usando o fluxo ético obtido
a partir da sequéncia de imagens mamogréficas fornecidas no trabalho [4], que estao
mostradas na Figura 14. A Figura 14a foi adquirida antes do tratamento, enquanto a

Figura 14b apo6s um curto periodo de tratamento.

(a) Mamografia base. (b) Mamografia apds 49 dias.

Figura 14 — Sequéncia temporal de imagens mamograficas [4].

Considerando o estudo da Secao 3.2, o qual detectou deslocamentos ou vetores
com direcOes arbitrarias em regides homogéneas, optou-se por eliminar o fluxo detectado
no fundo das imagens, através de uma maéascara. Para isso, um algoritmo percorre
sequencialmente cada linha da primeira imagem, da esquerda para a direita, analisando
a intensidade de cada pizel. Ao encontrar uma intensidade de brilho maior que um
limiar dado, considera-se que este marca o inicio da regiao da mama. Assim, os vetores

e deformacoes encontrados a partir desta posicao até o final da linha sao considerados,
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enquanto os demais recebem o valor zero. Na Figura 15 é apresentada a mascara obtida
para a sequéncia de mamografias. O valor 8 foi fixado como limiar para a geragao da

mascara.

Figura 15 — Méascara encontrada para a sequéncia temporal de imagens mamograficas.

Os campos vetoriais encontrados para os métodos HS-API e LK-API sao apresen-

tados na Figura 16.

!
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Velocidade Magnitude
Velocidade Magnitude

(a) HS-API com a = 50. (b) LK-API com janela de tamanho 5 x 5.

Figura 16 — Fluxos 6ticos obtidos empregando os métodos HS-API e LK-API na sequéncia
de imagens mamograficas.

Em seguida, o tensor deformagcao foi calculado a partir dos campos de deslocamentos
encontrados (Figura 16). Nas Figuras 17 e 18 sdo apresentadas as componentes do
tensor deformagao para os deslocamentos encontrados pelo método HS—API e LK-API,

respectivamente.
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Figura 17 — Tensor deformacao obtido a partir dos vetores de deslocamento obtido com o
método HS-API com o = 50.
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Figura 18 — Tensor deformacao obtido a partir dos vetores de deslocamento obtido com o
método LK—-APIL.

Percebe-se, porém, que o tensor gerado a partir de LK-API obteve maiores magni-
tudes do tensor, cerca de oito vezes maior. Em particular, valores ainda mais baixos de
deformacao sao encontrados nas componentes do tensor. Uma possivel explicagao para
isso pode ser o alto valor do parametro o do método HS—API. Este pode ter suavizado
excessivamente os deslocamentos e as altas variagoes do gradiente de deslocamentos e,
como consequéncia, diminuido o valor das deformagoes. Para verificar esta hipdtese,
gerou-se um novo tensor deformagao a partir do resultado do método HS—API, porém
com o parametro o menor, a fim de que o termo de suavizagao do funcional tenha menor
peso. O fluxo ético obtido para o método HS—API com parametros a = 1 é apresentado

na Figura 19.
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Figura 19 — Fluxo 6tico obtido usando o método HS-API com a = 1.

Verifica-se que as magnitudes maximas do novo campo vetorial encontrado se
aproximam mais das magnitudes maximas encontradas anteriormente pelo método LK. As
componentes do tensor deformacao encontradas para esse campo vetorial sao apresentadas
na Figura 20. Verifica-se que as magnitudes do tensor encontradas para o novo campo
vetorial sao superiores inclusive as obtidas pelo método LK—~API. A partir destes resultados é
possivel verificar que a variacao dos parametros resulta em diferentes valores de deformacgao.

Destaca-se assim que é de suma importancia o estudo dos parametros dos métodos.
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Figura 20 — Tensor deformacao obtido a partir dos vetores de deslocamento obtido com o
método HS-API com a = 1.

Os tensores deformacao mostrados nas Figuras 17, 18 e 20 visam chamar atencao
do especialista para regioes da mama, onde pode ser evidenciado algum trago que seja

importante para o diagndstico final.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, realizou-se a implementacao computacional dos métodos HS e LK no
contexto da utilizacao da abordagem piramidal das imagens, i.e., API. Estes métodos foram
simulados com diferentes parametros para obtencao do fluxo 6tico em sequéncia de imagens
da base de dados de Middlebury, publicamente disponivel. Os melhores parametros obtidos
neste primeiro estudo foram adotados nas simulagoes seguintes dos métodos considerando
imagens sintéticas construidas neste trabalho e na aplicacao realizada usando uma sequéncia
imagens mamograficas. A partir do fluxo 6tico encontrado, calculou-se o tensor deformagao

para deslocamentos grandes.

Uma pirdmide de quatro niveis mostrou-se eficiente para os experimentos realizados,
uma vez que este nimero de niveis é compativel com a resolugao das imagens utilizadas.
A difusdo do fluxo 6tico pode em geral trazer menores valores de EA e EE para o método
HS—-API, porém pode esconder detalhes das imagens. Além disso, a grande difusao do
fluxo 6tico pode gerar fluxos em areas que nao possuem deslocamentos, como acontece
com método HS—API sem um ajuste adequado do pardmetro de regularzacdo a. Em geral,
o método HS—API obteve um resultado mais satisfatério do que o método LK—API nas

simulagoes aqui realizadas.

Os métodos aqui adotados sao promissores em aplicagoes envolvendo sequéncia
temporal de imagens mamograficas. Estes possibilitam visualizar deformagtes em regices
da imagem, ou seja, ressaltam locais da imagem que necessitam de uma atencao maior

por parte do médico para sua tomada de decisao.

Em trabalhos futuros, pretende-se:

e Aplicar os métodos de fluxo 6tico usando API em outras sequéncias de imagens
mamograficas;

e Analisar o tensor deformacgao ao longo da sequéncia temporal de imagens médicas;

e Implementar um versao 3D dos métodos HS-API e LK-API.
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APENDICE A - Obtencdo das equacdes de Euler do método HS

Seja o funcional que representa o método HS
Ens(v) = /Q [02 | Vv |3 +(1, + VI-v)?] d, (A.1)

onde D(Epyg) = H(Q). Pretende-se encontrar a condicdo de minimo deste funcional.

Inicialmente, incrementa-se v e substitui o resultado no funcional (A.1):
Ens(v + fh) = /Q 02 | Vv + BVR [ +(1 + VI- (v + B)P]d2,  (A2)

onde B € Reh € H = Hy(Q). Deriva-se equacdo (A.2) em relacio ao pardmetro (3
resultando em

dEHS(V + ﬁh
dp

) = /Q{QCVQ(VV + pVh)- Vh +2(I; + VI- (v + ph))(VI-h)}dQ.  (A.3)

A condigao necessaria para encontrar a fungdo v que minimiza o funcional Fgg é

expressa por

dEnsV )| yhen, (A.4)
B

ou seja, que a primeira variagdo de Gateaux do funcional seja nula. A equagao (A.4) é

reescrita por:
/9{2052(VV' Vh) + 21, + VI-v)(VI-h)}dQ = 0,¥h € H. (A.5)
Aplicando integracao por partes no termo v- Vh da equacao acima, obtém-se:
/Q 202V2v + 2(I, + VI-v)VI]- hdQ = 0,Vh € . (A.6)

Desta tultima equagao, determinam-se as equagoes de Euler associadas ao funcional (A.1)

aplicando o lema fundamental do célculo variacional:

—a?V*v + (I, + VI-v)VI = 0, (A7)

Sendo v = (u,v) e VI = (I,,1,), a equacao (A.7) pode ser rescrita na forma

expandida por:

Pu+ LIy = (V) — LI

(A.8)
LI+ Lv=ao*(V) — L1,
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