Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas

Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Sérgio Corréa Neto

Dinamica de Translagoes em Espacos Projetivos

Juiz de Fora

2019



Sérgio Corréa Neto

Dinadmica de Translagoes em Espacos Projetivos

Dissertacao apresentada ao Programa de
Pé6s-Graduacao em Matematica da Universi-
dade Federal de Juiz de Fora, na area de con-
centracao em Geometria e Topologia, como
requisito parcial para obtencdo do titulo de
Mestre em Matematica.

Orientador: Laércio José dos Santos

Juiz de Fora

2019



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Corréa Neto, Sérgio.

Dinémica de Translagoes em Espagos Projetivos / Sérgio Corréa Neto.
- 2019.

143 f. : il

Orientador: Laércio José dos Santos
Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto
de Ciéncias Exatas. Programa de Pos-Graduacdo em Matemaética, 2019.

1. Decomposicdo de Morse. 2. Hiperbolicidade Normal. 3. Espaco
Projetivo. 1. Santos, Laércio José, orient. II. Titulo.




Sérgio Corréa Neto

Dinadmica de Translagoes em Espacos Projetivos

Dissertacao apresentada ao Programa de
Poés-Graduacao em Matematica da Universi-
dade Federal de Juiz de Fora, na area de con-
centracao em Geometria e Topologia, como
requisito parcial para obtencao do titulo de
Mestre em Matemaética.

Aprovada em: 29 de agosto de 2019

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Laércio José dos Santos - Orientador
Universidade Federal de Juiz de Fora

Professor Dr. Jair Koiller
Universidade Federal de Juiz de Fora

Professor Dr. Mauro Moraes Alves Patrao
Universidade de Brasilia



Dedico este trabalho aos meus maravilhosos sobrinhos Carolayni Helena, Nicollas José e
Vitoria Cristina que me trazem sempre a vivacidade de um amor puro e pulsante de modo

que, por eles, eu sei que jamais desistires.



AGRADECIMENTOS

Um percurso singular se completa com este trabalho e o mesmo se deve a grandes

contribuigoes. Assim agradeco em especial:

A Jeova Deus que muito me abengoou me dando forgas, saiide e determinagao para

conciliar os percursos da vida académica e pessoal.

Ao meu pai José Ivanei e minha mae Rosiene da Concei¢ao que acima de tudo me
deram a vida e trabalharam arduamente para contribuir com meu crescimento pessoal me
tornando a pessoa que sou hoje pelos valores e ensinamentos que recebi. Agradeco junto
a eles a minha irma Juliana pelo carinho impar, apoio, amor e credibilidade que sempre

depositaram para minha trajetéria.

A minha tia Eliane Corréa que doou muito de si cuidando de mim tal como um filho
e sendo fundamental para essa minha conquista do mestrado. Junto a ela agradeco ao meu

tio Marco Aurélio e minha prima Layla por todo apoio e amor nessa jornada.

Aos meus inestiméveis amigos Carolina Chipana, Danilo Tereza, Dilcilene, Leidlaine
Medeiros, Leidy Alejandra, Patrick Lucas, Paula Reis, Rosilene e Sebastian Corréa que
acompanharam de perto o processo desse trabalho e me ajudaram das mais variadas formas a
enriquecé-lo, além do apoio em manter o foco e a determinacdo, doando, cada um, um pouco

de si, para fortalecer essa amizade que levarei para vida.

Ao meu orientador Laércio José que muito fez pelo meu crescimento académico.
Agradeco imensamente a toda a credibilidade, preocupagao, apoio, instrucao e construgao
de conhecimentos onde desde o primeiro semestre da graduacao me apresentou um modelo
incrivel de profissional tanto como professor quanto pesquisador tratando-me sempre como
um igual. Ao professor Mario Jorge que me ajudou a desbravar o até entdao desconhecido
campo de Sistemas Dindamicos contribuindo grandemente para essa pesquisa e para meu
crescimento profissional. Aos professores Jair Koiller e Mauro Patrao por suas consideragoes,

conselhos e criticas construtivas para lapidar esse trabalho.

A CAPES pelo seu imprescindivel apoio financeiro que contribui para diversas outras
pesquisas e trabalhos académicos como este e a UFJF por todo o suporte que sempre me

proporcionou.

A todos estes expresso meu mais sincero obrigado. Essa conquista é de todos nés!



“Pois, tendo aprendido algo, jamais neguei, fazendo o conhecimento ser como uma
descoberta minha; mas louvo como sabio o que me instruiu, tornando ptublicas as coisas que
aprendi com ele.”

(Platao, Hippias Menor, 371 ¢5 — 8)



RESUMO

Nesse trabalho estudamos a dinamica de fluxos induzidos por transformagoes lineares de
espacos vetoriais de dimensao finita em espagos projetivos, chamados de translacoes. A ideia
é descrever as componentes de Morse, da decomposicao de Morse mais fina do fluxo, assim
como os conjuntos recorrente e recorrente por cadeias. Isso é feito por meio das componentes
de Jordan da decomposicao de Jordan multiplicativa do fluxo. Ainda, estudamos o fibrado
tangente ao espacgo projetivo e subfibrados vetoriais a ele que caracterizam a restricao do
fibrado tangente a cada componente de Morse. Com esse estudo iremos demonstrar que as
componentes de Morse, da decomposicao de Morse mais fina, sdo normalmente hiperbélicas.
A generalizagao desse resultado, estudado sobre variedades flag, é abordado nos artigos
[5] e [20] por meio da linguagem da Teoria de Lie semissimples. Uma vez que espagos
projetivos sao exemplos de variedades flag o estudo deste trabalho serve de exemplo dessa
teoria, cujo desenvolvimento é matricial, e nao requer os mesmos argumentos de Teoria de

Lie semissimples.

Palavras-chave: Decomposicao de Morse. Hiperbolicidade Normal. Espago Projetivo.



ABSTRACT

In this work we study the dynamics of flows induced by linear transformations of finite
dimension vector spaces in projective spaces, called translations. The idea is to describe the
Morse components of the finest Morse decomposition of the flow, as well as the recurrent and
recurrent chain sets. This is done in terms of the Jordan components of the multiplicative
Jordan decomposition of the flow. Also, we study the tangent bundle to the projective space
and vector subbundles to it that characterize the tangent bundle restricted to each Morse
component. With this study we will demonstrate that the Morse components, of the finest
Morse decomposition, are normally hyperbolic. The generalization of this result, studied
about flag manifolds, is presented in the articles [5] and [20] through the language of the
semisimple Lie Theory. Since projective spaces are examples of flag manifolds, the study of
this work serves as an example of this theory, whose development is performed in matrix,

and does not require the same arguments as the semisimple Lie Theory.

Key-words: Morse Decomposition. Normal Hyperbolicity. Projective Space
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1 INTRODUCAO

O estudo acerca dos sistemas dindmicos surge da Mecanica e sua necessidade em
estudar equacgoes diferencias onde cada ponto do espaco de fase X determina uma possivel
configuragao do sistema e, dessa forma, o fluxo tem a func¢ao de descrever a maneira pela
qual essa configuracao atua, isto é, se modifica, ao longo do tempo. Essa descricao se da
por meio das érbitas de cada ponto e seu possivel comportamento recorrente. Em meio a
algumas dificuldades de realizar tal analise, ferramentas e conjuntos sao definidos e estudados
com o objetivo de auxiliar nessa descrigdo. Para um fluxo induzido por uma transformacao
linear de um espago vetorial de dimensao finita, podemos estudar a agao correspondente no
no espago projetivo e, sendo este um espago métrico compacto, obtemos diversas técnicas
para descrever o comportamento do fluxo. Neste trabalho estudaremos o caso especifico de
fluxos induzidos pela acao de grupos lineares no espago projetivo em que esses grupos sao,

além de topoldgicos, grupos de Lie.

Nos artigos [5] e [20] é estudado a dindmica de fluxos lineares induzidos por agoes
diferenciaveis de um grupo linear GG sobre variedades flag generalizadas F. Tomando g a
algebra de Lie de G denota-se por g' o fluxo em tempo continuo induzido por X € g, a saber,
g' = exp(tX) e para o fluxo em tempo discreto temos que ¢* é t—iterada de g € G. No
primeiro artigo ¢ feito uma descricdo das componentes de Morse, da decomposicao de Morse
mais fina, do conjunto recorrente e do conjunto recorrente por cadeias e, no segundo, mostra-
se que as componentes de Morse, da decomposicao de Morse mais fina, sdo normalmente
hiperbdlicas. Isso é feito utilizando as decomposicoes de grupos e algebras de Lie semissimples
(veja [6], [8], [19], [22] e [23]) e a decomposi¢ao de Jordan do fluxo (veja [6], [18] e [19]).
Seguindo em grande parte o estudo destes artigos o principal objetivo deste trabalho é estudar
a dindmica de fluxos induzidos por operadores lineares em espacos projetivos, que é um
exemplo de variedade flag. Nesse sentido descrevemos as componentes de Morse, o conjunto
recorrente e o conjunto recorrente por cadeias, nesse exemplo. Além disso, mostramos que as
componentes de Morse sao normalmente hiperbdlicas. Uma vantagem de estudar esse exemplo

¢ que, nesse caso, evitamos a linguagem e os resultados da Teoria de Lie semissimples.

Uma vantagem de estudar Decomposicao de Morse, é expressar a transiéncia e a
recorréncia do sistema de maneira equivalente a funcao de Lyapunov no sentido de que

se tivermos uma fung¢ao de Lyapunov para a decomposicao de Morse mais fina, as érbitas
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onde essa funcao tem valor constante (os platds) sdo a parte recorrente do sistema. Nesse
contexto, o conceito de recorréncia por cadeias surge quando estudamos condi¢oes para que
um determinado ponto deva necessariamente pertencer a alguma componente de Morse e
um ponto que é recorrente por cadeias é tal que qualquer que seja a funcao de Lyapunov
definida, esta funcao devera ser constante em toda a orbita deste ponto. Essa relacao entre
decomposi¢ao de Morse e fungao de Lyapunov é apresentada em [24]. Por outro lado, o
estudo da hiperbolicidade normal das componentes de Morse é uma generalizagao natural da
hiperbolicidade de um ponto fixo, uma vez que, analogo ao Teorema de Hartan-Grobman,
garante a existéncia de uma linearizacao numa vizinhanca da componente de Morse. Este

estudo, sobre variedades invariantes, é apresentado em [21].
A seguir descrevemos cada capitulo da dissertacao.

No Capitulo 2, introduzimos os principais conceitos que serao utilizados nesse trabalho.
Formalizamos o conceito de fluxo e estudamos a dindmica pelo aspecto topoldgico. Para
a analise geral do fluxo introduzimos o conceito de conjuntos limites para descrever o que
chamamos de comportamento assintético das érbitas e nossa primeira classe de recorréncia
o conjunto R dos pontos recorrentes. Estudamos os conceitos de recorréncia mais gerais
através da generalizagdo de trajetérias abordada por Conley [4] que nos leva a nogao de
conjuntos transitivos por cadeias e, para uma dada relagao entre os pontos do espago de
fase, identificamos o conjunto onde essa relacdo é de equivaléncia, a saber, o conjunto R¢
dos pontos recorrentes por cadeias. A ultima secao deste capitulo dedica-se ao estudo desses

conjuntos transitivos por cadeias e suas propriedades.

No Capitulo 3, definimos uma colegao de subconjuntos invariantes do espago topoldgico
que capturam o comportamento do fluxo em tempo positivo e negativo. Essa colecao é
denominada Decomposicao de Morse. Estudamos sua estrutura e propriedades estabelecendo
uma ordem entre os elementos dessa cole¢ao chamados componentes de Morse. Baseando-se
ainda no trabalho de Conley [4] introduzimos o conceito de Atratores e Repulsores que
colaboram no estudo das trajetérias quando t — 4o00. A secao 3.2 apresenta a relagao
intrinseca entre esses dois conceitos caracterizando uma decomposicao de Morse em termos
de atratores e repulsores (Teorema 3.2.1). Ainda, semelhante a nogao de refinamento de
topologias, apresentamos o conceito de uma decomposicao de Morse ser mais fina que outra
e, dentre tantas decomposigoes, o conceito da decomposicao de Morse mais fina para o fluxo.

As condigoes para a existéncia da decomposicao de Morse mais fina e a descricdo de suas
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componentes sao relacionadas ao conjunto recorrente por cadeias e suas componentes conexas

como apresentado no Teorema 3.2.11.

No Capitulo 4, definimos o espago projetivo P(V') associado a um espago vetorial
de dimensao finita e algumas de suas propriedades topologicas. Na secao 4.2 introduzimos
brevemente o conceito de decomposicao de Jordan onde, através da decomposicao de Jordan
aditiva de X € g, o fluxo induzido para g € G é decomposto na forma multiplicativa de
Jordan por ¢' = e'hlut. J4 na secao 4.3 iniciamos o estudo da dindmica de translacoes
no espaco projetivo onde a acao correspondente ao fluxo é apresentada em mais detalhes
no capitulo 5. Para descrever o comportamento do fluxo estudamos o comportamento das
suas componentes de Jordan em especial as componentes eliptica e hiperbdlica. Na tultima
secdo determinamos uma decomposicdo de Morse em funcao dos autoespacos associados a
componente hiperbdlica do fluxo além de exibir seus espacos estavel e instavel para finalmente
descrevermos os conjunto recorrente e recorrente por cadeias em fungao das componentes de

Jordan do fluxo e, em particular, obtendo a decomposicao de Morse mais fina.

No Capitulo 5, estudamos os conceitos de acao diferenciavel de um grupo de Lie G
numa variedade F' e seus elementos como érbita da agdo e grupo de isotropia. Identificamos
0 espago projetivo como uma variedade diferencidvel por meio da linguagem de espaco
homogéneo através da acao transitiva de G € {SI(V'),SO(V)} em P(V) e caracterizamos o
espaco tangente a cada ponto de P(V) por meio de uma acao infinitesimal (veja defini¢ao
5.1.6). Apresentados esses conceitos, o objetivo desse capitulo é descrever as componentes de
Morse da decomposicao de Morse mais fina e os espagos estavel e instavel como 6rbitas de
um ponto em P(V') por meio do conjunto estabilizador da componente de Jordan h em G, o
conjunto G,. Ainda, introduzimos algumas subdlgebras de Lie de s[(V') e relagoes entre elas

que sao importantes para o estudo de fibrado vetorial.

Finalmente, no Capitulo 6, introduzimos o conceito de Hiperbolicidade Normal de uma
variedade invariante com base nos estudos apresentados em [7], [19], [20], e [21]. Determinamos
uma métrica Riemanniana apropriada em P(V') e com isso o produto interno de Cartan em
T,P(V). Introduzimos o conceito de espago de raizes e os funcionais lineares que sao os
autovalores da adjunta de um operador cuja representacao matricial é diagonal. Com esses
conceitos determinamos explicitamente os subfibrados vetoriais do fibrado tangente T'(P(V'))
sobre cada componente de Morse onde, cada um desses subfibrados é determinado através

da acao infinitesimal do capitulo 5, sua relacdo com a caracterizagao do espago tangente



15

a cada ponto de P(V') e a descrigdo das componentes de Morse via orbitas da agao. O
resultado principal desse capitulo garante que cada componente de Morse da decomposicao
de Morse mais fina para as transla¢des no espago projetivo sao normalmente hiperbdlicas

(veja o Teorema 6.0.16).
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2 DINAMICA TOPOLOGICA

Neste capitulo analisaremos o conceito de sistemas dindmicos e veremos algumas das
ferramentas pelas quais podemos descrever, de certo modo, seu comportamento no espaco
estudado ao longo de suas trajetorias para cada um de seus pontos. Inicialmente definimos o
conceito de fluxos e érbitas e, a partir dai, estudamos conceitos de recorréncia como pontos
fixos, periddicos, invariancia pelo fluxo, conjuntos limites e recorréncia por cadeias. O presente

capitulo baseia-se, principalmente, nas referéncias [1] e [3].

2.1 Fluxos

Defini¢ao 2.1.1 Um fluxzo (ou sistema dindmico) sobre um espago topoldgico X é uma

fungdo continua ¢ : R x X — X tal que:

(i) o(t,-) : X — X € um homeomorfismo para cada t € R, e

(ii) o(t + s,2) = &(s,d(t,x)) para todo x € X e todos s,t € R.

O espago topoldgico X ¢é o espago de fase (ou espago estado) do fluro ¢. Por um abuso de

linguagem, também dizemos que ¢ é um fluzo sobre X.

Proposicao 2.1.2 Se ¢! € um fluxo sobre o espago topolégico X, entdo
(i) ¢(0,-) € a aplica¢io identidade sobre X, e
(ii) Para todo t € R, temos que (¢')~' = ¢~

Demonstracao:
(i) Pela defini¢do 2.1.1(i7), para todo = € X,

¢’(x) = ¢"(¢"(2)).

Uma vez que ¢V é, em particular, injetiva, segue que ¢°(z) = z, para todo z € X.

Portanto, ¢° ¢ a aplicacao identidade sobre X.
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(ii) De acordo com a defini¢ao 2.1.1(7), a aplicagdao ¢' é invertivel para cada t € R. Pelo

item (i7) da definigao 2.1.1, segue que
¢'(¢7'(x) = ¢7(¢'(z)) = ¢"(x) =

para todo r € X e todo t € R. Portanto, (¢')~! = ¢~ para cada t € R.

Exemplos:

1. Seja A uma matriz real n x n. Considere a equacao diferencial linear
r= Az
sobre R. O fluxo ¢' : R" — R™ associado a essa equacao diferencial é
ot(z) = et
onde a exponencial de matriz é a matriz definida em B.3.5.

2. Considere a equacao diferencial logistica
z=xz(l— 1)

sobre [0,1]. O fluxo ¢’ : [0,1] — [0, 1] correspondendo & equagdo logistica é
ze'

gbt(l‘) = 1+l’(6t—1)

3. Seja gl(n) o espago das matrizes reais n X n e considere A € gl(n). Por A definimos a
curva g(t) = e em Gl(n), onde Gl(n) é o espaco das matrizes reais n x n invertiveis.
Esta curva, induz um fluxo sobre a esfera S"! = {z € R"; ||z|| = 1} da seguinte

maneira:

¢ RxSv1 — sot

g(t)z
(t2) = @
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Definicao 2.1.3 Seja ¢! um fluxro sobre um espaco topolégico X. Para um subconjunto

A C X, define-se a érbita de A em relagdo a ¢' como o conjunto
O(A) = {¢'(z); teR ex € A}.
A orbita positiva e a orbita negativa sio os conjuntos
OH(A)={¢'(x); t>0exec A} e O (A)={¢'(z); t<0exec A}

Quando A = {x}, escrevemos a drbita de A apenas como O(x) = {¢'(x); t € R}.

Pela defini¢ao 2.1.3, podemos perceber que a orbita de um elemento x € X é a imagem

do caminho ¢(-,z) : R — X.

Proposicao 2.1.4 A orbita, a orbita positiva e a orbita negativa de um ponto em relacao a

um fluro sdo conexas por caminhos e, consequentemente, conexas.

Demonstragao: Seja ¢' um fluxo sobre um espago topolégico X. Uma vez que ¢(-,x) : R — X
¢ continua e R é conexo por caminhos, sua imagem O(x) = {¢'(z); t € R} é um conjunto
conexo por caminhos. Analogamente O (z) e O~ () sdo conexos por caminhos. Consequen-

temente, sao conexos uma vez que todo conjunto conexo por caminhos é, também, conexo. [

2.2 Conjuntos Invariantes

Nessa secao veremos uma classe de conjuntos especificos, os conjuntos invariantes, e

algumas de suas propriedades.

Definig¢ao 2.2.1 Seja ¢' um fluzo sobre o espago topolégico X. Um subconjunto A C X
¢ positivamente invariante por ¢' se ¢'(A) C A para todo nimero real positivo, isto é,
Ot (A) C A. Analogamente, A é dito negativamente invariante por ¢' se O~ (A) C A.

Um subconjunto A C X € dito invariante por ¢' se A é positivamente e negativamente

invariante; neste caso, O(A) C A.

Observacao: Se A é invariante por ¢', entao ¢' restrito a A é um fluxo sobre A. Além

disso, A é invariante se, e somente se, ¢'(A) = A, para todo t € R. De fato, se ¢'(4) C A
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para todo t € R, aplicando ¢' em ambos os lados de ¢~*(A) C A teremos que, para todo t,
A= ¢! (¢ (A)) C ¢'(A), ou seja, A = ¢'(A) para todo t € R. 0

Proposicao 2.2.2 Seja ¢! um fluzo sobre um espaco topolégico X .

(i) O complemento de qualquer conjunto que é (positivamente, negativamente) invariante

por ¢' € (negativamente, positivamente) invariante por ¢'.

(ii) A interse¢io e a unido de qualquer colegio de conjuntos que sao invariantes pelo fluzo

¢ invariante pelo fluxo.

i) O fecho de um conjunto que € (positivamente, negativamente) invariante por ¢' é
) q p , neg p

(positivamente, negativamente) invariante por ¢'.
Demonstracao:

(i) Seja A um subconjunto de X que é positivamente invariante por ¢*. Se X \ A nao
¢ negativamente invariante por ¢', entao existe v € X \ Ae 7 € R, tal que 7 < 0
e ¢"(z) ¢ X \ A, ou seja, ¢"(z) € A. Consequentemente, x = ¢ " (¢"(x)) € A,
contradizendo o fato de que x € X \ A. Portanto, X \ A é negativamente invariante
por ¢'.

As demonstragoes das outras duas afirmacoes sao analogas.

(ii) Seja {Ax}rea uma colegao de subconjuntos de X invariantes por ¢'. Sejam z € (] Aj,

AeA
RS U Ay e T € R. Por um lado, para cada A € A, o ponto ¢"(x) € A, ja que x € A,
AEA
e Ay ¢é invariante. Logo, ¢"(z) € (1] Ax. Portanto [] A, ¢ invariante por ¢'.

A€A AEA
Por outro lado, segue que y € Ay, para algum )\ € A. Sendo Ay, invariante, temos que

¢ (y) € Ay C U Ay. Portanto, U Ay é invariante por ¢'.
AEA A€A

(iii) Se A é positivamente invariante por ¢, entdo é suficiente mostrar que o conjunto dos
pontos limites de A é positivamente invariante por ¢'. Sejam z um ponto limite de
A, 7> 0eU C X um aberto contendo ¢"(x). Pela continuidade de ¢, o conjunto
¢~ 7(U) é aberto e contém z. Como x é ponto limite de A, existe y € AN ¢~ "(U).

Como A é positivamente invariante, ¢ (y) € ANU. Assim, ¢”(x) é um ponto limite de
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A. Portanto, A ¢ positivamente invariante por ¢'. Para A negativamente invariante, a

prova ¢ analoga.

Agora, se A é invariante entdo, por definicao, A é positivamente e negativamente

invariante por ¢'. Pelo pardgrafo anterior, segue que A é invariante por ¢'.

2.3 Recorréncia

Um dos objetivos de estudar sistemas dindmicos é descrever o eventual comportamento
das érbitas de uma aplicagao ou fluxo. Se ¢' : X — X ¢ um fluxo, entdao nosso objetivo

central é compreender o comportamento de ¢'(z) com ¢ — +oo para cada z € X.

Solugoes de equagoes diferenciais frequentemente tendem para solugdes de equilibrio
ou solugoes periddicas em tempo positivo ou negativo. Uma solucao de equilibrio ou solucao
periodica apresenta recorréncia no sentido que retornam para suas condigoes iniciais com
frequéncia. Contudo, solugoes de equacoes diferenciais também podem tender a solugoes
que apresentam comportamento recorrente mais complicado. Para descrever esses tipos mais
complicados de comportamento assintotico buscamos compreender mais intrinsecamente
formas de recorréncia. Dessa maneira estudaremos nessa se¢ao diversos tipos de recorréncia
e algumas das relagoes existentes entre esses conjuntos recorrentes. Para um estudo mais

aprofundado de recorréncia veja [1] e para complementar tal estudo veja [3].

2.3.1 Pontos Fixos e Pontos Peri6édicos

Defini¢ao 2.3.1 Seja ¢ um fluzo sobre um espago topolégico X. Um ponto x € X € um
ponto fixo (ou ponto de equilibrio) de ¢' se ¢'(x) = x para todo t € R. O conjunto de

todos os pontos fizos € denotado por Fix(¢").

Proposigao 2.3.2 Seja f um campo vetorial diferencidvel sobre uma variedade F. Se

¢t F — F é um fluro diferencidvel satisfazendo:

d

G @) = @)

para todo x € F, entdio Fix(¢') = {x € F; f(z)=0}.
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Demonstragao: Se z é um ponto fixo de ¢', entdao ¢'(z) = x para todot € R e

d d

¢
= — = — =0.
dt li—o ¢'(x) dt li—o v

/()

Reciprocamente, se x € F ¢ tal que f(x) = 0, entdo ¢'(x) = x para todo t € R é uma solugao

para a equacao diferencial
y=fly)

com a condigao inicial y(0) = x. Sendo f diferenciavel, o Teorema de Existéncia e Unicidade
para equacoes diferenciais ordinarias garante que essa soluc¢ao é tinica. Assim, x é um ponto

fixo de ¢'. Portanto, os pontos fixos de ¢' sdo exatamente os zeros de f. Ll

Exemplos:

1. Seja A € gl(n). Pela proposicao 2.3.2 o conjunto dos pontos fixos do fluxo correspondente
a equacao diferencial linear ¥ = Ax sobre R™ ¢é o niicleo da transformacao linear que A

representa.

2. Considerando a equacdo diferencial logistica = z(1 — x) sobre [0, 1], pela proposicio
2.3.2, os pontos fixos do fluxo correspondentes sao exatamente os zeros da funcao
f(z) = (1 — x). Portanto,

Fix(¢") = {0,1}.

3. Consideremos a equacgao diferencial
0 = sen(0)

na coordenada angular # sobre S!. Pela proposicao 2.3.2, os pontos fixos do fluxo sdo

os pontos com coordenadas angulares 0 e 7.

4. Seja Y € gl(2). Consideremos o fluxo sobre a esfera S! induzido pela curva g(t) = e

em Gl(2), dado por:
¢ RxSt — St
gz
(t:2) > g

et 0
Para Y = teremos et =
01 0 €t
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Figura 1 — Fluxo em S! induzido pela curva e?¥ para t > 1.

Fonte: [24]

O fluxo ¢ é como esbogado na Figura 1, acima. Os pontos fixos A = (0,1), A’ = (0, —1),

B = (—1,0) e B = (1,0) sao determinados através do calculo direto de

t
gr _
lg(t)z|]
para todo z € S' e todo t € R.
. Considere o sistema nao linear
r = —y+az(l—22—19y?)

y

z+y(l—2z*—y?)

Fazendo substituicao em coordenadas polares, chegamos a solucao do sistema como

sendo (z(t),y(t)) = (0,0) para todo t € R ou
(), y(t)) = r(t)(cos(t + bo), sen(t + bo)),

com by, c € R e r(t) = =

Com a condicao inicial em que 6, = 0 analisamos as situacoes. Se ¢ = 0 temos a
circunferéncia (z,y) = (cost,sent) anti-horaria. Se ¢ < 0 entdo temos r(t) < 1 para
todo ¢t. Se ¢ > 0 entdo r(t) > 1 para todo t. As drbitas, portanto, sdo como esbogadas

na Figura 2, abaixo.
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Figura 2 — Orbitas correspondentes & ¢ < 0, c=0e ¢ > 0.

__'.'..__-_-_. ‘F‘__ f

Fonte: [17]

6. Considerando o fluxo ¢ : R x R? — R? gerado pelo sistema nao linear

r = —y+a(l—a2—y?
y = z+y(l—a2?—1y?

)

iremos definir um sistema dinamico na esfera

N2 1
= {55 = (21,23, 23) C R (21)” + (22)° + <$3 - > = 4} CR?

S
2

o= N

de raio %, centrada em (O, 0, %) e com a topologia métrica induzida de R3.

Sejam N = (0,0,1) e S = (0,0,0) o pdlo norte e o pdlo sul de S%, respectivamente.

2

Tomemos a projecao estereografica

0 S — R?

(.’El,l'g,ﬂfg) — ( x1 T2 ) )

1—z3’ 1—x3

e consideremos a aplicacio F': R x S — S3 dada por
2 2
F(t,x) = ptopo(idr x p) (t, ).

Como F' é uma composicao de homeomorfismos, temos que F' é homeomorfismo. Além

disso, para todo x € S2 \ {N} e t,s € R segue que
2

F(0,2) = p~" 0 (0, p(z)) = p~*((z)) = =,
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F(t,F(s,z)) = p~'owo(idp x p) (t,p" o p(s, p(x)))
= p ot (s, p(2)))
= p lop(t+s,plx))
= p oo (idg x p)(t +s,2)
= F(t+s,2).

Agora, definimos em S% o fluxo ¢ : R x S3 — S2 dado por
2 2 2

F(t,z) sex # N

t,x) =
At ) N sex =N

Figura 3 — Fluxo do plano para a esfera.

Fonte: [25]

Nesse sistema, os pontos N e S sdao os pontos fixos. Na Figura 3, acima, podemos
analisar o fluxo no plano e na esfera. Como se pode perceber, inicialmente os pontos
da esfera SQ% sao projetados no plano, estes seguem as érbitas conforme o exemplo
5 e, por fim, essa trajetéria é trazida a esfera novamente pela inversa da projecao
estereografica, descrevendo as trajetérias na esfera conforme a figura. Vale ressaltar
que por calculo direto obtém-se que o equador E da esfera Sé é projetado no circulo

unitario (cos(t),sen(t),0) no plano zy.
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Definicao 2.3.3 Seja ¢ um fluzo sobre um espago topolégico X. Um ponto x € X € um
ponto periddico de ¢' se existe nimero real positivo T € R tal que ¢7(x) = x. O periodo

de um ponto periodico x € o numero real dado por

inf{r > 0; ¢"(z) = x}.
O conjunto dos pontos periddicos de ¢' é denotado por Per(¢').

Proposigao 2.3.4 Seja ¢' um fluzo. Se p é um ponto periddico de ¢* com periodo T e {p}

¢ um conjunto fechado, entio ¢ (p) = p.

Demonstragao: Seja A = {7 > 0; ¢"(p) = p}. Pela defini¢ao de periodo, T' = inf A e, entdo,
T € A. Como {p} é fechado, (T,p) € Ax {p} = (A X {p}) . Sendo ¢ continua e {p} fechado,

o' (p) = ¢(T,p) € p(A x {p}) C (A x {p}) = {p} = {p}.

Portanto, ¢ (p) = p. O

Proposigao 2.3.5 Fix(¢"') C Per(¢").

Demonstracao: Se x é um ponto fixo de um fluxo, entdao ¢'(z) = z para todo t € R e, assim,

0 =inf{7 > 0; ¢"(p) = p} é o periodo de x. Portanto, todo ponto fixo é um ponto periédico

com periodo 0. O
Exemplos:
: . 0 —1 - : :
1. Consideremos a matriz A = e a equacao linear diferencial
1 0
T = Ax

sobre R?. pelo Exemplo 1 da pagina 17 o fluxo associado com essa equacao diferencial

é ¢' = ex. Usando a definicdo de exponencial de matrizes B.3.5 mostra-se que

At cost —sent

sint cost
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cost —sent N ~ o
Portanto, ¢'(z) = x. Uma vez que sent e cost sao fungoes periddicas

sint cost

e ambas tém periodo 27, cada ponto de R? é ponto periédico de ¢! com periodo 2.

2. Conforme esbocadas, na Figura 2, as 6rbitas dos pontos de R? do Exemplo 5 da pagina
22, temos que todo ponto pertencente ao circulo unitario S' = {z € R?;||z|| = 1} é

ponto periddico.

2.3.2 Conjuntos Limites

A anélise global de sistemas dindmicos se inicia com conjuntos limites, isto é, com a
questao, aonde as trajetorias vao para t — F00. Nesse contexto sao introduzidos os conjuntos
a— e w—limites para capturar o eventual comportamento de ¢'(x) em tempos negativo e

positivo.

Definicao 2.3.6 Seja ¢' um fluro sobre um espaco topolégico Hausdorff X. Considere um

subconjunto Y C X. O conjunto a—limite de Y € definido como

aY) = {z €eX; 3 (x,) emY et, = —oc0 em R com lim ¢(t,, x,) = z},

n—-+00

e analogamente o conjunto w—limite de Y € definido como

w(Y) = {Z €eX; 3(x,) emY et, > 400 em R com lim ¢(t,,z,) = z}

n—-+0o00

Quando o conjunto Y consistir de um unico ponto x, Y = {x}, apenas escrevemos os

conjuntos limites como «o(x) e w(x), respectivamente.

Proposigao 2.3.7 Seja ¢' um fluro sobre um espago topoldgico Hausdorff X. Se p € Per(¢'),

entao
(i) O(p) é compacta e fechada.

(ii) a(p) = w(p) = O(p).

Demonstracao:
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(i) Seja T o periodo de p. Uma vez que [0,7] é compacto e ¢(-,p) : R — X é continua,
#([0,T1,p) = O(p) é compacto. Como O(p) C X e X é Hausdorff, segue que O(p) é
fechada.

(ii) Uma vez que O(p) ¢ fechada conforme o item (i), O(p) contém todos os seus pontos

limites. Assim, a(p) C O(p) e w(p) C O(p).

Por outro lado, se x € O(p), entdo existe um nimero real 7 tal que x = ¢"(p). Se T é

o periodo de p, entao

lim ¢ (p) = lim ¢"(¢™""(p)) = ¢"(p) = =.

n—-+o0o n—-+o0o

Assim, z € a(p) e x € w(p). Consequentemente, O(p) C a(p) e O(p) C w(p).

[

Proposigao 2.3.8 Seja ¢' um fluro sobre um espaco topoldgico de Hausdorff X. Seja x € X.

(i) Sey € O(x), entio w(y) = w(z) e aly) = a(z).

(ii) Se A C X € fechado e positivamente invariante e x € A, entdo w(x) C A. Se AC X ¢é

fechado e negativamente invariante e, v € A, entao a(x) C A.

(iii) Seja (X,d) um espago métrico. Se Ot (z) estd contida em um subconjunto compacto de
X, entao

lim d(¢'(z),w(z)) = 0.

t—+00

Se O~ (x) estd contida em um subconjunto compacto de X, entdo

lim d(¢"(z),a(z)) = 0.

t—+oo
(iv) Se A C B, entio w(A) C w(B).

(v) Se A,B C X, entdo w(AUB) = w(A) Uw(B).

Demonstracao: Iremos demonstrar os resultados apenas para o conjunto w—limite uma vez

que para o caso a—limite a demonstracao ¢ andloga.
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(iv)

(v)
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Se y € O(x), entdo y = ¢"(x) para algum 7 € R. Se z € w(x), entdo existe uma
sequéncia (t,) de nimeros reais tal que ¢, — 400 quando n — +0o0 e

z= lim ¢ (x) = lim ¢"(¢77(y)) = lim ¢ "(y).

n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o
Uma vez que t,, — 7 — 400 quando n — 400, obtemos z € w(y).

Por outro lado, se z € w(y), entao existe uma sequéncia t,, — +o0o quando n — +oo e

c= lm_¢"(y) = lim ¢"(¢"(x) = lim o™+ (x).

n—+oo n—+oo n—+oo

Como t,, + 7 — +00 quando n — 400 temos que z € w(z). Portanto, w(x) = w(y).

Seja € A. Uma vez que A é positivamente invariante, O (z) C A. Como A é fechado,

A contém todos os pontos limites de O (z). Portanto, w(z) C A.

Suponhamos, por contradicao, que tl}er d(¢'(z),w(x)) # 0. Logo, existem § > 0 e uma
sequéncia (t,) de niimeros reais tal que t,, — +0o quando n — +o00 e d(¢™ (x),w(x)) > 0,

para todo n € N.

Como O7(z) estd contida em um subconjunto compacto de X, a sequéncia (¢ (x)) tem
um ponto limite z ¢ w(x), pois do contrario existiria ng € N tal que d(¢' (x),w(x)) < §
para todo n > ng. Mas z € w(x) pela definigdo do conjunto w—limite de z. Isso é uma

contradigao. Portanto, tLlHl d(¢'(x),w(z)) = 0.

Sejam A, B C X tais que A C B. Seja z € w(A). Logo, existem sequéncias (x,) em A
e (t,) em R tais que t, — 400 e nh_)ngo O(tn, r,) = z. Uma vez que A C B, segue que

(x,) é sequéncia em B e, consequentemente, z € w(B). Portanto, w(A) C w(B).

Seja z € w(A) Uw(B). Suponhamos, sem perda de generalidade, que z € w(A). Logo,
existem sequéncias (x,) em A e (t,) em R tais que t, — +oo e 1_131 O(tn, x,) = 2.
n e¢]

Note que, como A C AU B, entao (z,) é sequéncia em AU B e, portanto, z € w(AU B).

Reciprocamente, seja z € w(A U B). Logo, existem sequéncias (x,) em AU B e (t,)
em R tais que ¢, — +oo e nggloo &(tn, ,) = z. Observe que, como (z,,) é sequéncia em
AU B, existem infinitos elementos de (z,) em A ou em B; sem perda de generalidade
suponhamos que seja em A. Logo, a subsequéncia (z,,) formada por esses elementos é

tal que llgl G(tn;, Tn;) = 2 e, portanto, z € w(A) C w(A) Uw(B).
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Proposicao 2.3.9 Seja ¢' um fluxo sobre um espaco topoldgico de Hausdorff X que satisfaz

o primeiro axioma de enumerabilidade. Seja x € X.

(i) Se A C X, entdio

wA)= ({'(A): t=T} e aA)={o7'(4); t=T}

>0 T>0
(ii) Se A C X, entao w(A) e a(A) sao fechados e invariantes.

(iii) Se O (x) estd contida em um subconjunto compacto de X, entio w(xz) é ndo vazio,
compacto e conexo. Se O~ (x) estd contido num subconjunto compacto de X, entao o(x)

¢ nao vazio, compacto e conexo.

(iv) Sey € w(x), entio w(y) C w(zx), e aly) C w(x). Sey € a(z), entio a(y) C a(x) e
w(y) € a(x).

Demonstracao: Andalogo a proposicao 2.3.8, demonstraremos os resultados para w—limite e a

demonstragao para o conjunto a—limite é analoga.

(i) Seja y € w(A). Pela definigdo de conjunto w—limite,

y€e{ot(A); t>T} para cada T > 0.

Assim, w(A) C () {¢*(4) ; t > T}.

>0

Seja y € ﬂ {¢*(A) ; t > T}. Em particular, para cadan € N, y € {¢*(A) ; t > n}.
T>0

Uma vez que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidnade, existe uma base
enumeravel {Uy }ren para y. Para cada n € N o conjunto B,, = ﬂ U é uma vizinhanca
de y. Entao, para cada n € N, existe um ntmero real ¢,, > nke: 1um elemento z, € A
tal que ¢ (x,) € B,. Temos que t, — +0o quando n — +oo. Vamos mostrar que

y= lim gbtn(xn)‘

n—-+o0o
Seja V' uma vizinhanca de y. J& que {Uj }ren é uma base para y, existe ng € N tal que
Un, CV. Assim,
¢"(2,) € By C By C U, CV

para todo n > ng e, entdo, y = lim ¢ (z,). Dai, y € w(A).

n—-+00
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Portanto, como X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, entao

= (1 {e"(A4); t=T}
T>0
(ii) Pelo item (i), para A C X, os conjuntos w(A) e a(A) sdo intersegoes de conjuntos

fechados. Portanto, w(A) e a(A) sao fechados.

Se y € w(A), entao existe uma sequéncia (t,) de nimeros reais tais que t, — 400

quando n — +00 e uma sequéncia (z,) de elementos de A tais que y = liril ' (x,,).
n—

Assim,

¢"(y) = lim ¢7(¢"(z)) = lim ¢ (xn)

n—-+0o0o n——+00
para cada 7 € R. Como t, + 7 — +00 quando n — +o0, temos que ¢"(y) € w(A).

Portanto, w(A) é invariante.

(ili) Se OT(x) estd contida em um subconjunto compacto de X, entdao {¢t(z) ; t > T} é
compacto para cada T > 0. Além disso, os conjuntos {¢*(z) ; t > T} sdo conexos para
cada T' > 0 j& que sao as imagens dos conjuntos conexos [T, 00) pela fun¢ao continua

o(,x) R — X.

Por (i), para A = {z},

= N {¢'(z); t =T}

T>0

Desse modo, w(x) é a intersegao de conjuntos compactos, conexos e encaixados. Portanto,

pela Propriedade de Cantor (proposigao A.0.5), w(zx) é ndo vazio, compacto e conexo.

(iv) Seja y € w(z). O conjunto w(zx) é fechado e invariante por (i7). Entdo w(y) C w(z) e,

)
pela proposicao 2.3.8(i7), a(y) C w(x).

U

Lema 2.3.10 Seja ¢ um fluzo sobre um espago topoldgico X que satisfaz o primeiro axioma

de enumerabilidade.
(i) Se A C X, entao w(A) = w(A);
(ii) Se A C X é fechado e invariante, entio w(A) = A= a(A).

(iii) Para todo t € R, w(¢'(A)) = w(A) e a(¢'(A)) = a(A).



Demonstracao:

(i) Primeiramente, observemos que para T° > 0

{6t(A); t>T} C {P4(A); t>T

N

{0t (A);
{ot(A); t>T
= {¢'(A); t =T}

N

Portanto, {¢t(A); t > T} = {¢t(A); t > T}. Desse modo,

w(A) = (N {o(A); t > T} = () {¢'(A); t > T} = w(A).

>0 >0

(ii) Como A é fechado e invariante, segue da observacao da pagina 18 que:

wA)= N {e'(A); t=2Th= {4 t=T}=(NA=[)A=A

>0 T>0 T>0 T>0

De maneira andloga temos que a(A) = A.
(iii) A afirmacao é valida, pois, para T > 0,
{"(¢°(A); t > T} ={¢""(A); t+5s>T} e R=R+3s.

Portanto,

w(@®(A4) = N {e'(¢*(A); t =T}

>0

= N {s+(4); t =T}

T>0

= N {¢"(4); ' =T +s}

T+s>0

= (N {¢'(4); t =T} =w(A),

T>0

onde t' =t + s. Analogamente teremos a(¢'(A)) = a(A).

31
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Definicao 2.3.11 Seja ¢' um fluzo sobre um espaco topolégico Hausdorff X. Um ponto
x € X € dito w—recorrente ou, simplesmente, recorrente em relagio d ¢' se x € w(x).
O conjunto recorrente de ¢', denotado por R = R(¢"), é o conjunto de todos os pontos

recorrentes em relagao a @b, isto é,

R=R(¢")={reX; recw)}

Exemplo: Seja p um ponto peridédico. Segundo a proposi¢ao 2.3.7(ii) sabemos que O(p) = w(p).
Portanto, como p € O(p), segue que todo ponto peridédico é recorrente. Em particular, todo

ponto fixo é recorrente.
Assim, se ¢' é um fluxo sobre um espaco topolégico Hausdorff entao
Fix(¢") C Per(¢') C R(¢").
(]

Proposi¢ao 2.3.12 O conjunto de pontos recorrentes em relacio a um fluzo ¢' sobre um

espaco topologico Hausdorff X € invariante pelo fluzxo.

Demonstragao: Seja x € R(¢") e seja 7 € R. Como x é recorrente, x € w(x) e, pela Proposigao
2.3.9(ii), ¢"(z) € w(z) = w(¢"(x)), onde a igualdade segue do Lema 2.3.10(i7i). Portanto,
R(¢") é invariante por ¢'. O

2.3.3 Recorréncia por Cadeias

Nesta subsecao introduzimos o conceito de cadeias, que admite pequenos saltos. Essa
¢ uma generalizacdo das trajetérias, introduzida por Conley [4], que nos leva a nogao de

conjuntos transitivos por cadeias.

Definigao 2.3.13 Seja ¢' um fluzo sobre um espago métrico compacto (X, d). Dados e > 0,
T>0ex,y€ X, una (e, T)—cadeia de x para y em relagio a ¢' e d é um par de sequéncias
finitas

To=2,..., 0, =y€EX e to,...,t,1>T; neN

tal que

d(o(t;, z;),xiv1) <e para i=0,1,...,n—1.
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Figura 4 — Uma (e,7T)—cadeia para um fluxo

- 'ﬁjfm(xn-z) /:\‘P“”(Xll-l)
9"(x) (/x; \ L’ - Zal
A\/x/r’“\_' / .. ;)1/7\— y.= x"}
-\ \ et -
-_
/\ﬁ;. . ] \ o(x)
X=X, -
Fonte: [1]

Observagao: Note que o niimero n de saltos na defini¢ao de (g, T') —cadeia nao é limitado. Como
a notagao sugere, apenas valores pequenos de € > (0 sao de interesse. Em particular,”saltos

triviais” onde x; 11 = ¢(t;, z;) sdo permitidos. ]

Definigao 2.3.14 Seja ¢' um fluzo sobre um espago métrico compacto (X,d). Dadose, T >0
e pontos x,y,z € X tais que existam (g, T)—cadeias de x para y e de y para z dadas pelos

pares de sequéncias

To=2,...,x0p=y€X e to,...,tp.1>T; mneN

Yo=9- - Ym=2€X e ty...,t0 1 >T; meN,

a concatenagdo dessas (¢,T)—cadeias é um par de sequéncias definido pela "unido” das

sequéncias de cada (¢,T)—cadeia, a saber

TO=T, Ty =Yo="Y, - Ym=2€X € to,...,tn1,t4,...,t 1 >T; n,meN

’» Ym—1

Observacao: Vale observarmos que a concatenacgao pode ser feita para uma quantidade finita
de (g, T)—cadeias, sempre concatenando uma com a seguinte tendo em vista o ponto em
comum entre elas. Além disso, a concatenacao de duas (¢,7T)—cadeias, é uma (e, 7T")—cadeia.

De fato, o par de sequéncias da concatenacao na definicao 2.3.14 pode ser reescrito por
To=2,..., Tman=2€X € to,...,lpima>T; n+meN,

onde 7,; = yj;, € t,1; = t; para todo j € {0,...,m}. Logo, pela definicao 2.3.13 e pelas

(e, T)—cadeias da defini¢ao 2.3.14 esse par de sequéncia é tal que

d(p(t;, z;),xip1) <e para i=0,1,...,.n4+m—1
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e, portanto, determina uma (e, T")—cadeia de z para z. L]

Definigao 2.3.15 Seja ¢' um fluzo sobre um espago métrico (X,d). O conjunto limite por

cadeia de v € X em relacio a ¢ e d é o conjunto

Q)= (N {veX; 3(e,T)— cadeia de z para y}.

e, >0

Definicao 2.3.16 Definimos a relagio < por

r<yeye ).
Proposigao 2.3.17 A relagio < definida em 2.3.16 € transitiva.

Demonstragao: Sejam x,y,z € X tais que r <y e y < z. Logo, y € Q(z) e z € Q(y), isto é,
para todos €, T > 0 existem (g,7T)—cadeias de = para y e de y para z. Concatenando essas
(e, T)—cadeias obtemos, para cada ¢, 7 > 0, uma (¢,7)—cadeia de z para z e, desse modo,

z € Q(z), ou seja, x < z. Portanto, a relagao é transitiva. ]

Definicao 2.3.18 Definimos a relagio ~ por

r~ySr<yey <.
Proposigao 2.3.19 A relagdo ~ definida em 2.3.18 é simétrica e transitiva.

Demonstracao: Sejam x,y,z € X. Primeiramente, suponhamos que x ~ y. Logo, por
definicdo, * < y e y < z. Reescrevendo temos y < = e x < y donde seque que y ~ .

Portanto, ~ é simétrica.

Por outro lado, suponhamos x ~y ey ~ z. Assim, x <y, y <2,y < ze z <y. Uma
vez que r < y e y < z segue da proposicao 2.3.17 que x < z. Analogamente, segue de z < y,

y < x e da proposicao 2.3.17 que z < x. Portanto, z ~ z e concluimos que ~ é transitiva. [

Proposicao 2.3.20 Se x ~ y, entdo x ~x ey ~ y.
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Demonstragao: Sejam z,y € X tais que x ~ y. Assim, x < y e y < x. Segue da proposi¢ao
2.3.17 que = < x e, consequentemente, r ~ x. Analogamente, y < r e x < y implicam em

Y~ . L]

As proposigoes 2.3.19 e 2.3.20 nos levam a busca por um subconjunto de X onde a
relacao ~ seja uma relagao de equivaléncia e, uma vez apresentada a simetria e transitividade
desta relagao, resta apenas encontrar um conjunto que garanta a reflexividade, isto é, x ~ x
ou, equivalentemente, z € Q(x). Portanto, definimos assim o conjunto dos pontos recorrentes

por cadeias.

Definicao 2.3.21 Seja ¢ um fluzo sobre um espago métrico (X,d). Um ponto v € X €

chamado recorrente por cadeias em relagio a ¢' e d quando x € Q(x). Denotamos por
RY =RE(¢") ={r c X ; v €Qz)}

o conjunto de todos os pontos recorrentes por cadeias. O fluzo ¢ é recorrente por cadeias se

RC = X.

Proposicao 2.3.22 Seja ¢' um fluzo sobre um espago métrico X. A relacio ~ definida em

2.3.18, restrita ao conjunto recorrente por cadeias, é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao: Se x € R entdo x € Q(zx), ou seja, x < x que por sua vez implica em z ~ x.

Logo ~ ¢é reflexiva sobre RC.

A simetria e transitividade seguem imediatamente da proposicao 2.3.19 uma vez que

RY C X. Portanto, restrita & RY, ~ é uma relacdo de equivaléncia. L]

Definicao 2.3.23 Um subconjunto nao vazio K C X, fechado e invariante em rela¢ao ao
fluzo ¢ € dito transitivo por cadeias quando para cada v,y € K, v ~ 1y. O fluro ¢* é

chamado transitivo por cadeias se X é um conjunto transitivo por cadeias.

Observagao: Note que as (¢, T')—cadeias usadas para a defini¢do de um conjunto transitivo por

cadeias K nao precisam estar contidas em K. Um conjunto consistindo de pontos recorrentes
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por cadeias nao precisa ser transitivo por cadeias. Todo ponto em um conjunto transitivo
por cadeias é recorrente por cadeias. De fato, sejam K um conjunto transitivo por cadeias e
pontos x,y € K. Segue que x ~ y. Logo, pela proposicao 2.3.20, x ~ x e, dai, x é recorrente

por cadeias. L]

Exemplo: Considere a equacao diferencial linear auténoma sobre R? dada por

33:1 1 0 T
.’L:2 0 1 i)

com solugoes x(t) = (e'xl, e'xl), t € R. Agora, considere a projegao 7 : R? — S! na

esfera unitaria S' = {zx € R?; ||z|| = 1} que é um espaco métrico compacto com a métrica

induzida por R? onde ||z|| denota a norma Euclidiana de z € R2. As projegoes das trajetorias

s(t) == mw(x(t)) = ||§8|| definem um fluxo sobre a esfera unitaria S'. De fato, a regra da

cadeia implica que

z () [Jz@)] — () @), 2(1)/[l=(1)]]
()2
Az(t)||=(8)|] — x(t)(Ax(t), (1)) /[|=(1)]]
()2
= (A=st)"As(t) - 1T) s(t),

s(t) =

onde A é a matriz da equacio r = Az.

Tomando h(s) = <A —sTAs- T ) s, podemos escrever a igualdade acima como

Portanto, as trajetorias projetadas sao as trajetorias de uma equagao diferencial nao linear

deixando a esfera unitdria invariante.

Para o sistema dindmico induzido sobre a esfera unitaria obtida pela projecao, todo
ponto é um equilibrio e, consequentemente, um conjunto w—limite conforme a proposicao

2.3.7(i7). Como segue,

(1) (e e'xy)  (af,2h) 7’

T O et ex@  JalE+ @y Il

s(t) = m(x(1))

Agora, observe que a esfera é transitiva por cadeias. De fato, dados ¢, 7 > 0 pode-se

obter de qualquer ponto s; na esfera para qualquer ponto s, uma (g,7")—cadeia construida
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como se segue: fique em s; por um tempo t; > T, entao pule para outro ponto de equilibrio
com distancia menor que €. Fique 14 por um tempo t, > T, e faca isso sucessivamente até

que sy seja alcangado. Ll

Note que, no exemplo acima, os conjuntos w—limites nao isolados formam um tnico

conjunto transitivo por cadeias.

Definigédo 2.3.24 Uma classe de equivaléncia da relagio ~ em RE(¢') é chamada compo-

nente por cadeias de ¢'.

Quando x ~ y, dizemos que T e y sio equivalentes por cadeias.

Mostraremos que uma componente por cadeias ¢ um conjunto transitivo por cadeias

maximal.

Proposicao 2.3.25 Toda componente por cadeias de um fluxo sobre um espago métrico

compacto € invariante pelo fluzo.

Demonstracao: Seja C' uma componente por cadeias de um fluxo ¢ sobre um espaco métrico.
Sejam z € C' e 7 € R. Devemos mostrar que ¢(7,x) € C. Sejam ¢ > 0 e T > 0. Iremos

determinar (¢, 7T")—cadeias de ¢(7,z) para = e de x para ¢(7,x).

Uma vez que x é recorrente por cadeias, existe uma (¢, T + |7])—cadeia
T =129, T1y oy Tnp=20; Lo, ooy toy =T +|7|
de = nele mesmo. Consequentemente,
o(r,z), 1, ..., xp=x; to—7T, 1, ..., tp1 >T
é uma (g, T")—cadeia de ¢(7,z) para z. De fato, ty — 7 > T, pois

T seT >0
to—7>TH+|1|—7=
T—217 seT <0

e d(¢(to — 7,0(7,2)), 11) = d(¢(to, 7o), 71) < €.
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Para obter uma (e,7)—cadeia de = para ¢(7,x), a continuidade uniforme de ¢7
garante que existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < 0, entdo d(p(7,z), ¢(7,y)) < . Uma vez que z

¢ recorrente por cadeias, para 7 = min{0, e}, existe uma (n, T + |7|)—cadeia
T=2Tg, X1, oy Tn=20; Loy, ..oy tyy =T+ 7|
de x nele mesmo. Como d(¢(t,_1,2,_1),z) < § obtemos

d(p(tn-1+ T, Tp-1),d(1,2)) < €.

Entao,

r =g, --., Tp-1, Qb(T,LU), th ER) tn—27 tn—1+T2T
¢ uma (g, T)—cadeia de x para ¢ (x).

Concatenando a (g, T")—cadeia de ¢(7, z) para x com a (g, T)—cadeia de = para ¢(7, )
criamos uma (¢,7")—cadeia de ¢(7,z) nele mesmo. Assim, ¢(7,x) é um ponto recorrente
por cadeias e, além disso, ¢(7,z) ~ z. Consequentemente, ¢(7,z) e = estdo na mesma

componente por cadeias, a saber, C.

Portanto, cada componente por cadeias de ¢’ é invariante por ¢t Ll

Corolario 2.3.26 O conjunto recorrente por cadeias de um fluxo sobre um espago métrico

compacto ¢ invariante pelo fluxo.

Demonstracao: O conjunto recorrente por cadeias de um fluxo ¢! sobre um espago métrico
¢ a unido das componentes por cadeias de ¢f. Pela proposicao 2.3.25, cada componente
por cadeias ¢ invariante. Toda unido de conjuntos invariantes é invariante, pela proposicao

2.2.2(i1). Portanto, o conjunto recorrente por cadeias de ¢ é invariante pelo fluxo. ]

Proposicao 2.3.27 O conjunto recorrente por cadeias sobre um espago métrico compacto é

fechado.

Demonstrac¢ao: Sejam ¢! um fluxo sobre um espago métrico compacto (X, d) e y € RC(¢t).
Dados €, T > 0, devemos mostrar que y € RY(¢") construindo uma (g, 7)—cadeia de y nele

mesimo.

Pela continuidade uniforme de ¢*, existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < ¢, entdo

d($(T,x), (T, y)) <

DO ™
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Uma vez que y é um ponto limite de RY(¢'), existe um ponto x recorrente por cadeias

tal que d(x,y) < min {5, %} Entao,

y, o(T,x); T

¢ uma (g,T)—cadeia de y para ¢’ (z). Como z é recorrente por cadeias, existe uma
(%, ZT) —cadeia

rT=2x9, ..., Tn=20; Lo, ..., tn_1 > 2T
de x nele mesmo. Desse modo,
¢(T,£C>7 L1y ooy Tp—1; tO—T, tl, ceey tn72 ZT

é uma (e, T)—cadeia de ¢(T,x) para x,_1. Pela desigualdade triangular,

A(H(tn_1,Tn-1),y) < d(P(tn_1, Tn_1),z) + d(z,7) < %+ % .

Consequentemente,

Tn-1, Y, tnfl Z T

¢ uma (e,T)—cadeia de x,_; para y. Concatenando essas (¢, T)—cadeias, obtemos
y, o(T,x), w1, ..., Tpo1, y; T, to—="T, t1, ..., t,1 > T,

que é uma (g, T)—cadeia de y nele mesmo. Portanto, RY(¢!) é fechado. U

As componentes por cadeias sdo, além de invariantes, fechadas.

Proposicao 2.3.28 Cada componente por cadeias de um fluro sobre um espaco métrico

compacto é fechada.

Demonstracao: Seja C' uma componente por cadeias de um fluxo ¢! sobre um espaco métrico
compacto (X,d) e seja z € C. Devemos mostrar que z € C. Sejam y € C e ,T > 0.

Mostraremos que existem (g, T)—cadeias de z para y e de y para z.

A continuidade uniforme de ¢7 implica que existe § > 0 tal que se d(z, z) < §, entao

dp(T,x), (T, z)) < e.
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Seja n = min {(5, %} Como z é um ponto limite de C, existe x € C tal que d(zx, z) < 7.

Uma vez que z,y € C, existe uma (n, 27")—cadeia
T =29, T1, .-, Tn =19; to, t1, ..., tnq1 > 2T
de z para y. Sendo d(z,z) < n <4, temos

A(6T (1), 67(2) <.
Entao,
z, o(T,z), 1, ..., xp=1y; T, to—=T, t1, ..., t,.1>T
é uma (g, T)—cadeia de z para y.

Para obter uma (¢,7")—cadeia de y para z, note que existe uma (%, T) —cadeia

Y="=2o, T1, -+ Tp-1,Tn = ;3 t07"'atn—12T
de y para z. Pela desigualdade triangular
E €
d(d(tn_1,Tn1),2) < d(d(tn_1,Tn_1),2) +d(x,2) < 5 + ;=¢
Assim,
Yy==2o, -5 Tp-1,%; t07"‘7tn—12T

é uma (e,T)—cadeia de y para z. Concatenando a (e,T)—cadeia de z para y com a
(e,T)—cadeia de y para z obtemos uma (¢,7)—cadeia de z nele mesmo. Consequente-
mente, z é um ponto recorrente por cadeias e z ~ y. Assim, z € C. Portanto, cada

componente por cadeias de ¢' é fechada. L]

Agora provaremos, entre outros resultados, que uma componente por cadeias é um

conjunto transitivo por cadeias maximal.

Proposicao 2.3.29 (i) Toda componente por cadeias de um fluzo sobre um espago métrico

compacto € transitivo por cadeias em relacao ao fluzo.
(ii) Todo conjunto transitivo por cadeias em relagio a um fluro sobre um espago métrico
compacto € um subconjunto de uma unica componente por cadeias do fluzxo.

Em particular, toda componente por cadeias é um conjunto transitivo por cadeias

maximal.
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Demonstracao:

(i) Uma componente por cadeias é nao vazia, uma vez que é uma classe de equivaléncia,
é fechada, pela proposicao 2.3.28, e é invariante pela proposicao 2.3.25. Além disso,
quaisquer dois pontos em uma componente por cadeias sao equivalentes por cadeia, por

definicao. Portanto, uma componente por cadeias é um conjunto transitivo por cadeias.

(ii) Pela definicao 2.3.23, quaisquer dois pontos em um conjunto transitivo por cadeias
sao equivalentes por cadeias. Assim, cada conjunto transitivo por cadeias esta contido
numa componente por cadeias. Uma vez que componentes por cadeias sao classes de
equivaléncia, elas sdo disjuntas. Portanto, essa componente por cadeias é tnica e, em
particular, pelo item (i), toda componente por cadeias é um conjunto transitivo por

cadeias maximal.

U

Lema 2.3.30 Seja X um espaco métrico compacto e ¢' um fluro sobre X. Se x,y € X sdo
tais que eziste uma (e,T)—cadeia de x para y entdo os tempos t; podem ser tomadas de tal

forma que t; € [T,2T7.
Demonstragao: Se existe uma (¢,7)—cadeia de x para y entdo existem sequéncias
=Ty -y T =19, to,---,tanT

tais que

d(o(ti, x;), xip1) <eparai=0,1,...,n— 1.

Temos que t; > T para todo i € {0,1,...,n—1}. Se t; < 2T, para todo i, ndo ha nada o que

fazer. Se existir j € {0,1,...,n— 1} tal que ¢; > 2T podemos dividir ¢; em espagos de tempo

maiores ou iguais a 7' e menores que 27, isto é, t;,,t,,,...,t;, € [T,27T] tais que Xk:tﬁ = ;.
De fato, [T, +o0) = | J[kT, (k + 1)T]. Logo, se t; > 2T, entdo existe k > 2 tallz(lzlue t; €
(T, (k+1)T] e, assim]jetil— (k—1)T € [T, 2T). Portanto, t; = (t;—(k—1)T)+T +T+---+1T.
Por fim, definimos saltos triviais x;,,, = ¢(t;,,z;,) para todo 7 € {1,... k} substilallindo iy
pelos pontos z;,. Fazendo isto para todo j € {0,1,...,n — 1} tal que ¢t; > 2T teremos uma

(e,T)—cadeia de x para y tal que os tempos t; € [T, 2T]. O
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Proposicao 2.3.31 Seja ¢ um fluro sobre um espaco métrico compacto X. Um conjunto
K C X é transitivo por cadeia se, e somente se, para todos x,y € K e todo € > 0 existe uma

(e,T)—cadeia de x para y com todos os tempos t; € [1,2].

Demonstracao: Se K C X ¢é transitivo por cadeias, entao para todos z,y € K e todos
e, T > 0, existe uma (¢,7")—cadeia de = para y. Pelo lema 2.3.30, dada uma (e, 7")—cadeia

podemos tomar os tempos t; € [T,27]. Assim, para T' =1, t; € [1,2] e o resultado segue.

Para a reciproca é suficiente mostrar: “Sejam x,y € K e seja 7 > 0. Se para todo
e > ( existe uma (e, 7)—cadeia de x para y, entdo para todo €, 7" > 0 existe uma (g, T')—cadeia
de z para y” (pois por hipétese existe uma (g, T)—cadeia com T € (0,2]). Esse resultado,
por sua vez, segue se conseguirmos mostrar que para todo € > 0, existe uma (g, 27)—cadeia

de x para y.

Pela compacidade de X, a aplicacao ¢ é uniformemente continua sobre [0, 37] x X.

Logo, existe § > 0 tal que para todos a,b € X e t € [0,37] temos que d(a,b) < ¢ implica

€

d((b(ta CL), ¢(t7 b)) < 5
Note que podemos tomar § € <0, %) Agora, seja uma (9, 7)—cadeia x = zg,...,z, = Y
com tempos Ty, ...,T,—1 > 7. Pelo lema 2.3.30 podemos supor que 7; € [1,27]. Também

podemos supor que n > 2, pois podemos concatenar essa cadeia com uma cadeia de y para
y (tal cadeia existe tomando, na hipdtese, © = y). Assim, existem ¢ € N e r € {2,3} com

n = 2q + r. Obtemos uma (g, 27)—cadeia de x para y dada pelos pontos

Yo =T, Y1 = T2, Y2 = T4, -+, Yg = L2¢y Yg+1 = Tn =Y
com tempos
n—1
t0:7'0+7'1, t1:7'2+7'3, RN tq: ZTj.
J=2q

De fato,

t; = To; + Toir1 > 27  para todo i.

Segue da definigao de (d, 7)—cadeia e da continuidade uniforme de ¢ sobre [0,37] x X que:



43
Para i # qour =2:

d(o(ti, i), viv1) = d(d(Ti + Taiy1, T2i), T2iva)

< d(ﬁb(Tzz' + T2it1, $2i)a ¢(7'2i+1, $2z‘+1)) + d(¢(72i+17 $2i+1), $27;+2)

g
< —490
3
_E€,¢
3 3
< E.
Parat=qger =3:
d(9(tg, Yg)s Ygr1) = d(P(T2q + Togr1 + Tagr2, Tag) , T2g43)
< d(P(Taq + Togy1 + Togr2, Taq), O(Tog1 + Tog2, Tagt1)) +
d (¢(7—2q+1 + 7—2q+2a x2q+1)7 ¢(7—2q+2a l‘2q+2)) +
d (¢(T2q+27 $2q+2>7 52q+3))
< 440
3 3
L E,E. €
3 3 3
= E&.

]

Corolario 2.3.32 Seja X um espago métrico compacto e ¢' um fluro sobre X. Se para todos

x,y € K C X existe uma (g,1)—cadeia de x para y entao K € transitivo por cadeias.

Demonstragao: Se para todos z,y € K existe uma (g, 1)—cadeia de x para y, entao existe
uma (g, 7)—cadeia de x para y com 7 € (0, 1], j& que t; > 1, para todo ¢ na (g, 1)—cadeia.
Assim, pelo lema 2.3.30 podemos tomar t; € [1,2], para todo i e, consequentemente, pela

proposigao 2.3.31, K é transitivo por cadeias. L]

Proposic¢ao 2.3.33 Seja ¢ um fluzo sobre um espago métrico compacto X. O fluzo restrito
a uma componente por cadeias € transitivo por cadeias. Em particular, o fluxo restrito ao

conjunto recorrente por cadeias RE é recorrente por cadeias.

Demonstracao: Uma componente transitiva por cadeias C' e o conjunto recorrente por

cadeias R¢ sdo invariantes pela proposicao 2.3.25 e pelo coroldrio 2.3.26, respectivamente.
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Consequentemente, é suficiente mostrar que quaisquer dois pontos em C' podem ser conectados
por cadeias com pontos x; € C. Sejam y,y’ € C. Uma vez que C' é transitivo por cadeias,
segundo a proposi¢ao 2.3.29(i), para cada p € N existe uma (21;, 1) —cadeia, em X, de y para
y', digamos com zg =y, x1, ..., %, =1y € X e tempos Ty, ..., T,,_1. Pelo lema 2.3.30
podemos considerar os tempos T; € [1,2]. Analogamente, existe uma (;1), 1) —cadeia, em X,
de 3 para y na qual, por conveniéncia, denotamos por z,, =¥’, ..., x, = y com tempos

T, -, Tn1 €[1,2]. Para cada p € N, seja K? o conjunto compacto definido por

n

K? = U (ﬁ([O,Tl],Il),

i=0
onde T, > 0. Pelo teorema de Blaschke, teorema A.0.10, existe uma subsequéncia de KP?
convergindo na métrica de Hausdorff d para algum subconjunto compacto K C X, K # (),
com ¥,y € K uma vez que, para todo p € N, y = ¢(0, z9),y = ¢(0,z,,,) € KP.

Afirmacgao: Para todos z,z € K e todo ¢ € N existe uma (%, 1) —cadeia em K com tempos

To, -+, Tr—1 € [1,2] de x para z.

De fato, sejam z,z € K e ¢ € N. Pela continuidade uniforme de ¢ sobre [0, 2] x X

existe um nimero 0 € (0, :qu> tal que d(a,b) < § implica
1
d(o(t,a), o(t, b)) < 60 Vtel0,2], a,be X.

Escolhendo p € N com p > max {6(],%} e dy(K?,K) < 6, podemos construir uma
(%, 1) —cadeia de = para z em K como desejado. Com efeito, existem pontos & = ¢(t1, xy)
e Z = ¢(ty, ;) em KP com d(z,T) < 6§, d(z,2) < 6, t; € [0,T}], t2 € [0,T}] e k,l €
{0,1,...,n — 1}. Sem perda de generalidade, podemos supor [ > k + 3 (caso contrario,
segue-se a cadeia de Z para y, depois de volta para Z e depois para Z). Desse modo, definimos

uma cadeia em K? como segue:
§o =T, & = Tit2, &= Tpys,y -y Slmk—2 = i1, §ok-1 = Z,
e tempos
70 =T —t1 +Tpy1, T1:=Thyo, T2 = Thy3, ..., Ti_p—2:=T_1 + s

Noteque o =T —t1+Tj1 > 1, i =Tpriv1 > 1e & =apypjpparai €{1,...,l —k—3} e
>0 >1
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je{l,...,l—k—2}. Pela escolha de § e p vemos que

d(9(70,60),&1) =

IN

A\

d(o(Ty, — t1 + Tht1, T), Tieta)
d(d(Ty — t1 + Thg1, 0(t1, T)), Thoy2)
d(O(Ti 4 Tht1, T), Thr2)

d(¢(Tk + Ty, xk) ¢(Tk+17 95k+1)) + d(¢(Tk+1, $k+1>7 $k+2)
d(A(Thy1, (T, ), @(Thg1, To1)) + Ad(P(Thot1, Tht1), Tot2)
1 1

P + —

6g p

1,1

6g 6q

1

3q

A(P(Ti—k—2,§1-k—2), §—k—1) = d(@(Ti—1 +t2,21-1),2)

= d(¢(Ti—1 +ta, 21-1), d(t2, 11))

(d(ta, 9(T1-1, 71-1)), (2, 1))
1

6q
1
3q

I
=y

Além disso, para os outros saltos tem-se

d(9(7i, &), iv1) = A((Thtit1, Thrit1)s Thtiva) < 11) < —.

1
3q

Assim, construimos uma (3%1, 1) —cadeia em KP. Pelo lema 2.3.30, podemos assumir que todos

os tempos 7; € [1,2]. Uma vez que dy(K?, K) < §, encontramos 7; € K com d(&;,n;) < 0

parai=1,...,l—k—2esejan =xen, 1=z Entdo, para todo?=0,1,...,l —k — 2,

segue que

d(¢<7'ia 77z‘)a 77i+1)

(¢(Ti, 771‘), ¢(Ti, fz)) + d(¢(7'i,§i),fi+1) + d(fiﬂ, 77i+1)
1 1
R

1 1 1
3q
1
q

< d
3q+3q
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Isso mostra que construimos uma (%, 1) —cadeia de x para z com todos 7; € K.

Como y,y" € K N C, segue da afirmagao e da proposicao 2.3.31 que K é transitivo
por cadeias. Assim pelo corolario 2.3.32 e pela proposicao 2.3.29(ii) temos que K C C e,
consequentemente, segue que y,1y’ € C' podem ser conectados por cadeias com pontos em

K C C e o resultado segue. L]

Para mostrar que as componentes por cadeias de um fluxo sobre um espago métrico
compacto sao exatamente as componentes conexas do conjunto recorrente por cadeias,

comegamos mostrando que uma componente por cadeias é um conjunto conexo.

Proposi¢ao 2.3.34 Se um fluzo ¢' sobre um espaco métrico compacto X é transitivo por

cadetas, entado X € conexo.

Demonstracao: Se X nao é conexo, entao ele pode ser escrito como a unido disjunta
de conjuntos abertos nao vazios V e W. Logo esses conjuntos sao também fechados e,

consequentemente, compactos em X. Assim, tomemos
go := inf{d(v,w) ; v € V;w € W} > 0.

Desse modo, para ¢ < 5 nao pode existir uma (&, 7")—cadeia de um elemento de V' para um

elemento de W, isto é, X nao é transitivo por cadeias. Ll

Corolario 2.3.35 Toda componente por cadeias de um fluzo sobre um espago métrico com-

pacto € conexa.

Demonstragao: Pelas proposigoes 2.3.25 e 2.3.28 temos que toda componente por cadeias é
invariante pelo fluxo e fechada. Logo sdo compactas em X. Pela proposicao 2.3.33 segue que
o fluxo restrito a uma componente por cadeias é transitivo por cadeias. Consequentemente,

pela proposicao 2.3.34 toda componente por cadeias é conexa. L]

Lema 2.3.36 Sejam 0 <k <1,6,T>0ecx,y € X. Sex € RY ed(x,y) < ke, entio existe

uma (¢,T)—cadeia de x para y.



47

Demonstracio: Seja x € RY. Dados e, T > 0, existe uma ((1 — k), T') —cadeia
T=20,..., L =20; to,...,tp_1 =T
de z nele mesmo. Uma vez que d(x,y) < ke, pela desigualdade triangular,

d(p(tn-1,7n-1),y) < d(@(tn-1,Tn1),7) +d(z,y)
< (1—k)e+ke
= ¢
Assim,
T =20, Tn-1,Y; to,...,tp1 2T

¢ uma (e,T)—cadeia de x para y. O

O teorema a seguir prové uma caracterizagdo das componentes por cadeias. Fornece

informagoes fundamentais sobre a estrutura dos fluxos sobre espagos métricos compactos.

Teorema 2.3.37 Seja ¢ um fluzo sobre um espaco métrico compacto X. As componentes

por cadeias do conjunto recorrente por cadeias R sdo as componentes conexas de RC.

Demonstracao: Seja C' uma componente por cadeias de um fluxo ¢' sobre um espaco métrico
(X, d). Pelo corolario 2.3.35, C' é conexa. Assim, existe uma tnica componente conexa A de

RC tal que C C A. E suficiente mostrarmos que A C C.

Seja y € A. Vamos provar que y é equivalente por cadeias a cada ponto de C'. Sejam
r € Cee T > 0. Construiremos (g, T)—cadeias de x para y e de y para x. O conjunto R é
fechado pela proposicao 2.3.27. Assim, A é fechado pois é uma componente conexa de um
conjunto fechado. Como A é fechado e X é compacto, A é compacto. Consequentemente,
existem zq,..., 2, € A tais que
AC iQB (zi,i) .

Uma vez que A é conexo, reindexando se necessario, existe uma cole¢ao finita

(3 (a:5) 8 (5}

de bolas tais que z € B (zl, %), ye B (zn, %) e

B (a0 2) B (2 5) 20
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para i = 1,...,n — 1. Como o ponto x é recorrente por cadeias e d(z,2;) < 5, pelo lema
2.3.36, existe uma (e, T")—cadeia de x para z;.
Para cada i = 1,...,n — 1 o ponto z; é recorrente por cadeias e, por construcao,

d(zi, zip1) < % entdo, pelo lema 2.3.36, existe uma (&, T")—cadeia de z; para z;,1. Concate-

nando essas cadeias para i = 1,...,n — 1 obtemos uma (&, T)—cadeia de z; para z,.

O ponto z, é recorrente por cadeias e d(z,,y) < 5 logo, pelo lema 2.3.36, existe uma

(e,T)—cadeia de z, para y.

Concatenando as cadeias de x para z;, de z; para z, e de z, para y formamos uma
(e,T)—cadeia de x para y. Analogamente, existe uma (g,7)—cadeia de y para x. Assim,
y € C. Logo, A C C. Portanto, as componentes por cadeias de ¢' sao as componentes

conexas de RC. L]

Proposicao 2.3.38 Seja ¢' um fluro sobre um espaco métrico compacto X. Para todo

x € X o conjunto w(x) € transitivo por cadeias.

Demonstracao: Primeiramente, como X é espaco métrico segue que X satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade e pela proposigao 2.3.9 itens (i¢) e (¢ii), o conjunto w(z) é fechado,

nao vazio e invariante.

Sejam ¥, z € w(x). Pela continuidade de ¢!, para todo t € R, dado & > 0, existe § > 0
tal que para todo y; com d(y;,y) < d tem-se d(¢p(2,11), ¢(2,y)) < . Por definigdo de w(x)
existem tempos S > 0e T > S + 3 tais que

d(p(S,x),y) < e d(o(T,x),z2) <e.
Note que
o d(¢(2,y),0(5 + 2, 7)) = d(¢(2,y), (2, 0(5, 7)) <¢;

o d(d(T— (S+2),0(S+2,x)),2) =d(¢(T,x),2) < e.

Assim, a cadeia yo =y, y1 = ¢(S + 2,x), Yo = z com tempos tg =2, t; =T — (S+2) >1¢

uma (g, 1)—cadeia de y para z e a afirmagao segue do corolério 2.3.32. Ll
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Corolario 2.3.39 Se ¢ um fluzo sobre um espaco métrico compacto X, entdio

R(¢") € RE(¢").

Demonstragao: Seja x € R(¢"). Logo, € w(x) e, pela proposicao 2.3.38 segue que x € Q(z),
ou seja, r € RY(¢!). Portanto, R(¢!) C RE(¢"). O

A seguir apresentamos um resultado que sera til ao final do capitulo 2, na construcao
de um exemplo, mas serd demonstrado aqui por ja possuirmos as ferramentas necessarias

para demonstra-lo.

Lema 2.3.40 Todo ponto periddico € recorrente por cadeias.

Em particular, todo ponto fizo é recorrente por cadeias.

Demonstragao: Do exemplo da pdgina 32 temos que Fix(¢') C Per(¢') C R(¢4"). Assim, pelo

Corolario 2.3.39 o resultado segue. Ll

Proposigao 2.3.41 Seja ¢' um fluzo sobre um espago métrico compacto X .

(i) Sejam x,y € X. Se para todos €, T > 0 existe uma (e, T)—cadeia de x para y, entdo
o fluzo em tempo reverso ¢~ tem a propriedade que para todos e, T > 0 existe uma

(e,T)—cadeia de y para x.

(i1) Um conjunto transitivo por cadeias K para ¢' €, também, transitivo por cadeias para o

fluxo em tempo reverso.

Demonstragao: Inicialmente, vamos provar o item (). Dados €, T > 0, pela compacidade de
X, a aplicagdo ¢ é uniformemente continua sobre [—3T, 0] x X. Logo, existe ¢ > 0 tal que
para todos a,b € X et € [0,37] temos que d(a,b) < ¢ implica d(¢(—t,a), p(—t,b)) < e.

Agora, seja uma (§,7)—cadeia z = xg, ..., x, = y com tempos Ty, ..., T,,_1 > T. Pelo lema
2.3.30 podemos assumir que 7T; € [T,2T]. Obtemos uma (¢,7)—cadeia de y para x, em

relacao a ¢!, dada pelos pontos:

Y =Tn =Y, Y1 = Tp-1y.-- -, Yn =T =T
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com tempos

to="Th-1,...,tn—1=To,

isto é, x; = y,_; e T; = t,_;_1; De fato, como d(¢(T;, x;), xi11) < § com T; € [T,2T] C [0,3T],

Y 1, segue que

A d(—tnit,Yn—i-1)sYn-i) = dWYn_is(—tn_i1,Yn—i—1))
= d(ziy, ¢(—T;, zi+1))
= d(o(=T;, o(T;, 1)), (=T}, xi11))

< &

Logo, d(¢(—t;,y;),yj+1) < € para todo j € {0,1,...,n —1}.

O item (ii) segue imediatamente de (i), uma vez que se K ¢é transitivo por cadeias
entdo para quaisquer z,y € K e todos €, T > 0 existe uma (¢,T")—cadeia de x para y. Assim,
pelo item (i) existe uma (e¢,7")—cadeia de y para x em relagdo ao fluxo em tempo reverso.

Sendo z e y arbitrarios, K é transitivo por cadeias em relacao a ¢ . L]

Corolario 2.3.42 Seja ¢' um fluzo sobre um espaco métrico compacto X. Para todo x € X

o conjunto a(x) € transitivo por cadeias.

Demonstragao: Uma vez que o conjunto a(z) é o conjunto w—limite de x sob o fluxo em

tempo reverso, segue das proposigoes 2.3.38 e 2.3.41(77), que «a(x) é transitivo por cadeias. []

Corolario 2.3.43 Seja ¢t um fluzo sobre um espaco métrico compacto X. Cada conjunto

w—limite w(z) e cada conjunto a—limite o(x) estd contido em uma componente por cadeias.

Demonstragao: O resultado segue imediatamente da proposicao 2.3.38, do corolario 2.3.42 e

da proposigao 2.3.29(i7). O
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3 DECOMPOSICAO DE MORSE DE SISTEMAS DINAMICOS

Neste capitulo introduziremos decomposi¢ao de Morse para sistemas dinamicos
em espacos métricos compactos e apresentaremos algumas de suas propriedades. A ideia
basica é descrever a estrutura global de um fluxo por especificar subconjuntos invariantes
do espacgo topoldgico e uma ordem entre eles capturando o comportamento limite do fluxo
em tempo positivo e negativo, por isso estudamos os conjuntos atratores e repulsores, sua
relagdo com a decomposicao de Morse e o conjunto recorrente por cadeias, finalizando por
caracterizar a decomposi¢cao de Morse mais fina de um fluxo, quando existe, com seu conjunto

recorrente por cadeias. Este capitulo é baseado principalmente nas referéncias [1] e [3].

Definicao 3.0.1 Uma decomposi¢ao de Morse de ¢, sobre um espaco métrico compacto

X, é uma colegio M = { My, ..., M} de subconjuntos de X tais que:

1. s@o nao vazios, dois a dois disjuntos, compactos e invariantes;

I
2. para todo x € X, tem-se que w(z), a(z) C | J M;;
i=1

!
3. se existem indices jo,...,Jn € pontos Ti,..., T, € X \ U M, tais que
i=1

a(z;)) C M, | e w(z;) C M,
para todo i =1,...,n, entdo M;, # M,;,.

Os elementos de uma decomposicio de Morse sio chamados componentes de Morse.

Proposicao 3.0.2 Seja M = {M,..., M;} uma decomposicio de Morse para um fluzo
sobre um espago métrico compacto X. Se para algum x € X e j € {1,...,l} tem-se

w(z)Ua(z) C M;, entio x € M,;.

Demonstracao: Como X é espago métrico, segue que X ¢é espaco de Hausdorff e satisfaz o
primeiro axioma de enumerabilidade e, pela sua compacidade, segue da proposigao 2.3.9(iit)
que os conjuntos «(z) e w(x) sdo nao vazios. Seja x € X tal que a(z) Uw(x) C M;.
Suponhamos que = ¢ LZJ M,;. Como a(z) C M, e w(xz) C M, segue do item 3 da definicdo
3.0.1 que M, # M;. Sésse absurdo, temos que x € My, para algum k € {1,...,l}. O fato
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de My, ser invariante, implica que a(z),w(r) C My. Finalmente, como as componentes de

Morse sao duas a duas disjuntas, temos que M = M;. Portanto, x € M;. ]

Figura 5 — Uma decomposi¢do de Morse sobre X.

Definicao 3.0.3 Sejam F,,FE; C X. Definimos =X por: E; <X E, se existem conjuntos

E;,E;,...,E;, CX epontosxy,...,x, € X tais que E;y = E1, B, = Ey e

alzg) C Ej

Jk—1

e w(z,) C Ej,
para k=1,... n.
O resultado a seguir descreve o fluxo entre componentes de Morse e d4 uma primeira

informacao que decomposicoes de Morse podem caracterizar o comportamento global de um

sistema dinamico.

Proposicao 3.0.4 Seja M = {M,,..., M;} uma decomposicio de Morse. A rela¢io =

definida em 3.0.3, restrita a M, é uma relacao de ordem.

Demonstragao: Uma ordem sobre um conjunto é uma relagao reflexiva, antissimétrica e

transitiva. Assim, vamos mostrar que a relagdo < atende a essas caracteristicas.
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e Reflexividade: Sejam i € {1,...,l} e x; € M,;. Temos, pela invaridncia de M; que

a(z;) C M; e w(z;) C M,. Portanto, M; < M,.

e Transitividade: Se M; < M; e M; <= M, entdo existem indices jo,...,Jn € So,- .-, 5m
tais que M; = M;;, M; = M; = M, My =M, epontos zi,...,Tn,Y1,.-,Ym €
X tais que

a(zy) CM;, | e w(xg) C M, aly) C M, e wly) C M,

parak=1,....nel=1,...,m. Assim, tomando j,,; = s; temos indices jo, ..., jnim

tais M; = M, My = M; e pontos Ty, ..., Tpim € X, onde z,; = y;, tais

In+m
alx) C M, e w(z) C M,
parat=1,...,n+ m. Portanto, M; < M.

e Antissimetria: Sejam M; < M; e M; < M;. Suponhamos que M, # M,.

Segue de M; < M, que existem indices jo,...,j, € pontos z1,...,x, € X tais que

Mjo == Mi, ‘Mjn = Mj (§
Oé(xk) C Mjkﬂ e w(mk) - Mjk

para k =1,...,n. Como cada M, ¢é invariante pelo fluxo podemos supor z, ..., z, €

X\ U M, . De modo andlogo, M; < M, implica que existem indices jyi1,- .-, Jn+m

k=1
n+m
e pontos Tpi1,. .., Topm € X\ |J Mj, tais que M;,,, = M;, M, . =M;e
k=n-+1
a(zy) C M;,_, e w(xy) C M;,
para k=n-+1,...,n 4+ m. Logo, existem indices jo, ..., Jnim € pontos i, ..., Tpim €

n+m

X\ | M,, tais que Mj, = M; = M;,,, e
k=1
a(xg) C M, e w(zg) C M,

para k = 1,...,n + m. Mas isso contradiz o fato de ser decomposicao de Morse.
Portanto, M; = M;.
(]
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Esse resultado nos apresenta que enumerando as componentes de Morse de tal forma
que M; < M; implique ¢ < j, a decomposicao de Morse descreve o comportamento do fluxo
de um sistema dindmico a partir de uma componente de Morse menor (em relagdo a ordem
<) para uma componente de Morse maior por trajetorias que nao se iniciam em uma das
componentes de Morse. Mas note que ¢ < j nao implica M; < M, e, em particular, nao

implica a existéncia de z € X com a(zr) C M, e w(z) C M;.

Teorema 3.0.5 Seja ¢ um fluxo sobre um espaco métrico compacto X. Uma cole¢io finita
de subconjuntos de X dada por M = {My,..., M} define uma decomposi¢io de Morse se,

e somente se,

(i) os elementos da colegao sao nao vazios e dois a dois disjuntos;

(ii) cada M; é compacto e invariante em relag¢ao ao fluzo;
l
(iii) para todo x € X temos w(z),a(x) C | M;;
i=1

(iv) a(x),w(xr) C M; implica x € M; para todo i € {1,...,l} e todo x € X;

(v) a relagio = definida em 3.0.3 é de ordem entre os conjuntos M,

Demonstragao: Se M é uma decomposicao de Morse, entao as condigoes (i) — (i4i) sao
satisfeitas por defini¢do, a condigao (iv) segue da proposigao 3.0.2 e a condicao (v) segue da

proposicao 3.0.4.

Reciprocamente, suponhamos vélidas as condigoes (i) — (v). Vamos mostrar que M é
uma decomposicao de Morse. Para obtermos o resultado, basta mostrarmos que a colecao M

satisfaz a condigao (3) da definigao 3.0.1. Suponhamos por absurdo que existam conjuntos

I
My, ..., M, epontos x1,...,x, € X\ U M, tais que
i=1

a(xzg) C M, e w(xg) CM;,

para k =1,....,ne M;, = M, . Paratodo k =1,...,n — 1, temos que M;, < M,, e
M, 2 M;, = M,,. Como = é uma relacao de ordem, temos que M;, = M, para todo

k=1,...,n. Dessa forma, a(x;) C Mj, e w(zy) C M, para todo k = 1,...,n. Segue pela

!
hipétese (iv) que ), € Mj, para todo k = 1,...,n, contradizendo o fato de z; € X \ |J M.
i=1
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Portanto, temos que M, # M,,. O

Exemplos:

1. No fluxo do exemplo 4 da pagina 21 identificamos uma decomposicao de Morse, a
saber, M = {{A},{A’},{B},{B’}}. De fato, os conjuntos dessa cole¢do sdo nao vazios,
compactos invariantes, dois a dois disjuntos, a(x),w(z) C {A}U{A'} U{B} U {B'}
conforme a figura 1, a relagdo < é de ordem entre os elementos de M ja que as tnicas
relagoes possiveis sao {A} < {A}, {A} < {B}, {A} < {B'},{4'} < {4}, {4} <
{B},{A'} < {B'},{B} 2 {B} e {B'} X {B'}. Finalmente, se a(z),w(z) C {A} entao
x = A, para todo x € S!, analogamente para os demais conjuntos. Portanto, pelo

teorema 3.0.5 segue que M é uma decomposicao de Morse.

2. No fluxo do exemplo 6 da pagina 22 as colegoes My = {E, {N},{S}} e My = {H,,{S}}
sao algumas das decomposicoes de Morse para o fluxo, onde E representa o equador
da esfera S3 e H, seu hemisfério norte. De fato atendem a todas as condi¢oes do
teorema, 3.0.25 conforme andlise feita no exemplo acima (ver figura 3). Para verificar que
a relacdo = é de ordem sobre M; e M, basta verificar que as tnicas relagdes possiveis
sao E =X E, {N} < {N}, {N} < E, {S} = {S} e {S} <X E para M e, para M5 temos

H, < H, {S} <{S}e{S} < H,. 0

Definig¢ao 3.0.6 Uma decomposicao de Morse M = { M, ..., M;} é chamada mais fina
que uma decomposicio de Morse N = {Ni,..., Ny}, se para todo j € {1,... .k} existir
ie{l,...,1l} tal que M; C N;. Uma decomposi¢io de Morse é dita a mais fina quando

nao existe outra decomposicao de Morse mais fina do que ela.

Exemplo: A decomposigao de Morse M = {E,{N},{S}} é a decomposi¢ao de Morse mais

fina para o fluxo do exemplo 6 da pagina 22. Ll

Definigao 3.0.7 Sejam M = {My,... . M;} e N = {Ni,...,Ni} duas decomposicoes de

Morse para um fluxo sobre o espaco métrico compacto X. A interse¢cdo de decomposicoes
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de Morse é o conjunto definido por

MON ={M;NN; i=1,....0, j=1,....,n e M;NN; #£ 0}

Proposigao 3.0.8 Se M = {My,.... M;} e N ={Ny,...,Ni} sao duas decomposicies de
Morse para um fluzo sobre um espaco métrico compacto X, entio MNN € uma decomposicio

de Morse.

Demonstracao: Vamos verificar as condigoes da Definicao 3.0.1.

1. Cada elemento de M NN é nao vazio por definicao; sao dois a dois disjuntos, pois
sao formados por componentes de outras decomposi¢coes de Morse e sao compactos

invariantes uma vez que essas propriedades sao preservadas por intersecoes finitas.

2. Seja x € X. Existem indices i € {1,...,l} e j € {1,...,k}, tais que a(x) C M, e
a(z) C Nj. Portanto, a(xz) C M; N N;. Analogamente para w(x).
3. Suponhamos que existam M; NN, ..., M;, NNj, e pontos 21, ..., z, € X \|JM;NN
1,
tais que

O‘(xk) - M’ikfl mj\/’jkq € w(];l) C Mlk m'/vjk

para k = 1,...,n. Como M, NN, C M,, para todo k = 0,...,n, segue que
M, # M,,. Logo, M;, NN, # M;, NN;,.

Por (1), (2) e (3), temos que M NN é uma decomposi¢ao de Morse. O

Observacao: Como consequéncia da proposicao 3.0.8 temos, pelo principio de indugao
matematica, que uma intersecao finita de decomposi¢oes de Morse para um fluxo sobre um

espaco métrico X é uma decomposicao de Morse.

Note que, em geral, intersecoes infinitas de decomposi¢oes de Morse nao define uma
decomposicao de Morse. Além disso, nao existe, necessariamente, a decomposicao de Morse

mais fina para um fluxo. L]

Exemplo: Considere sobre o intervalo [0, 1] C R a equagdo diferencial ordinéria:

z? sen (1> ; x e (0,1]

T

0; x=0.

x =
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Os pontos g =0 e x, = %, n > 1, sao pontos de equilibrio ja que sen (i) =sen(nm) =0
para n > 1. Consequentemente, todo conjunto {x,}, n € N, é invariante pelo fluxo associado,

além de ser compacto.

Para todo n € N os dois conjuntos

W1 . 1 1
Mi '_{2n}’ Mz = {0’ 2n—i—1} Y [271—171}

formam uma decomposicao de Morse M" = { M}, M3} do fluxo associado. De fato, para
todo n € N os conjuntos sdo nao vazios, disjuntos, compactos e invariantes. Além disso,
para todo z € [0, 1], os conjuntos a(x) e w(x) estdo em algum desses conjuntos e, finalmente,

atendem a condigao (3) da Defini¢ao 3.0.1.

Vamos analisar algumas destas decomposi¢oes de Morse.

- M={G) palu e =qgah o] u s afdem = {{a) s v 3]
s = ({3) (oo {2 o)

wwnsense= {23} Gh oo (o)

Note que M! N M? é mais fina que as decomposicoes de Morse M, M? e M3,
Ainda, M! N M? N M3 é mais fina que todas as decomposicoes de Morse anteriores. Assim,

realizando a intersecao, ﬂ M" de todas essas decomposi¢oes de Morse, a familia de conjuntos
neN

{{21} } estara contida nessa intersecao e, portanto, ﬂ M"™ nao é uma decomposicao de
") neN

neN
Morse, uma vez que decomposi¢oes de Morse contém uma quantidade finita de componentes

de Morse. Ainda, esse sistema nao possui a decomposicao de Morse mais fina uma vez
que para cada n € N consegue-se uma decomposicao de Morse mas fina do que as ante-

riores nao havendo, portanto, a mais fina devido ao conjunto N ser ilimitado superiormente. []

3.1 Atratores e Repulsores

Definicao 3.1.1 Seja ¢ um fluxo sobre um espaco métrico compacto X. Um subconjunto

A C X compacto e invariante € um atrator se ele admite uma vizinhanca N tal que
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w(N) = A. Um repulsor é um subconjunto compacto e invariante R C X que admite uma

vizinhanga N* tal que a(N*) = R.

Observagao:

1. Permite-se o conjunto () como um atrator ou repulsor.

2. Uma vizinhanca N como na Defini¢ao 3.1.1 é chamada uma vizinhanca atratora e N* é

chamada uma vizinhanca repulsora.

3. Todo atrator é compacto e invariante e um repulsor é um atrator para o fluxo no tempo

reverso.

4. Se A é um atrator em X e Y C X é um conjunto compacto invariante, entao ANY é

um atrator para o fluxo restrito a Y.

5. Na defini¢ao 3.1.1 é suficiente que w(N) C A. De fato, se A é compacto e invariante e
N é vizinhanga de A com w(NN) C A, entdo uma vez que A C N segue da proposi¢ao
2.3.8(iv) e do lema 2.3.10(i7) que A = w(A) C w(N) e, portanto, w(N) = A.

L]

Exemplo: Na Figura 1 do exemplo 4 da pagina 21 além do conjunto vazio os conjuntos { B},

{B'}, {B, B’} e S' sdo atratores. Para os repulsores é andlogo, com os pontos A e A'. [

Figura 6 — Vizinhangas atratoras (pontilhadas) em S!.

Fonte: [24]
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Proposicao 3.1.2 Se A é um atrator em um espagco métrico compacto X eY C X é um

conjunto compacto e invariante, entao ANY é um atrator para o fluzo restrito a 'Y .

Demonstracao: Consideremos Y com a topologia induzida e tomemos uma vizinhanca atratora
N de A. Se ANY = () ndo ha o que demonstrar. Seja ANY # (). Notemos que NNY é uma
vizinhanca de ANY em Y. Como w(N) = A, temos que w(N)NY = ANY. Logo, NNY é vi-
zinhanga de w(N)NY em Y e, portanto, se x € w(N)NY', entdo = € inty (NNY) e existe uma
sequéncia (¢(t,, z,)) convergindo para x, com t,, — +0o e x,, € N para todo n € N. Assim, a
sequéncia (¢(t,, z,)) estd contida em N NY exceto para um nimero finito de termos. Pela in-
variancia de Y temos que x,, € Y para todo n € N. Logo, ¢(t,, z,) — =, com t, — +oo e (x,)
sequéncia em N NY. Ou seja, z € w(NNY). Portanto, w(N)NY C w(NNY). Desta forma,
temos que ANY C w(NNY). Por outro lado, como w(Y) C Y temos que w(NNY) C Y.
Além disso, w(NNY') C w(N) = A. Logo, w(NNY) C ANY. Portanto, w(NNY) = ANY. [J

Observagao: A proposicao 3.1.2 também vale para um repulsor A* de X. Basta considerarmos

o fluxo em tempo reverso. L]

Lema 3.1.3 Se X ¢ compacto, A C X € um atrator com vizinhanga atratora N e K C X ¢é

um conjunto compacto tal que w(K) C A, entao eziste t* € R tal que ¢([t*,+00), K) C int(N).

Em particular, se N for compacta, eziste t* € R tal que ¢([t*,+00), N) C int(NV).

Demonstragao: Seja V' = int(/N). Suponha que nao existe t* € R tal que ¢([t*, +o0), K) C V.
Nesse caso, para todo t real, a sequéncia decrescente de compactos (X \ V) N ¢([t, +00), K)

nao ¢ vazia. Portanto, pela compacidade de X,

N (X \V) N ([, +0), K)) # 0.
teR
Mas isso contradiz a hip6tese de que w(K) C A, pois

0= (X\V)NwK)=(X\V)n et +00), K) = () (X \ V)N ([t +00), K)) .

teR teR



Lema 3.1.4 Se A é um atrator, entio o conjunto A* = {x € X;w(x)NA =0} é um

repulsor.

Demonstracao: Seja N uma vizinhanga atratora compacta de A. Pelo lema 3.1.3 existe t* > 0

tal que ¢ ([t*, +00), N) C int(N). Defina um conjunto aberto V' por

V =X\ &([t*, +00), N).

Temos que X = NUV e ¢((—o0,—t*],V) € X \ N. Portanto, V' é uma vizinhanga de
a(V)c X\ N C V. De fato, se x € V, e s > t*, entdo ¢(s, p(—s,z)) = x ¢ ¢([t*,+00), N).
Dai, ¢(—s,x) ¢ N. Portanto, V' é uma vizinhanca repulsora. Seja x € a(V'). Pela invariancia

de a(V) segue que w(x) C (V) C X \ N. Assim, w(z) N A =0, pois A C N. Logo, x € A*.

Por outro lado, note que = € A* implica x ¢ N, assim 2 € V. Além disso, w(z)NA =)
implica, para todo ¢, que w (¢(t,z)) N A = 0 e, consequentemente, ¢(t,z) € A* C V, para
todo t. Assim, x = ¢ (—t, ¢(t,x)), para todo t > 0 e, portanto, x € (V).

Uma vez mostrado que A* = a(V) segue que A* é compacto e invariante pela

proposicao 2.3.9(ii). Portanto, A* é um repulsor. ]

Definigao 3.1.5 O conjunto A* definido no lema 3.1.4 é chamado repulsor complemen-

tar de A e (A, A*) é chamado um par atrator-repulsor.

Exemplo: Considerando o fluxo do exemplo 6 da pagina 22 os atratores para o fluxo sao os
conjuntos: (), E (equador), H, (hemisfério norte), Hy (hemisfério sul) e S3. Os repulsores
complementares de F, H, e Hy sdo E* = {N, S}, Hf ={S} e H = {N}, ;espectivamente.

O
Observacao: Note que um atrator A e seu repulsor complementar A* sdo sempre disjuntos.
De fato, se x € AN A*, entdao w(x) N A =0 e w(z) C A, o que é uma contradi¢ao. Existe
sempre os pares atrator-repulsor triviais A =X, A* =0 e A=0, A* = X. O

Proposicao 3.1.6 Se (A, A*) é um par atrator-repulsor e x ¢ AU A*, entdo a(x) C A* e
w(z) C A.

Demonstragao: Sejam x ¢ AU A* e N uma vizinhanca atratora de A. Pela defini¢io de A*

segue que w(x) N A # (). Assim, existe to > 0 tal que ¢(to,z) € N. Dali, pelo lema 2.3.10(¢ii),
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w(z) = w(o(to, ) C w(N) = A. Agora, suponha que existe y € a(z) \ A*. Assim, pela
definigdo de A*, temos que w(y) N A # (). Seja z € w(y) N A. Usando w(y) C a(x), existe
t, — +oo tal que ¢(—t,, ) — z € A. Assim, para n suficientemente grande, ¢p(—t,,x) € N.
Como ¢ (t,, p(—t,,z)) — = temos que € w(N) = A, contradizendo a escolha de x. Portanto,
alx) C A" O
Uma vez que podemos restringir o fluxo de um espago X a qualquer conjunto invariante é
valido considerar atratores e repulsores relativos a este conjunto invariante. Desse modo,
considerando que um atrator A C X ¢é invariante, podemos considerar um atrator A’ C A,
relativo a A. Vamos mostrar nos dois resultados a seguir que A’ é também um atrator relativo
ao espaco X. Segue da observagiao 3 da pagina 58 que o mesmo vale para um repulsor relativo

a outro repulsor, para isso, basta considerarmos o fluxo inverso.

Proposicao 3.1.7 Um conjunto compacto invariante A é um atrator se, e somente se, existe

uma vizinhanga compacta N de A tal que ¢((—00,0],2) ¢ N para todo x € N \ A.

Demonstragao: Sejam A um atrator e N uma vizinhanga atratora compacta de A. Seja
r € N\ A Se ¢((—00,0],7) C N entdo a(z) C ¢((—00,0],2) C N = N. Tomando
y € a(x) C N temos, pela invaridncia de a(x), que w(y) C a(z) e, comoy € N e w(N) = A
segue que w(y) N A # () . Pelo argumento da proposigao 3.1.6, z € A. Isso contradiz o fato
de tomarmos x € N \ A. Portanto, ¢((—o0,0],z) ¢ N, para todo z € N \ A.

Reciprocamente, seja N uma vizinhanga compacta de A tal que ¢((—o0,0],2) ¢ N,
para todo z € N \ A.
Afirmacgao 1: Existe t* > 0 tal que ¢(|—t*,0],2) ¢ N para todo = no conjunto compacto
NN (m) Suponhamos, por contradi¢ao, que tal t* nao exista. Logo, para todo n > 0,

existe sequéncia (z,,) em N N (X \ N) tal que ¢([—n,0],2,) C N. Como (z,) ¢ sequéncia no
compacto NN (X \ N) existe uma subsequéncia convergente, digamos, Ty, 1 €N N(X\N).
Assim, ¢((—00,0],2) C N. De fato, seja y € ¢((—o0, 0], x) e escrevamos y = ¢(—t,z), t > 0.
Existe j tal que n; > t. Logo, y = ¢(—t,z) € ¢([—n;,0],2) C N. Mas isso contradiz a
hipétese, uma vez que + € N N (X \ N) e A C int(N) implicam em = € N\ A e, daf,
o((—00,01,2) & N.

Afirmagao 2: Existe vizinhanca V de A tal que ¢([0,¢*],V) C N. SejaU = ¢~ (N) C Rx X.
Pela invaridncia de A segue que, para todo z € A, U é vizinhanca de [0,¢*] x {z}. Para cada

(t,z) € [0,t*] x {x} temos uma vizinhanca aberta de (¢, ) contida em U, na forma I, x V;*.
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Como [0, t*] x {x} é compacto, existe um nimero finito dessas vizinhancas Iy x Vi¥, ..., I, x V¥
cobrindo [0,t*] x {z}. Tome V* = V¥ n...N V7. Desse modo, [0,t"] x V¥ C U, ou
seja, ¢([0,¢*],V®) C N. Portanto, tomando V = | J V* temos que V' D A e é tal que
6([0,1,V) € N, !

Afirmacgao 3: ¢([0,4+00),V) C N. Se ¢([0,+00),V) & N, entdo existe t >0 ey €V tal
que ¢(t,y) ¢ N. Segue disso e da Afirmacao 2 que ¢ > t*. Consideremos t** definido por

" =inf{t > 0; ¢(t,y) ¢ N} > t".

Assim, x := ¢(t™,y) € NN (X \ N), pois é limite de sequéncias em cada um dos conjuntos,
que sao fechados. Logo, ¢([—t,0],z) C N,V t € [0,t*]. De fato, seja s € [—t,0]. Queremos

mostrar que ¢(s,z) € N. Temos

o ¢(s,2) = (s, 9(t™, y)) = d(s + 1, y);

e t [0, t"] =t <t'= —t>—t"
Logo
0< —t4+t"<s+t"<s+t™ <t™.

Assim, pela propriedade de infimo, concluimos que ¢(s,z) € N. Mas isso contradiz a
Afirmagao 1. Portanto, ¢([0, +00),V) C N.

Afirmacgao 4: A é um atrator. De fato, A C V e, como A é fechado e invariante, segue do
lema 2.3.10(i7) que A = w(A) C w(V). Como ¢([0,4+00),V) C N temos w(V) C N. Seja
x € w(V) C N. Como w(V) é invariante temos que ¢((—o0,0],z) C w(V) C N. Por hipétese,
x € A. Logo, w(V) C A. Portanto, w(V) = A e, com isso, segue que A é um atrator. ]

Coroléario 3.1.8 Seja A um subespaco de X. Se A’ é um atrator em A e A é um atrator

em X entdo A" é um atrator em X.

Demonstracao: Se A’ é um atrator em A, segue da proposicao 3.1.7 que existe uma vizinhanga
compacta V4 de A" em A tal que ¢((—o0,0],z) ¢ V4 para todo x € V4 \ A’. Consideremos
a vizinhanca compacta V' de A" em X tal que VN A = V,. Tomemos a vizinhanga com-
pacta N de A tal que ¢((—o0,0],2) ¢ N, para todo x € N\ A. Temos que VN N é uma
vizinhanga compacta de A" em X. Sejaxz € (VNN)\ A Sex € A, entao z € (VNA)\ A,
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logo x € Vy \ A" e, dai, ¢((—00,0],2) ¢ VN A=V, Como A é invariante, temos que
¢((—00,0],z) C A. Logo, ¢((—o0,0],z) ¢ V e, portanto, ¢((—o0,0],z) Z VN N. Sex ¢ A,
temos que ¢((—o0,0],z) ¢ N, pois z € N \ A. Logo, ¢((—00,0],2) ¢ V N N para todo
x e (VNN)\ A e o resultado segue da proposigao 3.1.7. L]

A proposicao 3.1.7 implica a seguinte caracterizacao de pares atrator-repulsor.

Proposicao 3.1.9 Um par (A, A*) de conjuntos compactos invariantes disjuntos é um par

atrator-repulsor se, e somente se,

(i) v € X\ A* implica ¢([0,+00),2) N N # () para toda vizinhanga N de A, e

(it) x € X\ A implica ¢((—o0,0],2) N N* # O para toda vizinhanga N* de A*.

Demonstracao: A invariancia de A e A* junto da proposicao 3.1.6 implicam que essas

condicOes sao necessarias.

Reciprocamente, suponha que (i) e (i7) valem e seja W uma vizinhanga compacta
de A tal que W N A* = (). Assim, a condi¢ao (7i) implica que ¢((—o0,0],2) ¢ W para
todo x € W\ A. Pela proposigao 3.1.7 isso implica que A é um atrator. Mais ainda, segue
de (i) que w(z) N A # () para todo z € X \ A%, entdo, {z € X ; w(zx) N A =0} C A~
A igualdade segue do fato de que A e A* sdo disjuntos e, para © € A*, segue de (it) que
d((—00,0],2) N (X \ W) # 0, onde X \ W é vizinhanca de A*. Portanto, A* é o repulsor
complementar de A pelo lema 3.1.4. L]

3.2 Decomposicao de Morse e Atratores

O seguinte resultado caracteriza decomposicoes de Morse via sequéncias de atrator-

repulsor.

Teorema 3.2.1 Seja ¢ um fluzo sobre um espaco métrico compacto X. Uma colecao finita
de subconjuntos {My, ..., M,} define uma decomposicio de Morse se, e somente se, existe

uma sequéncia estritamente crescente de atratores

@:A()CAlCAQC"'CAn:X
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tal que

My i=ANA;, para 0<i<n-—1

e AY € o repulsor complementar de A;.

Demonstragao: Seja M = {Mj,..., M, } uma decomposi¢cdo de Morse para o fluxo. Se
n = 1, temos a decomposigao de Morse trivial M = {X}. A sequéncia de atratores é dada
por

Q):AoCAl:X.

Procedendo por inducdo, suponhamos que o resultado ¢ valido para valores m < n. Uma vez
que X é espaco métrico, segue que X ¢é espaco de Hausdorff e, dessa maneira, segue do corolario
A.0.8 que existe uma vizinhanga aberta V' de M, tal que VNM; =, parai € {1,...,n—1}
e pelo lema A.0.9 existe vizinhanca compacta U de M,, tal que U C V, ou seja, U N M; = (),
para ¢ € {1,...,n—1}. Se x € U\ M,, temos que a(x) C M;U...UM,_1, pois do
contrario, devido a relagdo de ordem entre os conjuntos de Morse, terfamos a(x),w(z) C M,,.
Logo, pela proposi¢ao 3.0.2, x € M,,, o que é uma contradigdo. Assim, ¢((—o0,0],z) ¢ U,
para todo x € U \ M,,. Da proposigao 3.1.7 segue que M,, é um atrator. Tomemos M o
repulsor complementar de M,, em X. A colecao {My,..., M, _1} estd contida em M} e
define uma decomposicao de Morse em M. Pela hipdtese de inducao, existe uma sequéncia

estritamente crescente de atratores

®:A1CA2C"'CAn:M*

n

tais que M,,_; = A;11NA}, para j = 1,...,n—1. Observemos que A} = M e A} = (). Como
A¥ é um repulsor em M} e M} é um repulsor em X, segue do corolario 3.1.8 (considerando
o fluxo em tempo reverso) que Af é um repulsor em X, para ¢ = 1,...,n. Dessa forma, seja

A; o atrator complementar de A* em X. Obtemos uma sequéncia de atratores
@:A[)C/hC"'CAn:X

onde A; = M,,. Como M,, C A; parai=1,...,n temos que A7 C M. Da proposigao 3.1.2
temos que (A; N M, Af N M) é um par atrator-repulsor para o fluxo restrito & M. Como

AN M = A? é o repulsor complementar de A; em M7, temos que A; N M?* = A;. Assim,
A’H—l N A;k - Ai+1 N M:L N AZ( - Ai—l—l N Az( - M'n,—i

parai=1,...n — 1. Para ¢ = 0, temos que 4A; N A = M,, e segue o resultado.
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Reciprocamente, sejam os conjuntos M, j = 1,...,n definidos por uma sequéncia de
atratores conforme o enunciado do teorema. KEsses conjuntos sdo compactos e invariantes

pois sao propriedades preservadas pela intersecao finita. Se ¢ < j, entao
Mnfi N Mnfj = A/L'Jrl N Ar N AjJrl N A; == Ai+1 N A;k C AJ’ N A;k == @,

logo os conjuntos sao dois a dois disjuntos.

Afirmamos que para z € X ou ¢(R,z) C M, para algum j ou existem indices 7 < j tais que
a(zr) C M,_; ew(x) C M,_;+1. De fato, existe um menor inteiro 7 tal que w(z) C A;, e existe
um maior inteiro j tal que a(z) C Aj. Notemos que, i > 0 e j < n. Agora w(z) ¢ A;_y, isto
é,xe Al |, poissex ¢ Af |, entdox € A;_joux ¢ A;_1 UAS |, em ambos o0s casos teremos
w(z) C A;_1 que é uma contradigdo. Assim, por invaridncia, ¢(R, x) C AF | e w(x) C AF ;.
Por outro lado, a(z) ¢ A%,,. Se ¢(t,z) ¢ A;j41 para algum t € R entdo pela proposigao
3.1.6 e pelo lema 2.3.10(iv) temos que a(z) C A7, ,, uma contradi¢ao. Logo ¢(R,z) C Aj;.
Agora, j > i — 1, pois do contrdrio j +1 < ¢ —1 e, assim, A;;; C A;_1, o que implica
O(R,z) C Af 1NA;_1=10.Sej=1i—1,entdo ¢(R,z) C Af ;NA; = My_iy1. Sej >i—1, en-
tao M, i1 # My e sabemos que w(x) C A7 | NA; =M, 1ealr) CATNAjL = M,
(a(x) C Ajyq, pois © € (R, ) C Aj11). Isso prova a afirmagao. Segue do teorema 3.0.5 que

a colegao {Mj,..., M,} é uma decomposigao de Morse para o fluxo em X. Ll

Exemplo: Considere X = S% e o fluxo ¢ como no exemplo 6 da pagina 22. Relembre os
2
atratores e repulsores complementares desse fluxo descritos no exemplo da pagina 60. Tome

a sequéncia de atratores
0=AyCE=A CH,=A,CSi = A3
2

Temos que Ay NAf=FE, AsN A ={N}e A3 A; = {S}. Assim, obtemos a decomposi¢ao
de Morse M = {E {N},{S}}. O

Agora construiremos os principais resultados para decomposicdo de Morse, entre eles,
o de caracterizar a decomposicao de Morse mais fina com o conjunto recorrente por cadeias
RC

Em toda essa secao, a partir daqui, consideremos um fluxo ¢ sobre um espaco métrico

compacto X.
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Definicao 3.2.2 Seja Y C X e sejam e, T > 0, consideremos o conjunto
QY,e,T)={z€ X ; 3 (¢,T)—cadeia de algum y € Y para z}.

Definimos o conjunto limite por cadeias deY como

QY)= () QY.e1).

e, T>0

Observacao: Note que
QY)={2€X;Ve,T>0,FyeY e (e,T)—cadeia de y para z}.

Para um conjunto unitério Y = {x} escrevemos também Q(x), o que coincide com a defini¢ao

2.3.15. U

Lema 3.2.3 Se Y C X, entio w(Y) C Q(Y).

Demonstragao: Se y € w(Y'), entdo existem sequéncias (y,) em Y e (t,) em R tais que
t, — +o0o e ¢(ty,y,) — y. Dados ¢,T > 0, existe ng € N tal que n > ng implica
d(p(tn,yn),y) < e. Como t, — +0o, podemos escolher ¢, > max{t,,,T}. Assim, existe
um ponto y, € Y e um tempo tp > T tais que d(d(tg, yx),y) < €, ou seja, existe uma

(e,T)—cadeia de y;, para y. Logo, y € Q(Y) e, portanto, w(Y) C Q(Y). O

Proposicao 3.2.4 SeY C X entao Q(Y) € invariante e fechado. Em particular, w(2(Y)) =
QY).

Demonstragao: Q(Y') é fechado, pois se x € (Y, entdao para todo € > 0, existe y € Q(Y)
tal que d(z,y) < 5. Assim, para todo T' > 0 existe uma (5, 7")—cadeia de algum z € Y até y,
digamos,

Xo=2,...,Cpn =Yy € tlo,...,tn 1 >T

e, portanto, substituindo y por x temos, pela desigualdade triangular

d(¢(t”_1’x”_1)’x) < d(¢<tn—17 l’n_1), y) + d(ywr) < % + c =&

2
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tornando-se uma (¢, 7")—cadeia de z € Y até x, ou seja, Q(Y) C Q(Y).

Agora, vamos mostrar que 2(Y) é invariante pelo fluxo. Seja z € Q(Y) e seja s € R.
Dados e, T > 0, pela continuidade de ¢°, existe 0 < 6. < ¢ tal que ¢°(B(x,d.)) C B(¢*(z),¢).
Como =z € Q(Y), existe ys. € Y e uma (0., T)—cadeia de ys. para x. Substituindo o
ultimo tempo t,, dessa cadeia por t, + s, temos uma (g,7)—cadeia de ys. para ¢(s, ), pois
d(p(tn, xn), x) < d. implica que d(p(t, + s, x,), ¢(s,x)) < e. Sendo €, T e s arbitrarios, segue
que ¢(s,z) € Q(Y), para todo s € R e, portanto, 2(Y") é invariante pelo fluxo.

Por fim, sendo Q(Y") fechado e invariante segue do lema 2.3.10(7) que w(Q(Y)) = Q(Y).
U

Lema 3.2.5 Se Y C X entdo para todos e, T > 0, o conjunto Q(Y,e,T) € aberto.

Demonstragao: Sejam z € Q(Y,e,T) e y € Y tal que existe uma (g,T)—cadeia de y para
x. Seja t, o ultimo tempo dessa (¢, T)—cadeia, logo, d(¢(t,,x,),x) < €. Seja r € R tal que
0<r<e—do(t,,x,),x) e tome B(z,r). Note que, dado z € B(z,r) temos

d(@(tn, Tn),2) < d(d(tn, ,), ) +d(, 2)
< d(é(tn,xn), )+
< d(p(tn, xn),x) + & —d(d(tn, Tn), )

3

Portanto, substituindo = por z temos uma (e,7)—cadeia de y para z e, dai, z € Q(Y,e,T).

Desse modo, B(z,r) C Q(Y,e,T) donde concluimos que Q(Y,e,T) é aberto. ]

Proposicao 3.2.6 Se Y C X entdo o conjunto QYY) € a interse¢io de todos os atratores

que contém w(Y).

Demonstragao: Sejam A um atrator tal que w(Y) C A e N uma vizinhanga atratora
compacta de A disjunta de A*. Tomando K = Y U N temos que w(K) = A. De fato,
pelo lema 2.3.10(7), w(Y) = w(Y) C A e, dai, Y N A* = (). Por fim, segue da proposigao
2.3.8(v), que w(K) =w(Y)Uw(N) =w(Y)UA = A. Pelo lema 3.1.3, existe t* > 0 tal que
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o([t*, +00), K) C int(N). Sejam

0 <e<inf {d(y,z) ;ygint(N)ez e ¢([t*,+oo),K)}

e V uma $—vizinhanga (ver A.0.1) aberta de ¢([t*, +00), K). Como w(Y) C A, podemos
escolher um tempo 7' > t* tal que ¢([T,+00),Y) C V. Sejay € Q(Y). Para cadan € N

£

tal quen > T e % < 5, existem pontos zg,z7,...,x; =y em X, com ry € Y e tempos

to,tY, ..., 1, 1 = n tais que

d(gﬁ(t?ﬂ, IZL), xzﬁrl) < <

DO ™

1
n
Como ¢(tg, zf) € V, podemos tomar z € ¢([t*, +00), K) tal que

d(o(tg, 25), 2) <

DO | ™

Assim temos

d(z,27) < d<z7¢(to’xo>> + d(¢(t07$0)7$1) < 2 + 2 =&

Pela escolha de ¢, segue que 27 € int(N) C K. Agora, ¢(t},27) € ¢([t*,+00), K), pois

> t* et € K e como d(o(t},27),z5) < £ < £ temos que 25 € K. Fazendo sucessivamente
essa andlise obtemos que d(¢(t7 _, 2} _1),y) < %, com xy, 1 € K. Agora, quando n — 400,
temos que ¢(tp ) ;) — ycom ¢} | — +oo e xp _; € K. Logo, y € w(K) = A.
Portanto, (YY) C A e, dai, Q(Y) esta contido na intersegao de todos os atratores que contém

w(Y).

Para e, T > 0, seja N = Q(Y,s,T). Vamos mostrar que A := w(N) é um atrator com
vizinhanca atratora N. Note que Q(Y,e,T) C int(N), pois (Y, e,T) é aberto e estd contido
em N. Agora seja z € w(N). Existem sequéncias (¢,) em R e (z,,) em N tais que t,, — +00
e ¢(tn, zn) — 2. Escolha ny € N tal que t,,; > T e d(¢(tny, Tn,), 2) < 5. Pela continuidade
de ¢, existe § > 0 tal que para todo y com d(y, Zn,) < 6 temos d(¢(tny, y), (tng, Tny)) < 5-
Seja p € Q(Y,e,T) com d(p, z,,) < 0. Pela definigao de p, existe uma (¢, T")—cadeia de algum
y € Y para p donde obtemos

At P): 2) < d(B{tng, ), St g, Tao)) + Bty T0),2) < 5+ 5 =<

Acrescentando o ponto z e o tempo t,, a (¢,7)—cadeia de y para p determinamos uma
(e,T)—cadeia de y para z e, assim, z € Q(Y,e,T). Portanto, w(N) C Q(Y,e,T) C int(N)
e, com isso, mostramos que A := w(N) é um conjunto fechado e invariante com vizinhanga

atratora NV, isto é, A é um atrator.
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Como Q(Y) C Q(Y,e,T), temos que Q(Y) C N e, dai, w(2(Y)) C w(N). Uma
vez que, pela proposigao 3.2.4, w(2(Y)) = Q(Y) e, pelo lema 3.2.3, w(Y) C Q(Y) temos
que w(Y) C QY) = w(QY)) C w(N) = A. Assim, w(Q(Y,e,T)) é atrator e w(Y) C
w(Q(Y,e,T)) C QY,e,T). Logo

QYY) c ({AcC X ; Acéatrator que contém w(Y)}
c () w(QY,e1))

e, T>0

c () QY. T)
e, T>0

= Q).

Portanto, a igualdade vale em todas as inclusoes. L]

Observagao: Essa proposicao implica, em particular, que um fluxo transitivo por cadeias tem

apenas atratores triviais A = (), X, pois para cada Y C X teremos Q(Y) = X. L]

Proposicao 3.2.7 O conjunto recorrente por cadeias RC satisfaz:

R ={AUA*; A éum atrator}.

Demonstracao: Se A é um atrator e x € X, entdo pela invaridncia de A e A* e pela proposicao
3.1.6 ouw(xr) C Aoux C A*. Sex € RY, entdo z € Q(x) e, pela proposicio 3.2.6, x estd em

todo atrator que contém w(x). Portanto, x € AU A* para todo atrator A.

Reciprocamente, se para todo atrator A, x € AU A*, entao x estd em todo atrator que

contém w(z), pois nao é possivel que w(x) C A e x € A*, pela invaridncia de A*. Portanto,
ze({AC X ; Aéum atrator que contém w(z)}.

Pela proposicio 3.2.6, = € (z) e, portanto, x € RC. O

Corolario 3.2.8 Se M = {M,,...,M,} é uma decomposi¢io de Morse, e M C X ¢é
transitivo por cadeias, entao existe M; € M tal que M C M;. Em particular,

RE c | M,.

=1
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Demonstragao: Pelo teorema 3.2.1, temos uma sequéncia de atratores ) = Ay C A} C
- C A, =X, tal que M,,_; = A;11 N A}, para 0 < i < n — 1. Pela observagao feita na
pagina 35, temos que todo ponto de um conjunto transitivo por cadeias ¢ recorrente por
cadeias. Logo, M C RY. Para x € M, seja i o maior indice tal que z ¢ A;. Pela proposicao
3.2.7, x € Af. Assim, x € Ay 1 NAF = M,,_;. Paratodoy € M, y ~ x, isto é, x e y sdo
equivalentes por cadeia. Assim como para z, existe M,,_; tal que y € M,,_;. Pela proposicao
3.2.6 segue que Q(z) C A;y1 NAf = M,,_; e, analogamente, 2(y) C M,,_;. Temos que
reEM,_,ye M,_jey~uz entao x € Qy) C M,_j ey € Qx) C M,_;. Desse modo,
w(z) C w((y)) = Qy) C M,,_; e, analogamente, w(y) C M,,_; Logo,

L a(z) CM,_;ewx) CM,_ ;= M, ; <M,

II. a(y) C Mn_j e w(y) CcCM,_; = Mn_j = Mn—i-

Por I. e II. e pela antissimetria de < temos que M,,_; = M,,_; e, portanto, M C M,,_;.

Uma vez que R é particionado em componentes transitivas por cadeias, a tltima

afirmacao segue. L]

Lema 3.2.9 Sejam E; e E; conjuntos transitivos por cadeias e considere a relagio = definida
em 3.0.53. Se By X E; tal que cada Ej, nessa relacio seja transitivo por cadeias, entao para

todo x € E; e para todo y € Ey, seque que x < y.

Demonstracao: Sejam FE; e E; conjuntos transitivos por cadeias tais que F; < F;. Logo,

existem indices jo, ..., j, com E; = Ej ,

E, = Ej;, e pontos z; € X com

para 1 =1,...,n.

77

Oé(ZEZ> C Eji—l e W(l’z) C Ej

Sejam x € Ej ey € E; pontos quaisquer. Notemos que z; € Q(a(x;)) e como x; é recorrente por
cadeias segue que w(x;) C Q(x;) paratodo i € {1,...,n}. Assim, tome 2 € a(z;) C E;, = E}
e 22 € w(zy) C Ej,. Segue da transitividade de E; que x < z;. Ainda, z; < 21 € 21 < 22, pois
com a oOrbita positiva de x; que se aproxima de z; e com a Orbita negativa que se aproxima
de z; podemos criar (g,T)—cadeias de z; para z; e de x; para z;. Analogamente, sejam

23 € a(xg) e z4 € w(xz). Como w(z),a(xe) € Ej,, segue da transitividade por cadeias de
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E;, que z; < z3. Além disso, z3 < 73 € 3 < 2z4.

Realizando esse processo sucessivamente, teremos
T <21 <1 <+ <2yp1 Ty X 29y R Y.

Portanto, pela transitividade de <, segue que x < y, para todos z € Ej e y € F;. ]

Lema 3.2.10 X ¢ transitivo por cadeias se, e somente se, a decomposicao de Morse trivial

€ a Uunica existente.

Demonstracgao: Pelo teorema 3.2.1 a decomposigao trivial é a tnica existente se, e somente
se, os Unicos atratores sao X e (). Pela proposicao 3.2.6 isso acontece se, e somente se, para

todo z € X, Q(x) = X. Ou seja, se e somente se, X é transitivo por cadeias. L]

Teorema 3.2.11 Euziste a decomposicao de Morse mais fina se, e somente se, o conjunto
recorrente por cadeias RE possui uma quantidade finita de componentes conexas. Neste caso,
as componentes de Morse coincidem com as componentes por cadeia de RC e o fluzo restrito

a cada componente de Morse € transitivo por cadeias e recorrente por cadeias.

Demonstragao: Se existe a decomposigao de Morse M = {M,,..., M,;} mais fina, entao
o fluxo restrito a cada componente de Morse deve ser transitivo por cadeias. De fato,
suponhamos que uma componente de Morse M}, nao ¢ transitiva por cadeias e consideremos
o fluxo restrito & M. Entao, pela proposicao 3.2.6, existe © € My, com Q(x) # M. Pelo
teorema 3.2.1 as componentes de Morse de um fluxo podem ser escritas via uma sequéncia

de atratores por

M, i =A1NA para 0<i<n-—1.

Pela invaridncia de M, temos w(z) C My. Agora, proposicao 3.2.6 implica que existe
um atrator A que contém w(x) e My, ¢ A (pois Q(x) # M;). A sequéncia de atratores
0 C A C M; em M, di-nos a decomposicio de Morse

= MpNA*= A" b=ANM;=A

para o fluxo restrito & M. Assim, {My,..., My_1, My, My, Myoq, ..., M} é uma decom-

posicao de Morse para X, mas isso contradiz a hipotese de que a decomposi¢ao de Morse
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inicialmente tomada é a mais fina. Assim, mostramos que as componentes de Morse sao
transitivas por cadeias e, pela proposicao 2.3.34, sao conexas. Uma vez que sao conexas e
transitivas por cadeias, segue da proposi¢ao 2.3.29(ii) e do teorema 2.3.37 que cada compo-
nente de Morse na decomposicao de Morse mais fina esta contida em uma componente conexa
do conjunto recorrente por cadeias R¢. Pelo corolario 3.2.8, concluimos que M ¢ exatamente
a colecdo das componentes transitivas por cadeias de R¢. Logo, como a quantidade de

componentes de Morse ¢ finita o resultado segue.

Reciprocamente, a quantidade finita de componentes conexas M; de R® definem
uma decomposicao de Morse. De fato, elas satisfazem as condigoes da definicao 3.0.1 como

mostramos a seguir.

As componentes conexas de R sio, pelo teorema 2.3.37, as componentes por cadeias
de RC. Assim, pelas proposicoes 2.3.25 e 2.3.28, elas sdo fechadas e invariantes. Como X é
compacto elas sao, em particular, compactas. Por serem classes de equivaléncia, sao duas
a duas disjuntas e ndo-vazias. Para todo x € X temos, pelo corolario 2.3.43, que w(z) e

a(z), estdo contidos cada qual numa componente conexa de R, isto ¢, para todo x € X, os

I
conjuntos limites satisfazem a(z),w(z) C | J M;, onde RY = {My,..., M,}.
i=1

Vamos mostrar que se z € X tal que a(x),w(r) C M; € R, entao r € M,. Basta
notarmos que se y € w(x), entdo x < y e se z € a(x) entdo z < z. Portanto, se w(z) e a(z)
estao contidos numa mesma componente por cadeias, entdao y ~ z donde concluimos, por
transitividade, que x é recorrente por cadeias e y ~ x, ou seja, x € M;.

1

Agora, suponhamos que existam M, Mj,,.... M, exy,...,z, € X\ U M; com

i=1

a(z;)) C M, e w(x;) CM;, para i=1,...,n.

Devemos provar que M;, # M; . Suponhamos por absurdo que M,, = M, . Note que,
para todo i € {1,...,n—1}, M;; < M;, < M, , conforme a defini¢ao 3.0.3. Pelo lema 3.2.9
concluimos que para todo z € M,, = M, e todo z € M;, teremos z < 2z e 2 < z. Logo,
x ~ z. Pela maximalidade das componentes conexas e pela arbitrariedade de i, segue que

M, =M, =M;,, paratodo i € {1,...,n—1}. Assim, pelo pardgrafo anterior, concluimos
I
que x; € M, para todo i € {1,...,n} o que contradiz a hipdtese de z; € X \ |J My
k=1
para todo ¢ € {1,...,n}. Consequentemente, M, # M, . Dai, a quantidade finita de

componentes conexas de R¢ definem uma decomposicio de Morse. Por fim, a decomposicao
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de Morse M dada pelas componentes conexas de R é a mais fina. De fato, suponha que A é
outra decomposicao de Morse. Entao, dado M € M, Nyy ={M NN ; Ne N, MNN # 0}
é uma decomposicao de Morse de M. Uma vez que a restricao do fluxo a uma componente
por cadeias é, pela proposicao 2.3.33, transitivo por cadeias, segue do lema 3.2.10 que a
decomposicao Ny é trivial. Em particular, nao existe N € N tal que N € M. Portanto, M

é a decomposicao de Morse mais fina. L]

Vale a pena notar que existem fluxos com quantidade nao enumerédvel de componentes

por cadeias como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Sejam a,b € R com a < b. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua tal que
fla)=f(b) =0e f(x) <0 para todo x € (a,b). Considere o fluxo ¢, sobre [a, b], associado
a equacao diferencial

x = f(z).
Nos referiremos a esse fluxo como o fluxo de segmento decrescente. Os pontos fixos de ¢! sdo

os zeros de f, assim,
Fix(¢') = {a, b}.

Pelo lema 2.3.40, os pontos fixos sao recorrentes por cadeia. Assim,
{a,0} S RE(¢).

Mostraremos que R (¢!) = {a,b}. Note que ¢'(z) é uma funcio estritamente decrescente
de t para todo z € (a,b), pois f(x) < 0 para cada x € (a,b). Se x € (a,b), entdo x nao
¢ ponto fixo. Seja T > 0. Encontraremos um ¢ > 0 tal que ndo exista uma (e,7")—cadeia
de x para ele mesmo. Primeiro, afirmamos que existe 6 > 0 tal que se y < ¢(T,x) + 4,
entdo ¢(t,y) < ¢(T,z), V t > T. Isso significa que se comegarmos com um ponto y menor
que ¢(T',x) + § e seguirmos a 6rbita por pelo menos um tempo 7', devemos terminar num
ponto menor que ¢(7T, ). Seja § =z — ¢(T,z). Uma vez que ¢' é uma fungao estritamente

decrescente de t e T' > 0, temos que 6 > 0. Se y < ¢(T,z) + § = x, entdo
o(t,y) <o(Ty) <o(T x) Vi=T,

pois ¢ preserva orientacio. Agora, seja ¢ = §. Suponhamos por absurdo que existe uma
(e,T)—cadeia

T =2To, T1, .., Tn=2; to, t1, ..., tp1 2T



de x nele mesmo. Se d denota a métrica candnica sobre [a, b, entao
|6(to, xo) — x1| = d(&(to, o), x1) < € = 4.
Como tg > T e ¢(to, xp) é uma funcdo decrescente em relagao a t,
1 < P(to, z0) + 0 < (T, z0) + 4.
Sendo t; > T, ¢(t1,21) < &(T, x0). Agora,

|p(t1, 1) — 22| = d(P(t1,71),72) < € =9,

entao

To < ¢(t1,l’1) +0 < qb(T, 1‘0) + 0.
Dai,
P(t2, x2) < (T, o).

Continuando nesse processo obteremos
¢(tn—17 xn—l) < qb(T, I(]) < Xyp.

Desde que x,, =z et,.1 > T,

O(tn—1, Tn-1) = Tn| = |D(tn-1,Tn-1) — 7|
= |z = é(tn-1,2n-1)|
= x—P(ty_1,Tpn_1)
> x—¢(T,x).

Por outro lado, pela defini¢ao de ¢,

|p(tn-1,Tn-1) — s <e =2 —¢(T, 7).

Isto é uma contradi¢do. Consequentemente x ¢ RE(¢'). Logo, R (¢!) = {a, b}.

Com esse resultado geral, facamos algo mais concreto.
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Seja C C [0, 1] o conjunto ternario de Cantor (veja [2]). Seja f : [0,1] — R uma

funcao continua tal que f(x) =0, para todo x € C e f(x) < 0, para todo z € [0,1] \ C. Seja

@' o fluxo, sobre [0, 1], associado & equagao diferencial

z = f(x).
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Os pontos fixos sao exatamente os zeros de f. Logo, Fix(¢') = C. J4 que os pontos fixos
sdo recorrentes por cadeias, C C RY(¢!). Afirmamos que C = R (¢!). Seja z € [0,1] \ C.
Pela propriedade do conjunto ternério de Cantor, existem a,b € C tais que = € [a,b] e

(a,b)NC = 0. O fluxo ¢' ||, é exatamente um fluxo do tipo estudado no caso geral acima.

Esse estudo mostra que = ¢ RY(¢"). Portanto, C = RE(¢").

Uma vez que o conjunto ternario de Cantor é totalmente desconexo, suas componentes
conexas sao precisamente seus subconjuntos unitarios. Logo, como o conjunto ternario de
Cantor é nao enumerével, o fluxo ¢' tem uma quantidade nao enumerdvel de componentes

conexas e, consequentemente, pelo teorema 3.2.11, nao possui a decomposicao de Morse mais

fina. L]



76

4 TRANSLACOES NO ESPACO PROJETIVO

Neste capitulo, estudaremos fluxos induzidos pela acao de transformagoes lineares em
um espaco projetivo. Para esse estudo consideramos o fluxo induzido pela acao de ¢' no espaco

projetivo P(V') onde, V' é um espago vetorial de dimensao finita. Parat € Z e g € GI(V') temos

que ¢' sao iteracoes de g, ou seja, gt =go---ogparat>0ougt=g D =glo...0og™!
——
t vezes —t vezes

parat < 0e, parat € Re X € gl(V), ¢* = exp(tX) € GI(V). Ainda, GI(V) é o grupo dos

operadores de V invertiveis e gl(V') o conjunto de todos os operadores de V.

A decomposicao de Jordan dos elementos do grupo linear GI(V') determina compo-
nentes tais que caracterizam comportamentos do fluxo induzido no espago projetivo como
recorréncia e recorréncia por cadeias. Desse modo, os principais resultados deste capitulo sao
a caracterizagdo do conjunto recorrente (veja 4.4.7) e a decomposigdo de Morse mais fina
em termos dos pontos fixos das componentes de Jordan (veja 4.4.6). O presente capitulo é

baseado principalmente em [5] e complementado por [24].

4.1 Espacgo Projetivo

Nesta secao apresentaremos o espago projetivo associado a um espago vetorial V,

d-dimensional (d < o).
Definigao 4.1.1 O espago projetivo, P(V'), associado a V' é definido por:

P(V) ={[v]; ve V\{0}}.

Observagao: Utilizaremos a notagao [v] para representar o espago gerado por v € V. Se

V = R""! para algum n € N, entdo utilizamos a notagao P* para representar P(V). Ll

Proposicao 4.1.2 Se U C V, tU C U para todo t € R\ {0} e [w] € P(U), entio w € U.

Demonstragao: Seja [w] € P(U). Logo, [w] = {tw € V; t € R}. Assim, se u € [w], u # 0,
entao existe t € R\ {0} tal que u = tw. Uma vez que, por hipdtese tU C U para todo
t € R\ {0}, segue que u = tw € U, para todo t € R\ {0}. Portanto, em particular, w € U. []
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Proposicao 4.1.3 Seja P(V') o espaco projetivo associado ao espago vetorial normado

V. Sed: P(V)xP(V) — R é a aplicagio definida por ([v],[w]) +— d([v],[w]) =

v w
ol lwll

min {

mr T ﬁ”} entao d é uma métrica em P(V).

Demonstracao: Primeiramente mostraremos que d esta bem definida.

v w
[[]

v w :

ol T WH} Assim, para assegurarmos a boa definicao de d, precisa-

Note que para todos v, w € V' temos Thes ”w” H € R e, portanto, existe

Hv

min{ oo w |
llv]]

mos provar que essa aplicagdo independe do representante das classes [v] e [w]. Sejam

v, Vg, wi, wo € V tais que [v1] = [vs] e [wy] = [ws]. Logo, existem a,b € R tais que v; = avy
e w; = bws.
. U1 wq U1 wy
o o) = mind| el
ol [ " loal] o]
{ avy bw, avy bws ‘}
= min +
lallloall — [olllwall | " || Tallloall * [Bl[Jws]
_ mln{ V2 wa V2 + w2 ‘}
lvall — Tawall|| || T2l Tlewal]
= d([va], [w2]).

Agora vejamos que d é uma métrica. Sejam v,w,z € V. Sem perda de generalidade,
consideremos ||v|| = ||w| = ||z|| = 1.
Al [w) =0 < fv—w|=0 ou [[v+uw|=0

<< VvV=w Oou v=-—w

Note também que

d([v], [w]) = min ¢ v = w, [lv+w| p = 0.
Ainda, i :
d([v], [w]) = min{[lv—wl||lv+wl}
= min{|| = (v — w)|}, lw + o]}
= min{fjw — v}, [[w + v]|}

= d([w], [v]).
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Agora, para a desigualdade triangular, observemos que:

lo—wll = flv=z+z—-wl]| <z =l +[lz—wl; e

lo —wll = flv+2—=2—-wl]| <z 4]+ ||z + w]|.

Assim, ||[v — w| < min {||z —v|| + ||z — w]|, ||z + v|| + ||z + w||} e, analogamente, ||v+ w]| <

min {[|z — of| + ||z + wl], ||z + v[| + ||z — wl]}. Dat,

d([v], [w]) = min{|v — wl], v + w]|}

IN

min {||z — ol + |z = w[], |z + v]| + |z + wl], |z = vl + ||z + wl], |z + v]| + ||z = wi[}

IN

min{[|z =[], |z + v[|} + min{[|]z — wl, ||z + w][}

d([z], [v]) + d([z], [w]).

Portanto, pelos pardgrafos anteriores, segue que d é uma métrica para P(V). Ll

Corolario 4.1.4 O espago projetivo P(V') é um espago topoldgico compacto, conezo e de

Hausdorff.

Demonstragao: Pela proposigao anterior, (P(V'),d) é um espago métrico e, uma vez que todo
espago métrico é de Hausdorff, segue que P(V') é espaco de Hausdorff. A compacidade e

conexidade é demonstrada em 5.2.5. L]

4.2 Decomposicao de Jordan

Esta secao dedica-se a apresentar os conceitos gerais acerca da decomposicao de Jordan
aditiva e multiplicativa de endomorfismos de V. Uma vez que faremos uso da decomposicao
de Jordan multiplicativa como ferramenta para os resultados principais desse trabalho, nao

faremos a demonstracao da existéncia e unicidade dessas decomposicoes.

Considerando um espaco vetorial real V' de dimensao finita e 7" um operador linear
de V, denotemos V¢ o complexificado de V| isto é, Ve = {v + iw; v,w € V} onde V
é identificado naturalmente por V= {v +i0; v € V}. Dessa maneira, estendemos T a

Ve definindo T¢(v + iw) = T'(v) 4+ iT(w) de modo que, assim, identificamos gl(V') com o
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subconjunto das transformagoes em gl(Ve) que aplicam V' C Vi em V' e, ainda, identificamos

GI(V') como subconjunto de Gl(V¢).

Definicao 4.2.1 (Aditivo) Um operador linear T : V. — V' é chamado:

e Nilpotente se existirn € N tal que T" = 0;
o Semissimples se'l' é diagonalizavel quando visto como um operador sobre V¢;
e Hiperbolico se T é semissimples e seus autovalores sao todos reais;

e Eliptico se T ¢é semissimples e seus autovalores sdo puramente imagindrios.

Todos os operadores lineares de V' podem ser escritos unicamente como a soma de trés

operadores lineares, sendo um eliptico, um hiperbdlico e um nilpotente.

Teorema 4.2.2 Se T' € gl(V), entdo T pode ser escrito unicamente como a soma
T=FE+H-+N,

onde E ¢ eliptico, H € hiperbolico, N ¢ nilpotente e E, H e N comutam.

Vale observar que ¢ possivel determinar £, H e N por meio de polinomios reais que dependem

das componentes real e imaginaria dos autovalores de T

Para o caso multiplicativo, faz-se necessario novos conceitos.
Definig¢ao 4.2.3 (Multiplicativo) Um operador linear T':' V — V é chamado:

e Unipotente se T'— I € nilpotente;
e Hiperbdlico se T é semissimples e seus autovalores sao todos reais positivos,

e FEliptico se T ¢é semissimples e seus autovalores tém valor absoluto igual a 1.

Finalmente o resultado a seguir nos d4 a decomposicao de Jordan multiplicativa.

Teorema 4.2.4 Se g € GI(V), entao g pode ser escrito unicamente como um produto
g =e.h.u,

onde e € eliptico, h € hiperbolico, u € unipotente e e, h e u comutam.
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Observacao: Uma vez que os autovalores de e tém valor absoluto igual a 1 e a matriz que
representa o operador linear u pode ser escrita de tal forma que sua diagonal principal tenha
as entradas iguais a 1 segue que o modulo dos autovalores de g coincide com o médulo dos

autovalores de h. []

A demonstracao dos resultados sobre esse tema apresentados nessa se¢ao e demais
abordagens convenientes podem ser consultadas em [18], [24] (capitulo 2, se¢ao 2.1, p.49 —70),

[6] (Lema IX.7.1, p. 430 - multiplicativa) e [8] (Proposicao 4.2, p.17 - aditiva).

4.3 Dinamica de Translagoes

No capitulo 5 abordaremos, com mais énfase, o fluxo g* em P(V) induzido por uma
acao onde ¢'[v] = [g'v] e, para esse fluxo, consideraremos sua decomposi¢io de Jordan

H e = V. Para o caso discreto,

multiplicativa, a saber, g = e.h.u em que e = e, h = ¢
g' = (e.h.t)! = e'.h'.u! onde a tltima igualdade se d4 pela comutatividade dos elementos e, h
e u e, pela unicidade da decomposicao de Jordan, essa é a decomposicao de gt. Para o caso

E+H+N) _ otE+tH+tN

continuo, gt = et¥ = el e, uma vez que E, H e N comutam, segue que

LE ot otN — et bt 4!, Pela unicidade da decomposicdo de Jordan, essa é a decomposicio

g =e
de ¢g'. Para os resultados a seguir, consideramos ¢’ com sua respectiva decomposicao de

Jordan.

Lema 4.3.1 Se e € GI(V) € eliptica, entdo podemos escolher uma norma em V', tal que e' é

uma isometria para todo t.

Demonstragao: Uma vez que e € GI(V) é eliptica, existe uma base de V¢ formada por

autovetores v; de e. Definimos a seguinte norma em V:

o]l = max ||, para v=">_ B
i
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Como todos os autovetores de €' tém norma 1 e os vetores v; sao autovetores de e, temos que
e! é uma isometria nessa norma. De fato, seja v € V¢, logo v = Z Biv;. Assim,

i

e(vi)

el = |

Zﬁz‘)\ivi
= max |G|
= max |3;] - [

= max |B@‘

= |l

Basta entdo restringir a norma a V. A restri¢do de ¢’ a V continua sendo uma isometria. []

Lema 4.3.2 SejaV=U&W e seja x, = u, +w, uma sequéncia com u, € U e w, € W.

Suponha que u, # 0 para todon € N e que lim T = = 0. Passando para o espaco projetivo;
se [x,]) € P(V) converge para [x] € P(V), entao [x] € P(U).

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que ||u,|| =1 e que limw, =0 ja
que

[xn]zzl n ] ::l Iy n ] e lim " =0

[ [unll [

Uma vez que dim V' < oo, segue que dim U < oo e, assim, U é fechado em V. Ainda, sendo
|un|| = 1, temos que u, pertence a esfera em U que é compacta. Desse modo, existe

subsequéncia convergente u,, — u € U. Entao,

o] = Jim ] = Jim [, +w,,] = [u] € P(U),
onde a tltima igualdade advém da continuidade da projecao [ - |. U
Observagao: Seja V' um espago vetorial normado com uma norma || - ||, utilizamos || - ||
também para denotar a norma de um operador linear sobre V. Sendo, portanto, || - || uma

norma sobre gl(V'), conforme definigdo a seguir. ]
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Definig¢ao 4.3.3 Sejam V e W dois espacos vetoriais normados e B(V,W') o conjunto de

todas as aplicagoes lineares de V-em W . Definimos a sequinte norma em B(V, W)

- BV,W) — R
T — [T :=sup{[|Tv];v eV, v =1}

Lema 4.3.4 Fize uma norma || - || em V. Se h = I, entdo para cada x # 0 eziste €, > 0 tal

que ||g'z|| > €, para todo t € R.

Demonstracao: Pela forma candnica de Jordan, em uma base apropriada, u pode ser escrita na
forma triangular superior com “uns” na diagonal (jd que qualquer transformacao nilpotente,
numa base apropriada, pode ser escrita como uma matriz triangular superior com valor 0 na
diagonal). Escrevemos z nessa base como = = (x1,z,...,2,0,...,0), onde z; é a Gltima
coordenada nao nula de z. Entao, u! fixa a tltima coordenada xj, de x. Dessa forma, se

tomarmos a norma euclidiana || - ||; relativa a essa base, teremos que
|u'z|y > |zg| VE € R.

Tomando a norma || - ||z na qual e é uma isometria, temos que ||[v||s > C - ||v]|;, para todo

v eV, onde C > 0 ja que quaisquer duas normas definidas em V' sao equivalentes.

Uma vez que, por hipétese, ¢ = e'u?, temos que
lg'z||2 = |le'u'z||s = ||u'x|], > Clu'z|y > C|zk|, para todo t € R.

Portanto, usando a equivaléncia das normas em V', temos que existe D > 0 tal que [jv| >
D||v||2 e, assim,

lg'zll = Dllg'z[la = D - Cla].

O resultado segue tomando &, > D - Clxy|. O

Definigao 4.3.5 Seja T € B(V,V). Definimos o raio espectral de T por

r(T) = max{|\|; A é um autovalor de Tt }.

Lema 4.3.6 Seja g € GI(V). Ser(g) <1, entao ||¢*|| — 0, quando t — +o0.
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Demonstracao: Seja ¢' = e'h'u! a decomposicao de Jordan do fluxo linear ¢g'. Seja 3 =
{v1,...,v4} base de V formada por autovetores de h'. Considere o produto interno em V'
tal que /3 seja ortogonal e a norma || - ||3 associada a esse produto interno. Temos que essa
norma ¢é equivalente a || - ||.

Afirmagao 1: ||hf]| < cr(gh), ¢ > 0.

De fato, dado v € V' e escrevendo v como combinacao linear dos elementos de (3, temos

2
]2 =‘

d
t
h Z ;U;
=1

3
2

d
Z Qi A\V;
=1 3

d
= > llaiduill;
=1

IN

d
max {|A;|"} > [levvill3
i=1

1<i<d
2

d
_ 12 7).
— flgl?él{’)d } ; Q;;

_ 12 2
= max{|A L}l

3

Como || - ]| e || - |3 sdo equivalentes, existem ¢y, co > 0 tais que ¢1||v]] < ||v]]s < ealv|, para

todo v € V. Consequentemente segue que, para v € V' tal que |[v|| = 1, temos
t Loy Loy €2t €2t
Invll < —[[h7olls < [P lsllvlls < =l sllvll = 1R
1 C1 C1 Cc1

Logo, [|Af| < &[|A*l;. Dai,

— c1

C
IRl < nghtHa jsup{Hhths; veVilvlls =1}

VAN

sup {max N} follss 0 € Ve fJolls = 1}

_ 2 N 2t
= o max{ll} = (g

c
c
Co
(&1
c

Assim, o resultado segue tomando ¢ = 2.
Afirmacao 2: e é limitada.
De fato, sejam v € V e || - |2 a norma na qual e’ é uma isometria. Como |- || e || - ||2 sdo

equivalentes, existem ky, ko > 0 tais que ki ||v|| < ||v||2 < kaf|v||, para todo v € V. Assim,

1 1 k
leoll < —lle'vlls = ~llvlls < loll para todo ¢ € R.
ky ky Ky
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Tomando M > Z—f, o resultado segue, isto &, ||e'|| < M.
Afirmacgao 3: ||u|| < p(t), onde p(t) é um polinémio em ¢.
De fato, uma vez que u é unipotente, existe N nilpotente tal que v = eV. Dai,

(tN)"

u'=e™N =T +IN+ -+ o

para algum k € N fixo. Usando que ||[N'|| < ||N||’, segue que, para v € V,

IV *fe®
[uoll < o]l (1 N+ T | = [vllp(?),

onde p(t) ¢ um polindmio em ¢. Dessa forma ||u*|| < p(t).
Afirmacao 4: r(¢') = r(g)".
De fato, pela observacao feita na pagina 80 e do fato de que os autovalores de h' sao todos

reais positivos, segue que

r(g) = (i)

Portanto, pelos resultados acima, temos que
lg"l < lle'lIA" | < M.c.r(g)p(t) = M.cr(g)'p(t) — 0,

quando t — 400, uma vez que 7(g) < 1. O

Uma vez que a componente hiperbdlica h de g é diagonalizavel com autovalores reais
positivos Ay > Ay > -+ > A\, > 0, podemos decompor V como a soma V =V, ®Vod--- DV,

dos seus autoespacos, que chamamos de decomposicao de V' em autoespacos associados a h.

Lema 4.3.7 Seja V=V ®Vo®--- DV, a decomposicio de V em autoespacos associados a
h, onde \{y > Xy >---> X\, >0. Sejav=vi+vo+---+v,, v£0, comv; €V;. Sei éo

primeiro indice tal que v; # 0 e j € o ultimo indice tal que v; # 0, entdo

w([ol) CB(Vi) e a(fv]) C (V).

Demonstragao: Denotemos por g a restrigao g/A; a V. Temos que o raio espectral de gy é

% e g; tem parte hiperbdlica igual a identidade. Note que os autovalores de g, tém norma
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menor que 1 para k > i. Pelo Lema 4.3.6, para k > ¢, temos que

lgkvell < llgrlllvell = 0,

quando t — 4o00. Pelo Lema 4.3.4, temos que ||g;v;|| > ¢, para algum ¢ > 0. Agora, seja

[z] € w([v]). Existe t; — 400 tal que ,ligl g"[v] = [z]. Assim,
j—+o0

2 _ _
gtj[v] = lg(vl—l——kvj)] = gfjvi—i-ZgZJvk — [l’]
——

i .
R k>i
eV\Vi
Pelos argumentos anteriores e pelo Lema 4.3.2; segue que [z] = ,lirgl [g"v] € P(V;).
j—+o0
A demonstragao para «([v]) é andloga. O

4.4 Recorréncia e Recorréncia por Cadeias

Nesta secao obteremos as componentes de Morse da decomposi¢ao de Morse mais
fina para o fluxo g' no espaco projetivo. Com mais algumas ferramentas apresentaremos a

desejada caracterizacao do conjunto recorrente e do conjunto recorrente por cadeias.

Proposicao 4.4.1 O conjunto {P(V}),...,P(V,)} é uma decomposi¢io de Morse para o
fluzo g'.

Demonstracgao: Os conjuntos P(V;) sdo ndo-vazios, dois a dois disjuntos e, pelo corolario 4.1.4,
eles sao compactos. Para ver que sdao invariantes, observemos que, como ¢' e h* comutam,
para todo vy € Vi,
htgtvr = g'hlvy, = \pg'vg.
Portanto, g'vi, estd em Vi, o autoespago de h associado ao autovalor Az, ou seja, P(V}) é
invariante por g'. Pelo Lema 4.3.7, para todo v € V., w([v]), a([v]) C CJ P(V;). Novamente
pelo Lema 4.3.7, se w([v]), a([v]) C P(V}), para algum i, entdo v = v; € V;Zl()u seja, [v] € P(V}).
Agora, suponhamos que existam indices jo, ..., jr € pontos [z1],...,[zx] € P(V)\ CJ P(V;),
i=1

com

a([xz]) - P(‘/}i—l) € w([mz]) - P(Vh)’
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para i = 1,..., k. Vamos mostrar que P(V},) # P(V},). Observe que, para i = 1

a(fn]) < P(Vi);
w(za]) < P(V;,).

Pelo Lema 4.3.7, 1 = vj, +--- + v;

4o, onde segue que j; < jo. De fato, se j; = jo, entao

[z1] € P(V},), o que contradiz a hipétese de que [z1] € P(V) \ | P(Vi).
i=1

Analogamente, para i = 2 temos

Pelo Lema 4.3.7, 15 = v3, + - - + v}

7., onde segue que jy < ji.

Procedendo dessa maneira sucessivamente até ¢ = k teremos que j; < ji_1, Vi = 1,... k.
LOgO, jO 7é jk’a iStO é7 IP)(V;O) 7& P(V?k)
Portanto, {PP(V}),...,P(V,)} é uma decomposi¢do de Morse. U

Coroléario 4.4.2 Sejam S; =V, & --- @ V,, eT; =Vi&---dV;, Vi,je{l,...,n} Os

conjuntos estavel e instavel de P(V;) sao dados por
est(P(V7)) = P(5i\ Si1) e inst(P(V;)) = P(Ti \ Tiva).

Além disso, P(Vy) é um atrator e P(V,,) é um repulsor.

Demonstracao:

est(P(Vi)) = {lv] e P(V); w([v]) CP(Vi)}
= {[p]eP(V); v=vi+vi1+---+v,, v; #0}
= {[vi+vipi+---+u); v; #0}
= P(S;\ Sit1).

inst(P(V;)) = {[v] € P(V); a([v]) C P(V})}
= {W] €EP(V); v =0+ +viiy + 1, v; # 0}
= {[vr+- + v +ul; v # 0}
= P(T;\Ti-1)
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n n

Além disso, para i = 1, temos que V' \ @ V; é aberto em V', uma vez que @ V; é fechado em
i=2 i=2

V,e

est(P(V4)) = {[va + -+ +vp]; v1 # 0} :P<V\@Vi> :

Logo, w (V \ P V}) C P(V4). Portanto, segue da observagao 5 da definigao 3.1.1, que P(V})
=2
¢ um atrator.
n—1

De maneira analoga mostra-se que « (V \ P V;) = P(V,), isto é, P(V},) ¢ um repulsor.
i=1

L]

A fim de mostrar que a decomposicao de Morse da proposicao 4.4.1 é a mais fina,

precisamos considerar o comportamento da componente unipotente de gt.

Lema 4.4.3 Seja x # 0 um vetor e seja N uma transformacao nilpotente. Se k € tal que
Nkt =0 ev= Ntz #£0, entao eN[z] — [v], quando t — +oo, onde t € R. Além disso,

N

é™Nv = v, para todo t € R.

Demonstracao: Primeiramente, notemos que para todo t € R

o + )
tN . J k_ . k+j,..
e v—(g ,|N>Nx—v+§ —,'N T = .

j>0J" j>1J

Agora, temos que

tk
eNz] = lx+tNm—|—---+v]

e, multiplicando por f—,ﬁ, temos

quando t — 400, onde t € R. L]

Lema 4.4.4 Se ©' ¢ um fluzo sobre um espaco métrico compacto X tal que ©' é uma

isometria para todo t € R, entdo, para cada T € R e cada x € X, existe uma sequéncia

ngT

np — o0 tal que " x — .
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Demonstracio: Pela compacidade de X, temos que a sequéncia "’z tem uma subsequéncia
convergente. Assim, dados € > 0e L > 0, existem m,k € N taisque m —k > L e
d (gp(m_k)Tx, x) =d (gmex, gkaa:) < €.

ngT

Entao, existe uma subsequéncia ny — oo tal que ™' x — z. Em particular, todo ponto

nkT

recorrente de X ¢é recorrente por !, pois ¢"*’'r — z implica x € w(z) em relagao a ' [

Lema 4.4.5 Sejam X espaco métrico compacto, ©' e ' fluros que comutam para todo
t € R. Se ' é uma isometria para todo t € R e para cada v € X existe y € X tal que
w(z) = {y} = a(x) em relagio a ', entio a composicio 't é um fluzo recorrente por

cadeias.

Demonstragao: Fixe x € X. Dados ¢ > 0 e ty > 0 construiremos uma (g, to)—cadeia de «

para z. Pela afirmacao sobre 1, existem y € X e t; > 1y tais que

V@)@ e B(y35), V>t

2
Tomando t > t;, segue que as sequéncias
v, N (z),r € X; tt>t
definem uma (e, ty)—cadeia de v, pois
d(¢'(2),v"(2)) <e e d(vY(z),x) =0 <.

Agora, uma vez que a isometria ¢! é recorrente, de acordo com o Lema 4.4.4, existe t > t;

tal que d (¢*(x),z) < € (basta tomar T' = 2 no Lema 4.4.4). Portanto, as sequéncias
v, z), r € X;  tt>t
definem uma (e, tg)—cadeia de @', De fato, usando que ' é uma isometria, temos que
d ("¢ (2), o0 (@)) = d (¢! (2), 07" (@)) <&,
pela construcao acima. Finalmente, usando a comutatividade de ¢! e 9!, temos que
d ((ptwtgptw_t(x), :L‘) =d (¢2t(x), I) < e,

pela escolha de t. Portanto, todo ponto de X é recorrente por cadeias em relagao ao fluxo

PPt O
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Teorema 4.4.6 Seja g :'V — V um isomorfismo linear, onde V' é um espago vetorial de
dimensao finita. Se V=V & Vo®--- DV, € a decomposicao de V em autoespacos associados
a h, entao cada P(V;) € transitivo por cadeias e {P(V1),P(Va),...,P(V,)} € a decomposi¢ao

de Morse mais fina para gt.

Em particular, o conjunto recorrente por cadeias de g em P(V') € dado por

R(g") = Fix(h') = |J (V).

=1

Demonstracao: Notemos que

[v] € Fix(h') ht[v] = [v]
[A'v] = [v]
INeR; hlv=Xv

v € V; para algum 1

r ¢ 0O

[v] € P(V;) para algum i.
Portanto, Fix(h') = UIP’(V;). Pelo coroldrio 3.2.8 e pela proposicao 4.4.1, temos que

RE C CJ P(V;) = Fix(h'"). Pela conexidade de P(V;), segundo o coroldrio 4.1.4, basta
mostrarzr?li)s que P(V;) é recorrente por cadeias. Agora, provaremos que Fix(h') é recorrente
por cadeias. Primeiramente, note que a restrigdo de ¢* a Fix(h') é dada por e‘u’. Uma vez
que e’ é eliptica, isso nos permite escolher uma norma em V tal que e! é uma isometria para
todo t € R, conforme Lema 4.3.1. Essa norma induz uma métrica em P(V) tal que e’ é uma

isometria em P(V'). De fato, dados [v], [w] € P(V) (podemos tomé-los de tal forma que

[o]l = flwll = 1) segue que:

A (el e'fw]) = min{lle'v — e'wll e'v + '}
= min{le'(v — w)]|, le (v + w)||}
= min{[lv —wl|, [[v + w][}

= d([v], [w]).

Como u! é unipotente, existe N nilpotente tal que u* = e'”. Logo, pelo Lema 4.4.3,
para cada [x] € P(V) existe [y] € P(V), tal que os conjuntos w— e a— limites sdo precisamente

{[y]}, a saber, y = N*x onde k € N é tal que N¥*1x = 0 e N¥z # 0. Além disso, e’ e u!
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comutam para todo t € R. Aplicando o Lema 4.4.5 a e' e u® seque que g' é recorrente por

cadeias sobre Fix(h'), como queriamos demonstrar. O

Por fim, concluimos os resultados com a desejada caracterizagdo do conjunto recorrente.

Teorema 4.4.7 Se g :V — V' é um isomorfismo linear, onde V' é um espago vetorial de

dimensao finita, entdo o conjunto recorrente de g em P(V') é dado por

R(g") = Fix(h") N Fix(u").

Demonstracgao: Seja [x] € P(V) tal que [z] € w([z]). Pelo Teorema 4.4.6, [x] € Fix(h'). Seja
t; — 400 tal que g [x] — [z]. Na norma em que e’ é isometria, ||e’|| = 1. Logo, e’ pertence
a esfera de G1(V') que é compacta e, portanto, admite subsequéncia convergente e'x —s e.
Afirmamos que e, comuta com as componentes de Jordan de ¢'. De fato, consideremos a
fungao ¢ : GI(V) x GI(V) — GI(V) definida por ¢(X,Y) = XY. Essa funcao é continua e,
E

uma vez que a fungdo exponencial, e, é continua, segue que ¢ o e é continua. Ainda, e = e

para E € gl(V). Portanto,

lim (etjkEetE) = lim @(e'¥ o'F)
Jk—+00 JE—+00
= ( lim e%% lim etE>
Jr—>+0o0 Jk—r+00
_ t
= (e, €)
= 606t.
Uma vez que clint ¢ otF comutam, temos que ege’ = lim (etjkEetE ) = lim (etE elint ) =
Jk—+00 Jk—+00

e'ep, ou seja, g e ef comutam, para todo t. Analogamente o mesmo ocorre para as componentes
h' e u'. Pelo Lema 4.4.3, existe ponto fixo [v] de u' tal que u"*[z] — [v]. Como g¢'r =

ti, o, ti t;
eku'ix hYk | segue que

(2] = lim g%r[z] = lim Y u'n [2] = eo[v].
k—o00 k—o00
Desse modo,
u'[z] = uleg[v] = equ[v] = eolv] = [].

Ou seja, [z] € Fix(u').
Reciprocamente, seja [x] € Fix(h') N Fix(u'). Logo, g'[z] = €'[z]. Sendo Fix(h') N
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Fix(u') fechado em P(V'), temos que Fix(h') N Fix(u') é compacto e, pelo Lema 4.4.4, [z] é
recorrente. 0
[lustraremos os resultados dessa secao com alguns exemplos em dimensao 3.

Exemplos: Seja X € sl(3,R). Existe g € SI(3,R) tal que gXg~! tem uma das seguintes
formas candnicas de Jordan, onde a,b € R (Veja Exemplo 2.1.12, p.56 de [24]):

—a 0 0 010 0 01
Xy = 0O —-b O , Xo=|00 1], Xs=1[0 0 0|,
0 0 a+b 000 0 00
—a —b 0 —a 1 0
Xe=| b —a 0 ou Xs=| 0 —a 0
0 0 2a 0 0 2a

Para X existe apenas a parte hiperbélica, H; = X, portanto R(g') = R¢(g").

Se a,b>0,a#bentdo Vi = (e1), Vo = (e3) e V3= (e3). Se a,b < 0 o caso é andlogo.
Se a e b tem sinais contrarios e b = —2a, entdo Vi = (ey,e3) e Vo = (e2). Se a = b entdo

Vi = (e1,e2) e Vo = (e3).

Portanto, se todos os autovalores forem distintos a decomposi¢ao de Morse mais fina
possui trés componentes, a saber, [e1], [e2] e [e3]. Se dois autovalores forem iguais, admitindo
sem perda de generalidade que a = b, existem duas componentes de Morse da decomposicao

mais fina: [Re; + Res] e [es)].

Para os demais casos vamos analisar apenas a,b > 0.

2x2
2X2
2!

Para o caso Xo, /X2 = ] +tX, + . Existe apenas a parte nilpotente, Ny = X5.
Logo, todos os pontos sdo recorrentes por cadeias e, por consequéncia, a inica decomposi¢ao

de Morse é a trivial. Os pontos recorrentes sao R(g") = Fix(u') = {[es]}.

Para X3 o raciocinio é inteiramente analogo ao Xo.
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Para X4, temos que sua componente nilpotente é zero e, consequentemente, os con-
juntos recorrente e recorrente por cadeias coincidem e, nesse caso, teremos duas componentes

de Morse. Suas componentes eliptica e hiperbdlica sao dadas por:

0 —b O —a 0 0
Esy=1b 0 0 e Hy=| 0 —-a 0
0 0 O 0 0 2a
Logo,
[v] € Fix(h') = [e0] = [v]
= [(eiatvla eiatvb eQaU?))] = [(Ula V2, US)]
= v,v3=0 ou v3=0
= M = {{[Re1 + Rey]}, {[es]}}.

Agora, para X5 a componente eliptica é zero. Nesse caso os conjuntos recorrente
e recorrente por cadeias sao diferentes, porém as componentes de Morse permanecem as
mesmas de Xy, pois apresentam a mesma componente hiperbolica. O conjunto recorrente é
dado por {{[e1]}, {[es]}} = Fix(u') C Fix(h').
As representacoes das dindmicas sobre o espaco projetivo de X, e X5 sobre a 2—esfera podem

ser vistas na figura abaixo conforme os comentarios feitos acima.

Figura 7 — (a) Fluxo induzido por X4 e (b) Fluxo induzido por X5

Fonte: [5]



93

5 COMPONENTES DE MORSE VIA ORBITAS DE GRUPOS
Neste capitulo iremos caracterizar as componentes de Morse da decomposicao de
Morse mais fina e seus espagos estaveis e instaveis como 6rbitas de uma agao em P(V'). Nosso

objetivo com essa caracterizacao é de identificar fibrados vetoriais segundo essas orbitas. Este

capitulo baseia-se nas referéncias [19] e [20], complementado por [10] e [23].

A fim de compreender as notacoes, a partir desse capitulo adotaremos F' como espago

topoldgico e X como campo de vetores.

5.1 Espagos Homogéneos de Grupos de Lie

A fim de identificar P(V') como variedade diferencidvel, iniciamos nosso estudo por

meio de acoes de grupo.

Definicao 5.1.1 Se G € um grupo e F' é um conjunto, uma ag¢do a esquerda de G em F

¢ uma aplicagio a : G X F' — F, frequentemente escrita como (g, ) — gz, que satisfaz:

(i) 91(gax) = (g1g2)x para todos g1,g0 € G e x € F;

(ii) lx =z, para todo x € F.

Agora, seja G um grupo de Lie e F' uma variedade. A agao de G em F € dita ser continua

se a aplicagdo a : G x F — F € continua. Analogamente para diferencidvel.

Uma variedade F' dotada de uma G—agdo continua é chamada um G—espago.

Vamos introduzir algumas terminologias basicas.

Seja a : G X F' — F uma acao a esquerda de um grupo G sobre um conjunto F'.

e Para todo z € F', a 6rbita de = sob a a¢ao é o conjunto
G-z={gz; g€ G},
ou seja, o conjunto de todas as imagens de = sob a acdo por elementos de G.

e A acdo é transitiva se para quaisquer dois pontos z,y € F, existe um elemento g do

grupo tal que gr = y ou, equivalentemente, se a 6rbita de qualquer ponto ¢é todo F.
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e Dado xz € F, o grupo de isotropia de z, denotado por GG, é o conjunto de elementos
g € G que fixam z:
G, ={9€G; gv=x}.

Definicao 5.1.2 Sejam F e E dois G—espacos. Uma aplicagio f : F — E ¢ dita ser

equivariante em relacio as G—agoes dadas, se para g € G,
flgz) = gf(@).

Uma variedade diferenciavel F' dotada com uma agao diferenciavel transitiva por um

grupo de Lie G é chamada um espago homogéneo de G, ou G—espago homogéneo.

Definigao 5.1.3 Seja G um grupo de Lie agindo da esquerda em uma variedade diferencidvel

F' pela aplicagao diferencidvel a : G x F' — F'. Definimos as aplicagées parciais:

e Fizado um ponto x € F, definimos a aplicagdo orbita

a® . G — F

g — gzr

e Fizado um elemento g € G, definimos
ag  F — F
r — gr

Uma vez que a é diferenciavel as aplicacoes parciais ), z € Fea € (G, sao diferenciaveis.
) (9)> ]

Da igualdade a(g% = a(g-1y, segue que as aplicagoes a(y) sao difeomorfismos.

Proposicao 5.1.4 Seja a: G x F — F uma acao de G num espago topologico Hausdorff

F. Se a agdo é continua, entdo qualquer subgrupo de isotropia G, x € F, € fechado.

Demonstracao: Em termos da aplicacao a, o subgrupo de isotropia é dado por

G, ={g€G : alg2) =} = (a) " ({a}).

Como F' é Hausdorff e a é continua, segue que G, é fechado. Ll
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Teorema 5.1.5 Se G é um grupo de Lie agindo transitivamente, d esquerda, em uma

variedade diferencidvel F' pela aplicacao diferencidvel

a: GxF — F

(g,2) +— alg,x) =gz
entdo firado um ponto x € F, a aplicagio érbita a™® é uma submersio em F.

Além disso, quocientando por G, temos o difeomorfismo equivariante:

G

Ga .
9G, — gx

— F

Demonstraciao: A diferenciabilidade de a(® segue da diferenciabilidade de a.

Se y € F, entao existe g € G tal que a(g,x) = y uma vez que a é transitiva. Logo,

a'®(g) =y e, portanto, a* é sobrejetora. Agora, observe que

a'(gp) = (gp)x = g(pz) = ga'(p).

Assim, a® é equivariante em relacio as translacoes & esquerda em G e & acdo dada em F.
Ja que G age transitivamente em si mesmo pelas translagoes a esquerda, o Teorema do Posto
Equivariante B.1.3 implica que a® tem posto constante. Como a® é, também, sobrejetora,
pelo teorema B.1.4 ela é uma submersao. Finalmente, como F' é variedade diferencidvel
munida com uma acao transitiva diferenciavel de um grupo de Lie G, temos que F' é um
espago homogéneo de G e, assim, segue do teorema B.1.8 que a aplicagao

G

Ga
gG, — gz

— F

é um difeomorfismo equivariante. L]

Se L é um subgrupo de Lie de GG, a 6rbita L - x, de um ponto x € F', é o conjunto de

todos hx, onde h € L. A restricio de a'® & L d4 a submersio sob a érbita L - z:

a(®) L — L-x

L
I — Iz

Para X € g, consideramos X - g = % (etX g)

d (. tX
4 (eXz)

o campo de vetores em G e X -z =
t=0

o campo de vetores em F'.
t=0
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Definicao 5.1.6 Sejam g uma dlgebra de Lie dos campos de vetores invariantes a direita
em G e F uma variedade C*. Denote por I'(T'F) a dlgebra de Lie dos campos de vetores em
F munido do colchete de Lie. Uma ag¢do infinitesimal de g em F é um homomorfismo

g — [(TF).
Lema 5.1.7 Uma agdo diferenciavel de G em F' induz uma acao infinitesimal de g.

Demonstragao: Dados X € g e z € F, a curva definida por t — exp(tX)z é diferencidvel.

Sua derivada na origem é:

d
X x=—(e¥ = —aDEeM)| = (Da¥)(X).
z= (" 2) o a” (e )t:o (Da™)1(X)

E um vetor tangente a F' em x. Portanto, x € F' — X -2 € T, F define um campo de vetores
em F. O fluxo X; de X é exatamente e/X. De fato, para todo z € X a curva t — ez é

uma trajetéria de X, pois:

© () = L (e49%)

o 7 _4 (eSX exp(tX ))

T @ = X -exp(tX).

s=0

X

Por consequéncia, os campos de vetores X sdo completos ja que seus fluxos e!* sdo definidos

para todo t € R. Agora, observe que para todo z € F, a® o Fyx = a(exy o a”, onde
E,: G — G definida por h — gh ¢ a aplicacao de translacao a esquerda em G. De fato,

para h € G temos:

a® o Eux(h) = a@(e¥h)
= (etxh> x
= % (ha)
= ax)(ha)

= Qetx) O a@ (h).

Com isso temos que o campo invariante a direita X € g e o campo associado X sao

a'®) —relacionados (veja Anexo B.1), para todo z € F isto é, a® faz o intercAmbio entre os
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fluxos de X e X. De fato,

D<a(x))g<X g) =

SISV EN N

Uma vez que X e X sido a® —relacionados segue que a aplicacio

®: g — T(TF)
X — X

¢ uma agao infinitesimal. De fato, pela proposicao B.2.3, segue que:

[@(X), @(Y)] - = [X,Y] 2 =[X,Y]-a®(1) = (D)X, Y] = ¢([X,Y]) - z.

Definicao 5.1.8 A dlgebra de Lie g, do grupo de isotropia G, é denominada de dlgebra
de isotropia em x. Ela é formada pelos elementos X € g tais que X € G, para todo t € R,
isto €,

g.={Xeg; o=z VteR}

Proposicao 5.1.9 Sea: G x F — F define uma ag¢do transitiva de G em F entao, para
x € F firado, a aplicacio orbita a® : G — F induz wma agio infinitesimal de g em T,F.

Mais precisamente, uma aplicacdo linear sobrejetora

g — T,F

Y — Y.z

cujo nucleo é a dlgebra de isotropia em x, g,.

Demonstracao: Pelo lema 5.1.7 temos que a ag¢ao a induz uma acao infinitesimal de g por

meio da derivada da aplicacdao 6rbita. Como a® é uma submersao, tem posto constante e
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sua derivada é sobrejetora segue que g — T, F ¢é aplicagao linear sobrejetora. Além disso,

temos:
(z) d tX
D) (X)=0 & —(ez)] =0
dt t=0
< Xr = cte.
s M=y =12
& X Eeg,

Proposicao 5.1.10 A derivada da aplicagao parcial awy : F' — F definida por v —— gz,

induz uma ac¢do de G nos vetores tangentes na qual é relacionada a acao infinitesimal por

D(ag)(Y - z) = Ad(g)Y - a'(g).

Demonstragao: A agao induzida pela derivada da aplicacdo parcial a, ¢ dada por:

GxTF — TF
(9,v) = Dlag)(v)

Ad(g)Y - a® (9) = D(Cyh(Y)- al® (9)
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Onde (£) segue de:

a“(x)goC’g(h) = a“(x)g(ghg_l)
(ghg™)ga
= (ghg~'g)x
(

= (gh)x
= g (h))
= agoa?(h).
O
Observagao: Por conveniéncia, adotaremos a notagao D(a(g))Y = gY = Ad(g)Y. 0

Para um subconjunto q C g, denota-se q - x o conjunto de todos os vetores tangentes
Y -z, Y € q. Disso segue que T, F' = D(a()(g - x). Em particular, para [ € L, o espaco
tangente da 6rbita L - & em lx é dado por D(aq))(I-x) C Tj,F, onde [ C g é a algebra de Lie
de L. Assim, o fibrado tangente da érbita é dado por

T(L - x) = Dlaw)(1-x) = L(1- ),

onde a ultima igualdade é a escrita conforme a notagao adotada na observacao acima.

5.2 Espacgo Projetivo como Espaco Homogéneo

Com as nogoes apresentadas na se¢ao anterior faremos consideracoes a cerca do Espago
Projetivo visto como espa¢o homogéneo do grupo de Lie SI(V') e, consequentemente, como

variedade diferenciavel.

Proposicao 5.2.1 A aplicagio

a: SO(V)xP(V) —» P(V)
(g, [v]) = alg,[v]) = glv] := [gv]
define uma agdo transitiva de SO(V') em P(V).

Demonstracao: Primeiramente, vamos mostrar que a é uma acao.

(i) I[v] = [Iv] = [v], para todo [v] € P(V);
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(i) g(h[v]) = g([hv]) = lg(hv)] = [(gh)v] = (gh)[v], para todos g,h € SO(V) e todo

Agora, nos resta mostrar que esta agdo é transitiva. Sejam [v], [w] € P(V'), onde v,w € V.
Tomemos {vl = HUTH’ Vo, ... ,vd} e {wl = ”Zj—”, Wa, . .. ,wd} bases ortonormais de V' e g € GI(V)

o unico operador linear ortogonal tal que
gui =w;, 1=1,...,d.

Se o determinante dessa transformacao nao for positivo podemos, por exemplo, trocar o sinal
de wy, fazendo com que essa transformagao pertenga a SO(V'). Portanto, existe g € SO(V)
tal que g[v] = [gv] = [w] e, como [v] e [w] foram tomados arbitrarios, temos que a agao é

transitiva. L]

Consideremos agora a aplicacao
a: GxPV) — P(V)
(9.0])  — alg,[v]) = glv] = [gv]
onde G € {G1(V), SI(V)}.

Corolario 5.2.2 A aplica¢io a definida acima é uma agdo transitiva de G em P(V).

Demonstracao: Andalogo a demonstracao da proposicao anterior, a aplicagdo define uma
acao. A transitividade segue de que, dados [v], [w] € P(V), pela proposi¢ao anterior, existe

g € SO(V) C G tal que g[v] = [w]. O

Lema 5.2.3 Seja a agio definida no coroldrio 5.2.2 para G € {SI(V'),SO(V)}. Para cada
[v] € P(V) o grupo de isotropia Gy, € subgrupo de Lie de G.

Demonstragao: Seja [v] € P(V), onde v € V. Estendendo {v} a uma base {v; = v, v, ...,v4}
de V, o grupo de isotropia de [v] é o conjunto G,) = {9 € G ; g[v] = [v]}. Assim, para
g € G}, em termos da base {v; = v, v, ...,vq} podemos escrever

a b

G[v]: g€G7g: )
0 C
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onde a € R, b é uma matriz linha 1 x (d — 1), se G = SI(V), entao C' € Gl(d — 1) é tal que
a-det(C) =1ese G =S0O(V), entao C € O(d — 1) é tal que a-det(C) = 1. Agora, seja

g € G}. Existe sequéncia (g,,) em Gy, tal que g,, — g. Para cada m € N temos que

A, by

0 Cn

Im =

Uma vez que o limite desses elementos, escritos na forma de matrizes, se da coordenada a
coordenada das matrizes, segue que a,, — a, b,, — b e C,, — C' e, portanto,

a b

9= )

0 C
onde a € R e b é uma matriz linha 1 x (d — 1). Ainda, como SI(V') e SO(V) sao fechados,
segue que para G =SI(V), C € GI(d — 1) e a-det(C') =1 e para G = SO(V), C € O(d — 1)
e a-det(C) =1, ou seja, g € Gp. Logo, Gy é subgrupo fechado de G. Assim, segue pelo
Teorema de Cartan B.1.6 que G|, é subgrupo de Lie de G. Ll

Teorema 5.2.4 P(V') é uma variedade diferencidvel tal que P(V') =~ %, onde Gy, € o
grupo de isotropia por algum ponto [v] € P(V) e a agdo definida no corolario 5.2.2 para

G € {SI(V),SO(V)} é diferencidvel.

Demonstragao: Consideremos a agao definida no corolario 5.2.2 para G € {SI(V'),SO(V)}.
Pelo corolario 5.2.3 temos que, para [v] € P(V'), o grupo de isotropia G, é subgrupo de Lie
de G. Pela proposicao 5.2.1 e pelo corolario 5.2.2 temos que a agao é transitiva. Portanto,
segue da proposi¢ao B.1.9 que P(V') é uma variedade diferencidvel e a agio a é diferencidvel.

Além disso, pelo teorema B.1.8 segue que P(V) ~ % ]

Corolario 5.2.5 P(V) € conezo e compacto.

Demonstragao: Fixado [v] € P(V'), consideremos a fungao

al’h . SO(V) — P(V)

g — 9]
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Note que o) é uma aplicacdo parcial da acdo definida em 5.2.2 que, pelo teorema 5.2.4
é diferencidvel e, em particular, continua. Logo a{l") é continua e, pela transitividade da
acdo, al’) ¢ sobrejetora. Além disso temos que SO(V) é compacto e conexo. Portanto, pela
continuidade e sobrejetividade de a(l"), concluimos que a")(SO(V)) = P(V) é conexo e

compacto. O

Observacao: E importante destacar que a acéo transitiva do teorema 5.2.4 determina uma
topologia em P(V') que o identifica como variedade diferencidvel. No capitulo 4, ao estudar
o fluxo sobre o espago projetivo determinamos uma métrica em P(V'). Logo é natural que
surja a questao se a topologia definida por essa métrica é a mesma topologia em P(V') visto
como variedade diferenciavel. A resposta a essa questao é sim, o que nos permite realizar os
calculos desde o capitulo 4. A unicidade da topologia em P(V') é bem apresentada em [19] na

Proposigao 1.2 (pagina 6) e Proposi¢ao C.5 (pagina 187). ]

Consideremos o fluxo g* sobre P(V) induzido pela agdo a definida em 5.2.2. Para
esse fluxo seja g' = e'h'u' sua decomposicao de Jordan multiplicativa. Decompondo o
espaco vetorial V' como a soma V =V, @V, @ - &V, dos autoespagos de h associados aos
autovalores reais positivos A\; > Ay > --- > )\, > 0 demonstramos, na proposicao 4.4.1, que o
conjunto{P(V1),...,P(V;,)} é uma decomposi¢ao de Morse para ¢' e, no teorema 4.4.6 que

essa é a decomposicdo de Morse mais fina para o fluxo.
Proposicao 5.2.6 Para todo j € {1,...,n}, P(V;) é subvariedade mergulhada de P(V').

Demonstragao: Seja j € {1,...,n}. Consideremos a aplicagao inclusao i : P(V;) — P(V).
Uma vez que aplicac@o inclusao é continua e injetiva, P(V}) é compacto pelo corolario 5.2.5
e P(V) é espago de Hausdorff pelo corolario 4.1.4 temos que ¢ é homeomorfismo sobre
i(P(V;)) = P(V;). Logo, um mergulho. Pelo teorema 5.2.4, P(V) e, consequentemente, P(V})
sdo variedades diferencidveis. Portanto, segue da proposi¢do B.1.5 que i(P(V;)) = P(V;) é
variedade mergulhada de P(V'). O

Agora, seja G, C SI(V') o conjunto definido por

Gnp={geS|V); gP(V;) =P(V;), Vi=1,...n}.
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G}, é o subconjunto de SI(V') que fixa as componentes de Morse de P(V').
Lema 5.2.7 Gy, é subgrupo de S1(V).

Demonstracao:

I. T e SI(V) pertence a Gj,. De fato, I (P(V;)) = P(V;), para todo i € {1,...,n}.
II. Se g € Gy, entdao g~* € Gy,. De fato,
geG, = gP(V))=P(V;)Vi=1,...n

= ¢ 'gP(Vi)=g P(Vj))Vi=1,...,n

= P(V))=g 'P(V;))Vi=1,...,n

= gil € Gp,.
III. Se g,q € G}, entdo gg~' € G},. De fato, se ¢g,q € G, entdo g, ¢+ € Gj,. Assim,

(99" P(V;) = g(q ' P(Vi)) = gP(Vi) = P(Vi) Vi=1,... n.

Portanto, gg~! € G),.

Segue de I, IT e III que G}, é subgrupo de SI(V). ]

Lema 5.2.8 Dado g € SI(V') seque que:

1) gP(U) =P(gU), para todo U C V.

2) Para todo i € {1,...,n}, P(gVi) =P(V;), © gVi=V,.
Demonstracao:

1) Segue da proposi¢ao 4.1.2 que:
gP(U) = {glu]; welU}
= {lgu] ; we U}

= {lgu] ; gu € gU}
= P(gU).
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2) Seja g € SI(V) tal que P(V;) = P(gV;) L gP(V;), para todo i € {1,...,n}. Tomev € V;.
Logo, [v] € P(V}) e, assim, g[v] = [gv] € P(V;) por hipétese. Desse modo, gv € V;, ou
seja, gV; C V;. Como g € SI(V) temos que g : V — V' é isomorfismo e, dai, gV; =V},
para todo i € {1,...,n}.

Reciprocamente, se g € SI(V') tal que gV; =V}, entao
@
gP(Vi) = P(gVi) = P(V)),

para todo ¢ € {1,...,n}.

Considere os subconjuntos de SI(V') dados por:

Gi={geSI(V);gVi=V,, Vie{l,...,n}} e,
Gy ={g €5SI(V) ; gh = hg}.

Note que G; é o subconjunto de SI(V') que fixa as componentes da decomposi¢ao de V' em
autoespacos associados a h enquanto que GG é o subconjunto dos elementos que comutam com
h. Lembrando que h' é a componente hiperbdlica da decomposicao de Jordan multiplicativa

do fluxo ¢.
Proposicao 5.2.9 G| = G}, = Gs.

Demonstragao: G; = G, segue diretamente do lema 5.2.8(2), uma vez que, pelo lema,
g€ Gp&ge Gy

Vamos mostrar que G; = G4 e o resultado seguira. Seja V =V, @ --- @ V,, a decomposi¢ao
de V' em autoespacos de h. Seja g € G5 e tome v € V;. Uma vez que V; é autoespago de h

associado a \; segue que

h(gv) = hg(v) = gh(v) = g(hv) = g(Aiv) = Xi(gv).

Assim, gv € V;, isto é, gV; C V; e, dai, gV; =V, pois g : V — V é isomorfismo. Portanto,
Gy C Gy.
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Reciprocamente, seja g € G; e tome v =v; + --- 4+ v, € V, com v; € V;. Segue que

(gh)v =g(hv) = g(h(vi + -+ v,))
= gMvr 4+ A\vn)

= Agvi+--+ A\ gu,
~— ~—
2%} eVn
— hlgvr 4t gun)

= h(g(vi + - +vp))
= h(gv) = (hg)v.

Portanto, G; C Gs. L]

Podemos, com esses resultados, caracterizar as componentes de Morse como 6rbitas

de Gh.
Proposigao 5.2.10 Para cada i € {1,...,n}, P(V;) = G}, - [v], para todo v € V;.

Demonstracao: Primeiramente, note que para v € V;,
Gh - [v] = {g[v] ;9 € G} CP(V),

onde a inclusao se d4 pela definicao de Gy,.

Reciprocamente, sejam [w] € P(V;) e v € V;. Consideremos {w1 = H%H’ Wa, . .. ,wdi} e

v

{vl = T V27 - - ,vdi} bases ortonormais de V;. Tome g; € SI(V;) tal que g;v; = w;, para todo

j=1,...d;. Definimos g € SI(V) tal que ¢

v, =g e g\kx;,z = I\kx;,z Observemos que g € G},
e glv] = [w]. De fato, glv] =g [”5—”] = [n%n} = [w] segue imediatamente da definigao de g,
ja g € G, segue do fato que g(V;) = v, (Vi) = g:(V;) = V;, para todo i = 1,...,n. Isto é,
g € G1 = G}, pela proposicao 5.2.9. Dai, P(V;) C Gy, - [v]. Portanto, como v € V; foi tomado
arbitrario, concluimos que P(V;) = G}, - [v] para todo v € V;. O

Para caracterizarmos cada componente de Morse como orbitas de um tnico elemento
[v] € P(V), é preciso definirmos mais um conjunto. Para cada i € {1,...,n} sejam ~; uma
base de V; e v =y U---U~,. Temos que v é uma base de V. Agora, seja W o grupo das

permutacoes dos elementos dessa base de V. Isso nos leva ao proximo resultado.
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Observacao: Todo o desenvolvimento de matrizes a partir desse ponto dar-se-a em relagao a

base 7 descrita acima. Ll

Teorema 5.2.11 FEuziste [v] € P(V) tal que, para todo i € {1,...,n}, existe w € W em que
P(V;) = G, - w(v].

Demonstracao: Seja v = v; o primeiro elemento da base 7. Agora, sejam v; o primeiro

elemento da base v; de V; e w; € W uma permutacdo que leva v; em v;. Assim, pela
proposicao 5.2.10, temos

P(V;) = Gn - [vj] = G - wj[od].

(]

Observagao: Vale-nos observar que para K, = {g € SO(V) ; gh = hg} temos, também, para

todo i € {1,...,n} a caracterizacao P(V;) = K}, - w[v], cuja demonstracao segue, de maneira

inteiramente analoga, aos passos feitos para a demonstracao sobre o grupo Gy,. Além disso,

dentre as caracterizacoes de K}, vendo-o como o centralizador de h em SO(V') tem-se que

Ky, = GL,NnSO(V). |

Vamos agora caracterizar os espagos estavel e instavel de cada componente de Morse

por meio do grupo Gj,. Para isso, seja V =V, ®---®V,, a decomposicao de V' em autoespacos

de h. Relembre os subespacos de V' definidos por:

e S, =Vid---aV,,Vie{l,...n}, e

e Ii=Vi®---aV,Vjie{l,...,n}
Consideremos os subconjuntos de SI(V') definidos por:

P ={geSI(V); glest(P(V;))) = est(P(V;)), Vie{l,...,n}}, e
P ={geSI(V); g(inst(P(V;))) = inst(P(V;)), Vie {1,...,n}}.

Note que P, ¢é o subconjunto que fixa o espaco estavel de P(V;) enquanto P, fixa o espago

instavel de P(V;), para todo i € {1,...,n}.

Lema 5.2.12 Para todo g € SI(V') e para todo i € {1,...,n} seque que:



107

1) g(est(P(V3))) = P(g(Si \ Sivr));

2) g(est(P(V;))) = est(P(Vi)) < g(Si \ Sit1) = Si \ Siza;

3) g(inst(P(V2))) = P(9(Ti \ Ti-1));

4) g(inst(P(V7))) = inst(P(V;)) < g(Ti \ Ti-1) = Ti \ Tia;

Demonstracao:

1) Segue do coroléario 4.4.2 que est(P(V;)) = P(S; \ Si+1). Logo, pelo lema 5.2.8(1), temos

que g(est(P(Vi))) = g(P(5: \ Sit1)) = P(g(5 \ Sis1)).

2) Seja g € SI(V) tal que g(est(P(V;))) = est(P(V;)). Tome v € S; \ S;+1. Logo, [v] €

P(S; \ Siy1). Segue da hipdtese e do item (1) que g[v] = [gv] € P(S; \ Sis1) e, pela
proposi¢ao 4.1.2, gv € S; \ Siy1. Portanto, ¢g(S; \ Siz1) C S; \ Siy1. Agora, como
P(S;\ Siy1) = g(P(S;\ Siz1)) segue que g~ (P(S; \ Siy1)) = P(S; \ Siy1). Pelo raciocinio
anélogo ao do pardgrafo anterior, conclui-se que ¢g7'(S; \ Si11) C S; \ Sit1. Desse modo,
w ESZ‘\SZ'+1 = gflw:ue Si\Si+1
= w=gu € g(S;\ Sit1)
= S5i\ Sit1 C g(Si \ Sivr).
Portanto, g(S; \ Si1) = Si \ Sis1-
Reciprocamente, seja g € SI(V), tal que g(S;\ Siy1) = Si\ Sit1. Tome [v] € est(P(V;)) =
P(S; \ Sit1). Assim, pela hipétese, g[v] = [gv] € P(S; \ Si+1). Desse modo,
1
P(9(S: \ Sit1)) = glest(B(V7))) C est(B(V7).

Agora, seja [w] € est(P(V;)), onde w € S; \ Siy1. Tome v = g7tw € S;\ Sy (tal v
existe, pois supomos ¢(S; \ Si1) = S; \ Sit1). Logo, [w] = [gv] = g[v] € g(P(S; \ Sit1))
e, portanto, est(P(V;)) C P(g(S; \ Sit1)) = g(est(P(V;))).

Os itens 3) e 4) sao andlogos a 1) e 2), respectivamente. U

Lema 5.2.13 Para todo i € {1,...,n} seque que:

1) By ={g€SIV); g(Si\ Siy1) = Si \ Sita};
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2) B ={g€SV); g(Ti\Ti-1) = T, \ Ti-1 }.
Demonstracao:

1) Segue imediatamente do lema 5.2.12 itens (1) e (2), uma vez que, por esses itens, temos
que

g€ P, & ge{geSV); g(Si\ Sit1) = Si\ Sis}.

2) Segue imediatamente do lema 5.2.12 itens (3) e (4), uma vez que, por esses itens, temos
que

ge P& {gesSI(V); g(Ti\Ti-1) = T; \ Ti1}.

[

Podemos, assim, caracterizar os espagos estaveis e instaveis de P(V') como érbitas de

P, e P;f, respectivamente.

Proposicao 5.2.14 Para todo i € {1,...,n} seque que:

1) est(P(V;)) = P, - [v], para todo v € S; \ Siy1;

2) inst(P(V;)) = Bt - [v], para todo v € T; \ T4
Demonstracao:

1) Primeiramente, note que para v € S; \ Sit1, tem-se P, - [v] = {g[v] ; g € P, } C

est(P(V;)), onde a inclusdo se da pelo corolario 4.4.2 e pela definigao de P, .

Agora, sejam [w] € est(P(V;)) e v € S; \ Sit1. Note que w € S; \ Si+1. Logo, podemos
escrever v = v; +Viqp1 + -+ U € W = W; + Wiy + - - + Wy, cOmM vy, W, € V}, vi%Oe
w; # 0. Estendemos {v;} a uma base {v;,vy,...,vy } de V;. Seja B; base de V; para
todo j > i. Segue que {v;,vy,..., vy} UBjy1 U---U B, ébase de S;. Assim, note que
{v1,.. ., vy YU B 1 U--- U B, esta contido em S; e gera um subespaco préprio de S,
digamos S. Além disso, v € S; \ Siy1 € tal que v € S uma vez que v nao é gerado
pela base de S. Consequentemente, {v} U {v},..., v} }UB;;1U---UB, é um conjunto

linearmente independente em S; e tem a mesma dimensao de .S;, ou seja, é base de
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Si. Analogamente, podemos obter uma base {w,w},...,wy } U B U...UB, de S;.

Agora, tome g; € SI(S;) tal que
gi(vy) =wy, YVke{2,...,di} eg(v)=w.

Definimos g € SI(V) tal que g

s, =gieg|lv, =I|v,. Observemos que g € P, e glv] =
J<i 3<i

[w]. De fato, g[v] = [w] segue imediatamente da defini¢do de ¢g. J& g € P, segue de que

se z € 5; \ Sip1 entdo z = av + ayvy + - - - + aq,vy +vi, + - + vy, onde v; € Bj para

#0
todo j > i. Assim, g(z) = aw + aqwy + - - - + agwy, +vj, +- -+, € S;\ Sit1, ou seja,
£0
g(Si\ Six1) = gi(Si\ Six+1) = Si\ Sis1, para todo i = 1,...,n. Dai, est(P(V;)) C P, -[v].
Portanto, como v € S; \ S;;; foi tomado arbitrario, concluimos que est(P(V;)) = P, - [v]
para todo v € S; \ S;41 e para todo i € {1,...,n}.
2) A demonstragao é andloga ao item anterior.
OJ

Proposicao 5.2.15 Euxiste [v] € P(V) tal que, para todo i € {1,...,n}, existe w € W em

que:
1) est(P(Vi)) = P, - wlv];
2) inst(B(V})) = Py - wlo]

Demonstragao: Seja v = vy o primeiro elemento da base v de V. Sejam i € {1,...,n}, v; o

primeiro elemento da base v; de V; e w; € W uma permutacao que leva vy em v;.
1) Como v; € V; \ {0} C S; \ Si41, segue da proposigao 5.2.14(1) que
est(P(Vi)) = Py - [vi] = By - wilw].

2) Como v; € V; \ {0} C T; \ T;_1, segue da proposi¢ao 5.2.14(2) que

inst(P(V;)) = B - [vi] = P - wilvy].
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Agora, para caraterizar os espagos instaveis e estaveis por meio do grupo G, conside-

remos os grupos de matrizes triangulares inferiores e superiores a seguir:

Isy, 0 --- 0 Iy, * -+ %
e | T | I ¥
ox ok - g | 00 - Iy, |
onde I, representa uma matriz identidade d; x dj;, para todo j € {1,...,n} em que, para

cada j, d; ¢ a dimensao da componente V; da decomposicao de V' em autoespacos de h.

Teorema 5.2.16 Euxiste [v] € P(V) tal que, para todo i € {1,...,n} existe w € W em que:

(i) est(P(V;)) = N, Gy, - wlv];

(ii) inst(B(V})) = NGy, - wlv].

Demonstragao: Primeiramente, lembremos que G, = {g € SI(V) ;gV; =V;, Vi e {1,...,n}}
pela proposicao 5.2.9. Assim, consideremos a base v de V. Em termos de matrizes na base 7,

podemos reescrever Gy, por

A0 -+ 0
0 Ay, --- 0
Gh - )
0 0 - A, |
onde os blocos A; sao matrizes invertiveis d; x d; para todo j € {1,...,n} e d; = dim(V}).

Analogamente, pelo lema 5.2.13 temos que

1) B, ={g€SI(V); g(Si\ Sit1) = Si\ Siy1};

2) P ={g €SIV): g(Ti\Tiy) = T\ Tis}.

Em termos de matrizes na base v, podemos reescrever:

A0 - 0 A % - %
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onde os blocos A; sdo matrizes invertiveis d; x d; para todo j € {1,...,n} e d; = dim(V}).
Dessa forma, observando a diagonal das representacdes matriciais de P, e P,/ note que os
blocos A; ali dispostos podem ser escritos por /5, A; e para a parte triangular abaixo (acima)
da diagonal podemos determinar um elemento de N, (N;") correspondente. Assim, ficam

nitidas as relagoes:

(i) B, = N, Gy;

(i) Pf = NiG).

O resultado segue dessas relagoes unidas a proposigao 5.2.15. Ll

Proposicio 5.2.17 G}, e N sio subgrupos de Lie de SI(V').

Demonstracio: Vamos mostrar que G, e N;© sdo subgrupos fechados de SI(V) e o resultado

seguirda do Teorema de Cartan B.1.6.

Conforme vimos na proposi¢ao 5.2.16, podemos reescrever (g5, por

A O 0
0 A 0
Gh = )
0 0 A, |
onde os blocos A; sao matrizes invertiveis d; x d; para todo j € {1,...,n} e d; = dim(V}).

Assim, seja g € G),. Existe uma sequéncia (g,,) em G, tal que lim_ g, = g. Para cada

m € N temos que

A4 0 o 0]

0 AP - 0

Im = . . .
0 0 AT

Uma vez que o limite desses elementos, escritos na forma de matrizes, se da coordenada a
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coordenada das matrizes, segue que A" — A; e, dessa forma,

A, 0 -+ 0

0 Ay --- 0
g:

0 0 - An_

Ainda, ja que SI(V') é fechado e (g,,) em particular é sequéncia em SI(V'), concluimos que

g € SI(V). Logo g € Gy, e, portanto, G}, é fechado. Por argumento anédlogo, mostramos que

Nif sao fechados. 0

Lema 5.2.18 As dlgebras de Lie dos grupos de Lie Gy, G, NT e N~ sao, respectivamente,

Ohs O] n en; dadas por:

A, 0 - 0
0 Ay, --- 0
gn = . . . )
I 0 0o --. An_

onde os blocos A; sio matrizes d;x d; para todo j € {1,...,n}, d; = dim(V;) e >_ tra(A;) = 0.
i=1

gv g 7 Y
[1] 0 C

onde a € R, b é uma matriz linha 1 X (d—1) e C € gl(d — 1) € tal que a + tra(C) = 0;

(04 O -+ 0 | [ 04, * -0 x|
* 0Og, -+ 0 N 0 Og ---
n, = . e ny = . )
i * * Odn_ i 0 0 Odn_
Onde 04, representa uma matriz nula d; X dj, para todo j € {1,...,n} em que, para cada j,

d; = dim(V}).

Demonstragao: A demonstragao segue do céalculo direto do logaritmo de matrizes (vide

defini¢ao B.3.6) para os elementos desses conjuntos e que Gy, G, C SI(V). O
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Corolario 5.2.19 Se g =sl(V), entao
g=0rOn, Ony.

Demonstracdo: Pelas representacoes matriciais de g;, e n* segue que g = gy, +n; +n;,. Agora
sejam X € gp, Y €n e Z € n; tais que X +Y + Z = 0. Novamente, pelas representagoes
matriciais de X, Y e Z concluimos que se X +Y + 7 =0, entao X =Y = Z = 0, ou seja,

gn, N e n, sdo espagos independentes. Ll

Proposicio 5.2.20 As dlgebras de Lie wi sio Gj— invariantes.

Em particular, sao Ky—invariantes, onde K, = {g € SO(V); gh = hg} conforme

observagao da pdagina 106.

Demonstragao: Seja g € Gp,. Tome X € n, . Queremos mostrar que Ad(g)X € n,. De fato,

observemos que pela forma matricial desses conjuntos em relagao a base v temos que:

A, 0 - 0 04y 0 -+ 0 _Afl 0 - 0
Ad(g)X = gXg~! 0 Ay o 0] % O e 0|0 Ay e 0
00 e Ay e 0 L0 0 oA

que pelo calculo de produto de matrizes obtemos:

0 O 0
*! Od2 0 _
| W e O,

Portanto, n; é Gj,—invariante. A demonstragao ¢ andloga para n;’ .

Por fim, uma vez que K, C G} segue que nf sao Kj—invariantes. Ll
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6 HIPERBOLICIDADE NORMAL

Este capitulo apresenta o resultado principal desse trabalho. Mostraremos que as
componentes de Morse da decomposigao de Morse mais fina para o fluxo induzido sobre P(V)
sao normalmente hiperbdlicas. Para esse propdsito alguns resultados ainda sao necessarios,
conforme faremos a seguir, mas, inicialmente, vamos estabelecer os critérios para que as
componentes de Morse da proposicao 4.4.1 sejam normalmente hiperbdlicas e, em seguida,
os passos finais para nosso teorema principal, o Teorema 6.0.16. Este capitulo se baseia nas

referéncias [7], [19], [20] e [21].

Defini¢ao 6.0.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
variedade diferencidvel F' é uma let que faz corresponder a cada ponto x de F' uma forma
bilinear simétrica, positiva definida (isto é, um produto interno) (-,-), no espaco tangente
T.F, que varia diferenciavelmente no sentido: para todo par (X,Y) de campos de vetores

diferencidveis em uma vizinhanga U de F, a fungao (X,Y) € diferencidvel em U.

Definigao 6.0.2 Seja ¢ um difeomorfismo sobre uma variedade Riemanniana F' e D¢ sua
derivada. Uma subvariedade invariante £ C F' é normalmente hiperbdlica se o fibrado
tangente de I sobre £ tem subfibrados vetoriais invariantes V' e V= e constantes positivas ¢

e A < p tais que:

1. TF |;=TEQV B V~;
2. |D¢"(v)| < c-e |, YVveV™ en>0;
3. |[D¢"(v)| < c-eMv], VoveVten<O;
4. |Do"(v)| < c-etllp|, VYoeTE encZ.
Neste caso, V'~ ¢é dito ser o fibrado estdvel ¢ V' o fibrado instdvel de £. Se ¢' é um

fluxo diferencidvel sobre F', t € R, uma subvariedade & é normalmente hiperbolica se ela é

normalmente hiperbélica para o difeomorfismo no tempo um ¢*.

Primeiro construiremos uma métrica Riemanniana apropriada em P(V'). Para tal,

seja G = SI(V') grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie g = sl(V') e F' = P(V) variedade
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diferenciavel. Seja (-,-) o produto interno de Cartan em g, fixado (esse produto interno é o

estabelecido pela proposi¢ao B.3.11(1)).

Lema 6.0.3 (-,-) é SO(V)—invariante, isto ¢, dados X,Y € g e k € SO(V) tem-se que

(Ad(k)X, Ad(k)Y) = (X,Y).

Demonstracao: Sejam X,Y € g e k € SO(V). Pelo lema B.3.4 temos que, Ad(k) é automor-

fismo de g e pela proposicao B.3.9 segue diretamente que

(Ad(k)X, Ad(k)Y) = (X,Y).

]
Seja g, a subalgebra de isotropia em z € P(V'). Assim,
0=0, Do
onde L denota o complemento ortogonal com respeito ao produto interno de Cartan:
gy ={X€g; VY eq, (XY)=0}
Lema 6.0.4 Se k € SO(V) entdo gr, = Ad(k)g..
Demonstracao:
Oe = {X €g; e ka =kr, Vt €R}
= {Xeg; k' ke =2, Vt cR}
= {Xeg,; Y-y VteR}
= {Xeg; MW Xy — g vt eR}
= {Xeg; Ad(k)'X € g,}
= Ad(k)g..
]

Pela SO(V')—invariancia do produto interno de Cartan, segue o resultado abaixo.
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Lema 6.0.5 Se k € SO(V), entio g;, = (Ad(k)g,)t = Ad(k)(gl).

Demonstracio: Primeiramente note que, pelo Lema 6.0.4, gi-, = (Ad(k)g,)".

Agora, ¢é suficiente mostrarmos que gi;, = Ad(k)(g2).
Por um lado,
Xegl, = VY cAdKk)g,, (X,Y)=0
VZ€g, (X,Ad(k)Z) =0
Y Z € g, (Ad(k) Ad(k) "1 X, Ad(k)Z) = 0
VZ€Eg,, (Adk)™'X,Z) =0
Ad(k)'X € g

P4

= X ¢ Ad(k)g;.

Reciprocamente, se X € Ad(k)gl, entdo existe Y € g+ tal que X = Ad(k)Y. De
modo similar, pelo lema anterior, se Z € gy, entao existe W € g, tal que Z = Ad(k)W. Dai,
segue que

(X, Z) = (Ad(R)Y, Ad(K)WV) = (Y, W) = 0,

ou seja, X € gy, L

Lema 6.0.6 A aplicacio
gi — TP(V)
X — Xz

¢ um isomorfismo linear.

Demonstracio: Pela proposicio 5.1.9, a aplicacdo érbita a® : SI(V) — P(V) induz uma

aplicacao linear sobrejetora

cujo nicleo é g,. Portanto, uma vez que g = g @ g, essa aplicacio restrita a g, da-nos o

isomorfismo linear desejado. L]

Definimos o produto interno em T,P(V') por
(X -2,V -2), =(X,Y)

onde X,Y € g;.



117

Proposicao 6.0.7 O produto interno (-, -), define uma métrica Riemanniana, SO(V')—invariante,
em P(V) tal que a aplicag¢io

g — TLP(V)

X — X-z

¢ uma isometria. Além disso, para Y € g, temos

com igualdade se, e somente se, Y € g.

Demonstracio: Seja X € g+. Logo, pela proposicio 5.1.10,
D(a@)(X - z) = Ad(k)X - a@ (k),

onde Ad(k)X € Ad(k)g: = gi,. Assim, pela SO(V)—invaridncia do produto interno de
x kx

Cartan temos

(Dla)(X - ), Dlag)(Y - 0))uoy = (AdR)X 0 (k) AdR)Y - 0 (k)
(Ad(k)X, Ad(K)Y)

(X,Y)

(X -z,Y - 2),.

Para provar a diferenciabilidade dessa métrica, consideremos as cartas locais ¢, de TP(V)

construidas de uma segao local s : U C P(V) — SO(V') da projegao

T SO(V) — P(V)
k — k’[vl]

como segue
Vv, @ U X gvl] — TP(V)
(2,Y) = D(a(a) (Y - [01])
Note que s(z) € SO(V). Além disso, s(z)[v1] = z. De fato, n(s(x)) = x, logo s(x) € 7~ ()
onde

7 Hx)={k e SO(V); w(k) =2} ={x € SO(V) ; k[v,] = z}.

Isso implica que Ad(s()) aplica gg,; em g, , pois

Ad(s(x)) (8y)) = Gaiafn] = G-
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Pela SO(V')—invariancia, segue que

(Us(@, X), ¥s(2,Y)) = <D(a(s($)))(X - x), D(“(S(w)))(y ’ x>>a(1)(s(a:)) = (X,Y),

ou seja, a aplicacao (z,X,Y) — (¢Yy(z, X), s(z,Y)), nao depende de z e, na verdade,
é dada pelo produto interno de Cartan que é diferenciavel por ser uma aplicagao bilinear

definida num espaco vetorial de dimensao finita.

Para a tltima propriedade, escrevemos Y = Y] + Y5 de acordo com g = g @ g,.

Assim, Y -x =Y - x e, dal,
Y-azlp = Y1 af, = W] < Y]

com igualdade se, e somente se, Y =Y € g+. L]

Consideremos a decomposicao g = €@ s onde g = sl(V'), € = s0(V) a subélgebra dos
operadores antissimétricos em relacao a base v e s a subalgebra dos operadores simétricos
em relacao a base 7. Seja a C s a subalgebra de Lie dos operadores cujas matrizes que os

representam, em relagado a base v, sao diagonais.
Definigao 6.0.8 O conjunto, g., dado por
g ={X €g; ad(H)X = a(H)X, VH € a},

onde o € a* (o0 dual de a) é chamado espago de raizes quando g, # 0.

Um funcional o : a — R, oo # 0, tal que seu espago de raizes g, # 0 é chamado raiz.

Denotamos o conjunto das raizes por I1.

Observacao: Por conveniéncia denotaremos as raizes por «;; e o espago de raizes por g,;. Tal

escolha de notacao da-se pelo resultado a seguir. Ll

Lema 6.0.9 Se H € a, entao o;;(H) = a; — aj, onde H = diag(ay, as, ..., aq).
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Demonstragao: Em gl(V') seja E;; o operador tal que E;;(vy) = 0,,v; em relagdo a base 7.
Vamos aplicar ad(H ) nesses elementos.
= aiEij — ajEij

= (CLZ‘ — CLj)EZ'j.

Como {E;;}i 1., forma uma base de gl(V'), segue que ad(H) é diagonalizével e os seus

autovalores sao a; — a;, 4,7 = 1,...,n, associados aos autovetores L;;, respectivamente.
Portanto, o;;(H) = a; — a;. O
Observacao: Segue do lema anterior que g;; = ger{ £;;}. O

Agora, relembrando a decomposicao V =V, @& Vo & --- d V,, de V em autoespagos
associados a h, onde A\ > Xy > --- > )\, > 0 e que existe H tal que h = ¥ temos o seguinte

resultado.

Lema 6.0.10 nj = Z Jij-
:tocij(H)>0
Demonstracio: Seja H € a tal que h = ¢, Uma vez que H = diag(In A\, ...,In)\,) segue

do lema anterior que o;;(H) =In\; —In \; onde:

e Sei < j,entdo a;(H) =In\ —In); > 0 e, além disso, ger{E;;} C njl.

e Sei > j, entdo a;;(H) =1n )\, —In); <0 e, além disso, ger{E;;} Cn,,.

Da representacdo matricial de nif temos que n;” = > ger{Ejlen, = > ger{E;}
aij(H)>0 Oéij(H)<0
onde 7,7 = 1,...,n estao de acordo com os autovalores \; de h. Estabelecida a relagao entre

1,J e ayj o resultado segue. Ll

Exemplo: Vale ressaltar que estamos considerando os indices ¢ e j para a relacao entre os
autovalores A\; > Ay > --- > A\, > 0 associados a H e, dessa maneira, alguns E;; da base de
gl(V) ndo sdo considerados. A fim de elucidar o lema 6.0.10, analisemos uma matriz 6 x 6

de n;, cujas dimensoes dos autoespacos associados aos autovalores sejam iguais a 2, isto €,
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temos Ay > Ay > A3 >0com d; =dy =ds = 2.

* « 0 0
* x 0 0

* % % x 0 0

x x x x 00

Observe que essa matriz ¢ gerada pelos elementos da base de gl(V') dados por Es 1, E32, Fy1,

Ey9, Esq1, Eso, Ess, Es4, Eg1, Ego, Egs e Ega. Agora, observemos a matriz H:

[ In A\
In \;
In Ay
In Ay
In As
In As

Vamos adotar a notagdo A} = A, =In A, Xy =X, =1In Xy e A\ = A\j = In A3 e reescrevemos
H por:
A

Finalmente, observe que teremos A; — \; < 0 para os pares

(Z7j) E {(37 1)’ (37 2)7 (47 ]')7 (4’ 2)7 (57 1)7 (57 2)’ (57 3)7 (574)7 (6’ 1)7 (67 2)7 (67 3)’ (67 4)}7

determinando exatamente os geradores £;; de ny, . U

Corolario 6.0.11 ad(H) € (-,-)—simétrica com autovalores em ny- dados por

{:I:ozm(H) ; Ozij(H) > O,aij c H}
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Demonstragao: A simetria de ad(H) segue de que ad(H) é diagonalizavel e a base que a
diagonaliza é ortonormal, em relacdo ao produto de Cartan. Pelos lemas 6.0.9 e 6.0.10,

restringindo ad(H) & nif, teremos
ad(H)EU = O4j (H)Ew,

donde segue o resultado. Ll

Proposicao 6.0.12 Se gj,,) € a dlgebra de Lie de Gy, entao
nF = (nf N g[tl]) ¢ (nf N 9[u1]) .

Demonstragio: Vamos provar para n; ; o caso para n; é andlogo.

Considerando que

a b
O] = XEQZE[(V);X: ,
0 C

onde a € R, b é uma matriz linha 1 X (d —1) e C € gl(d — 1) é tal que a + tra(C) = 0, segue

que
0 0
gy =X €g=sl(V); X = ,
v o0

onde b’ é uma matriz coluna (d — 1) x 1. Desse modo, segue imediatamente que:

0gp 0 - O 0gp 0 -+ 0
o £ 0Oy - 0 ) 0 04 -+ 0
R e T O I ST ) e T R
i * 0 ce Odn ] L 0 * cee Odn ]
e, além disso, (n,: N 9ﬁ1}> N (n,: N 9[v1]> = {0}, onde 0 representa uma matriz nula. O

Lema 6.0.13 Seja T uma transformagao linear injetora e sejam U, V e Z espagos vetoriais.

SeV=U&ZentaoT(V)=TU)®T(Z).

Demonstragao: Sejav € V =U @ Z, logo existem u € U e z € Z tais que v = u + z. Segue
da linearidade de T' que

Tw)=T(u+z2)=Tu)+T(z) e T(U)+T(2).
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Analogamente, dados u € U e z € Z, segue que T'(u) +T'(2) = T'(u+ z) € T(V). Além disso,
sejav € T(U)NT(Z). Logo, existem u € U e z € Z tais que

T(u)=v="T(z),

ou seja, T'(u) = T(z). Dali, pela injetividade de T, u = z € UN Z = {0}, isto é, v = 0.
Portanto, T(U) NT(Z) = {0} e o resultado segue. O

Nessa etapa, relembrando a proposicao 4.4.1 e o teorema 5.2.11 em que as componentes
de Morse podem ser representadas por M = G}, -w(vy], o fibrado tangente a essas componentes,

contido em T'(IP(V')), conforme discutido ao final da segdo 4.1, pagina 99, é dado por
TM = Gilgn - wlvi]) C T(P(V)).

Além disso, surge naturalmente a questao: quais os candidatos a fibrado estavel e instavel?
Relembrando o Teorema 5.2.16, temos que os espacos estavel e instavel a cada componente

de Morse M sao dados por
o est(M) =N, G, - wlv], e
e inst(M) = N7 G, - wlvy].

Assim, se x = k - w[v;] € M, onde k € Gy, o espago tangente a x em est(M), segundo a
Proposicao 5.1.9 e a discussao da pagina 99, é dado por

T,est(M) =n;, -z = k(n, - wvy]).

A dltima igualdade segue de que, se Y € n, e k € Gy, entao

Yo (k-wln]) = @(etyk‘w[vl]) =0
= & (ke )|
d th— 1Yk
= & (ke )|

Portanto, variando k£ em G}, temos que

T, est(M) = Gp(ny, - wlv]),
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sendo este nosso candidato a fibrado estavel. Analogamente, teremos como candidato a

espago instavel, V', o espaco Gy (n; - wlvy]).

Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposigdo 6.0.14 Se V* = G, (nf - wlvy]) € T(P(V)), entdo VE e TM sdio subfibrados

vetoriais de T(P(V')) sobre M, G —invariantes e vale a soma

T(P(V)) " TMaV eVt

Em particular, V= @& VT € o subfibrado normal ¢ TM. Além disso, v € TypM ouv € VE

podem ser escritos unicamente como Y - x para
Yeg,Ngr ouY €nfngt

respectivamente.

Demonstracdo: A Gj,—invariancia ¢ imediata das definicdes de V* e T M.

Para provarmos que V'~ é subfibrado vetorial, primeiro, notemos que M = K}, - w|v;]
(conforme observagao da segao 5.2, pagina 106) e n, é Kj—invariante pela proposicao 5.2.20.

Isso implica que V'~ = K, (n, - w[v1]). Pela proposicao 6.0.12 temos

w = (5 Ng) © (w0 N o) -

Uma vez que o grupo W das permutacoes da base v é isomorfo ao grupo das matrizes de
permutagao d x d, segue que W C SO(V) e, dai, com w € W, a Kj—invariancia de n; e os

lemas 6.0.13, 6.0.4 e 6.0.5 implicam que

n, =wn, = (n, Nwgpy) © (ny Nwgp,)

= (m N gsy) @ (% N guper) - (6.1)
Seja © € M. Temos que xz = kw[v,], k € K}, tal que kn,, =n,,
kgi[vl]} = Ghwpr] = 92 € KGufi] = Okuf] = Ja-
Disso segue que

n, =k, = (0, Ngy) @ (v, Noa) (6.2)
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e, assim, pelo isomorfismo linear g+ — T, (P(V)) do lema 6.0.6 e de V7 = {k(X - w[v,]) =
(kX) - (kw[v1]) ; X € ny }, conclui-se que a aplicacao

(mner) — Vi
Y — Y-

é um isomorfismo linear. Agora, vamos provar a trivialidade local. Como, pela proposigao 5.2.6,
M = K}, - wlvy] é uma subvariedade mergulhada de P(V'), existe uma segao local diferenciavel
5:U — K, da projecio K; — M, | — 1-w[vy], sobre uma vizinhanca U em M, tal que §
é a restricao de uma segao local s : U — SO(V') da projegao SO(V) — P(V), k +— k-w[v1]
sobre uma vizinhanca U em P(V'). Consideremos a carta local ¢s(z,Y) = s(x)(Y - w[vy]) de
T(P(V)) como na proposicio 6.0.7. Isso implica que 1), restrita & U x (n,: N gi[vl]) ¢ uma
carta local de V'~ dada por

Yz (2,Y) — §(x)(Y - wlv]).

Uma vez que §(x) € K, e §(z)w[v,] = z, segue que §(x) aplica n, N Qi[vl] em n, Ngt. Isso

mostra que V'~ é subfibrado vetorial.

Sabendo que (6.1) e (6.2) também valem para n;, os mesmos argumentos asseguram
que VT é também um subfibrado vetorial. Naturalmente, (6.1) e (6.2) também valem para

gn e, portanto, segue da decomposigao g = g, ® n; & nl que
o = (onnar)® (ny Nar) @ (nf Nay)
¢ uma soma ortogonal e tal que as aplicagoes
(nngr) — M, (nfngr) —VE
dadas por Y —— Y -z sdo isomorfismos lineares.
Em particular, como a aplicagao

g, — T(P(V))
X — Xz

¢ uma isometria, segue que T(P(V))| =TMa V- VT, O
M
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Lema 6.0.15 Se H # 0, entdo

W'Y <e Y|, para Y €m;, t>0

W'Y <e|Y], para Y eni, t<0

onde

p=min{a;;(H); a;j(H) >0, o; € I1}.

Demonstragao: Para Y € nif, pelo lema B.3.7(1), temos que Ad(h!)Y = Ad(e!!)Y = et2d(y,
onde pelo coroldrio 6.0.11 segue que e ¢ (-, .) —simétrica com autovalores em nj dados
por

{eio"’f(H)t pai(H) >0, oy € H}.

Escrevendo Y como a soma ortogonal de autovetores Z Y3, segue que
B

|htY| — Ze:l:a”(H)tYB

B

S Z eiaij(H)t’YB|.
B

Parat > 0eY € n,, temos que

WY | < ey |Yp| = e MY,
B
uma vez que e~ %ii(Ft < g=nt, para todo «;; € II com «;;(H) >0et > 0. Parat <0 e
q J J
Y € nj temos

Y| < et Y| = ey
B
g

uma vez que @it < et para todo y; € I com ay;(H) > 0 et < 0. O
q p J J

Agora, finalmente, chegamos ao resultado principal deste trabalho: provar a hiperbo-
licidade normal das componentes de Morse da decomposicao de Morse mais fina do fluxo

induzido sobre o espago projetivo P(V').

Teorema 6.0.16 Cada componente de Morse Gy, - wlvy] é normalmente hiperbolica.
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Demonstracao: Pela decomposicao de Jordan multiplicativa de ¢ temos que
gt — ethtut

N com N € g nilpotente e e', u! € G}, que pela

onde h! = e, com H € g hiperbdlica, u' = ¢
proposigao 5.2.9 é o centralizador de h em G = SI(V'). Além disso, podemos considerar que
H = diag(ay,...,aq), a1 > -+ > aq e que €' € K}, que é o centralizador de h em K = SO(V),
uma vez que, na norma em que €' é isometria, ||e'|| = 1. Pela proposigao 6.0.14, um vetor
tangente v € VEM pode ser escrito como v =Y - x, para Y € nf Ng+. Pela proposicio 6.0.7

temos que |[v| = |Y| e também que

lg'v| = 19'Y - g'z| < |g'Y].
Uma vez que ¢* € G}, segue do lema 5.2.20 que ¢'Y € nf e isso é suficiente para mostrar que
as desigualdades da defini¢ao 6.0.2 valem para g' restritas a nf.

Pelo lema 6.0.15, existe u > 0 tal que |h'X| < e7#|X]|, para todot > 0e X € nj.

Como podemos assumir e! € K}, isso implica que
1g'Y | = |h'Y | < e MutY ).

Sendo u! = eV para algum N € g nilpotente, temos que u'Y = e**dMY . Pela desigualdade

triangular temos que

tk
Y] = e Y] < 37 Sllad(N)[I[Y] = p@)Y], (6.3)
k>0 "
onde || - || é o operador norma, induzido pela norma |- | em g e p(t) é um polinémio ja que

ad(N) é nilpotente. Assim, para v € V7 M, segue que
lg'v] < e M p(t)|v], t>0.
O caso para V1 é completamente andlogo e teremos, para v € V.7 M, que
lg'v] < p(D)fe], t<0.
Em relagdo & T M note que para x € M = G}, - w[vy] temos g'z = e'u'x, de fato

reM = x=quw;nl,qeqG,
= g'z = e'h'u'qujlvi]
= c'u'qh'[v;]

= e'u'q[\v;] = eu'qu;v] = elula.
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Assim, ¢' atua como efu! em T M. Pela proposicao 6.0.14 um vetor tangente v € T, M pode
ser escrito como v =Y -z, para Y € g, Ng+. Pela proposicio 6.0.7 temos que |v| = |Y] e

também que
t t ot t ot t ot t (6.3)
lg'v] = [euY - eu'z| < [eu'Y| = ['Y| < p()]Y] = p(t)[v]

onde usamos que e* € K, e a desigualdade para [utY| em (6.3). Como ez 'p(t) — 0 quando

t — +00, ez 'p(t) é limitado por ¢, para t > 0 tal que
e Hp(t) = et (e%“tp(t» <cert, >0
Pelo mesmo argumento
etp(t) = es! (e%tp(t» < et <0

Finalmente, como e *p(t) — 0, quando t — o0, e #Ip(t) ¢ limitado por c3 para
T € {Z,R} e, assim,
p(t) = et (e_“|t|p(t)> < et teT.

Dessa maneira, as condigoes (i7), (iii) e (iv) de hiperbolicidade normal da defini¢ao 6.0.2
seguem por escolhermos A = £ e ¢ = max{ci, ¢z, c3} enquanto a condicao (i) foi provada na

proposicao 6.0.14 e, portanto, o resultado esta provado. Ll

Observacgao: Segue do Teorema 6.0.16 que V= sdo os fibrados instével /estavel de g'. L]
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7 CONCLUSAO

A caracterizagao das componentes de Morse via érbitas assim como seus espagos
estavel e instavel, a decomposicao de Jordan multiplicativa para o fluxo e a teoria de Lie sao
ferramentas de grande peso para a realizacao desse estudo, uma vez que por meio das orbitas
a compreensao do comportamento do fluxo e os espagos tangentes se d4 de maneira mais

“natural”.

A hiperbolicidade normal de uma variedade invariante é a generalizagao natural de
hiperbolicidade de um ponto fixo, uma vez que assegura a existéncia de uma linearizacao numa
vizinhanca da variedade invariante conforme o estudo apresentado em [21]. Dessa maneira,
uma vez que o Teorema 6.0.16 assegura a hiperbolicidade normal de cada componente de
Morse, concluimos que, para cada componente de morse M da decomposi¢ao de Morse mais

fina, existe uma vizinhanca U tal que o fluxo nessa vizinhanca é conjugado a um fluxo linear.

Desse modo, surgem motivagoes para estudos futuros, dentre elas, realizar esse estudo
sobre as variedades Grassmannianas que é uma generalizagdo de espagos projetivos e, também,
um caso particular de variedades Flag ou, por outro lado, seguindo o estudo da dinamica de
translagoes em espagos projetivos, pode-se estudar condi¢oes para as quais dois fluxos sobre

P(V) sao conjugados.

Por fim, este trabalho serve como base para aqueles que se interessarem por estudar
os temas abordados em [5], [20] e [19] sobre dindmica de translagbes em variedades flag
identificando os calculos realizados, neste trabalho, sem a Teoria de Lie semissimples e como

esta é requisitada para o caso generalizado.
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APENDICE A - Topologia Geral

Neste apéndice recordaremos algumas nocoes e resultados de Topologia Geral. O
propésito é proporcionar uma fonte rapida de referéncias acerca dos resultados utilizados ao
longo do trabalho visando uma leitura autocontida do mesmo, mas ressaltando que muitos
dos assuntos nao presentes nos apéndices, podem ser consultados nas referéncias apresentadas
aqui. Apresentamos os resultados de topologia geral utilizados ao longo dos trés primeiros
capitulos, onde dispomos os conceitos principais utilizados diretamente nas demonstragoes.
Ao leitor interessado em aprofundar os temas neste apéndice, recorrer ao contetido completo

de Topologia (como por exemplo a topologia quociente presente em P(V')) recomendamos os

livros: Lima [13], [14], Lee [11] e Munkres [16].

Definigdo A.0.1 Seja X um espaco métrico e A C X um subconjunto de X. O conjunto
dado por
V(Aye)={z € X; d(z,A) <¢e}

¢ chamado e—wvizinhancga aberta de A em X.

Proposicao A.0.2 Seja X um espago métrico e A um subconjunto de X. Se U(A,¢€) é uma
e—wizinhanga aberta de A em X, entdo U(A,¢) € igual d uniao de bolas aberta By(a,e) para

ac A.

Demonstracao: | J By(a,e) = |J{z € X; d(z,a) <e} ={z € X; d(z,a) <ec e a€ A} C
acA acA
U(A,e).

Reciprocamente, seja © € U(A,¢e). Logo, d(x,A) = § < e. Seja a € A qualquer.
Se d(z,a) < € entdo = € By(a,e) e o resultado segue. Agora, se d(x,a) > &, como £ >

irelg{d(x, a)} =9, existe b € A tal que d(x,b) < ¢ e, dai, z € By(b,¢). O

Definicao A.0.3 Um espago topologico X € dito ter base enumerdvel em x € X se existe
uma colecao enumerdvel 5 de vizinhancas de x tal que cada vizinhanca de x contém pelo

menos um elemento de 3.

Um espago que possui uma base enumeravel em cada um de seus pontos é dito que

satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
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Lema A.0.4 Todo espaco metrizavel satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Demonstragao: Seja (X, d) um espago topoldgico metrizavel com métrica d. Para cada = € X

o conjunto 4 By (x, 1) ; n € N} é uma base enumerével em . L]
n

Proposicao A.0.5 (Propriedade de Cantor). Dada uma sequéncia

KiDKyD---DK, D

de subconjuntos K; C R", YV i, compactos e nao-vazios, a intersegao ﬂ Ky € nao-vazia.
k=1
Demonstracao: Item 12.4, pagina 45 de [12]. O

Lema A.0.6 SeY ¢é um subespago compacto de um espago Hausdorff X e xy € X \Y, entao
existem abertos disjuntos U,V C X tais que Y CV exy CU.

Demonstragao: Para cada y € Y, como y # 2y e X é Hausdorff, existem abertos disjuntos

U, eV, tais que y € V,, e 2y € U,. Tem-se que Y C U V,. Como Y é compacto, possui
yeyY

subcobertura finita, ou seja, existem yy,...,y, € Y taisqueY C V = U V- SejaU = ﬂ U,

i=1 i=1
Assim, U ¢ aberto e contém xy. Note que U NV, = ) para todo ¢ € {1,...,n} uma vez que

U c Uy, para todo i € {1,...,n}. Desse modo, UNV =UN (U VZ.) = () e o resultado
i=1
segue. Ll

Teorema A.0.7 Seja X um espaco topologico de Hausdorff. Se A e B sao subespacos
compactos e disjuntos, entdo existem conjuntos abertos disjuntos U e V contendo A e B,

respectivamente.

Demonstragao: Seja z € A. Como A e B sdo disjuntos, temos que x ¢ B. Uma vez que B é
compacto e X é de Hausdorff, segue do lema A.0.6 que existem abertos disjuntos U, e V,

tais que x € U, e B C V. Logo, A C U U, é uma cobertura aberta de A que é compacto
€A
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n n
e, dai, existem x1,...,x, € A tais que A C U U,,. Consideremos os abertos U = U U,
i=1 i=1

eV =|JV,. Note que AC Ue B CV,pois BCV,, para todo i € {1,...,n}. Ainda,

n

Unv = (CJIUJ;) N (Qm) = WU, nV,,) = 0. O

i=1

Corolario A.0.8 Seja X um espago topolégico Hausdorff. Se Aq,..., A, sdo subespacos de

n

X compactos e disjuntos dois a dois, entao existe aberto U; tal que A; C U; e U;N U Al = 0
j=1

para todo i € {1,...,n} e j #1i.

n

Demonstracdao: Tome i € {1,...,n}. Seja B = |J 4;, j # i. B é compacto uma vez que
j=1

essa propriedade é preservada pela unido finita. Assim, pelo teorema A.0.7 segue que existem

U; e V; abertos disjuntos de X tais que A; C U; e B C V;, ou seja, U; é vizinhanca de A; e
U,;ﬂ(UAj):(Z)paratodoie{l,...,n}ej;éz'. L]
j=1

Lema A.0.9 Seja X um espago métrico. SeY C A C X, onde Y € fechado e A € aberto
entdo existe aberto U tal que Y C U C U C A.

d(z,Y)
d(z,Y)+d(z,X—A)

(fun¢ao de Urysohn do par de fechados disjuntos Y e X — A). Temos que f(Y) = 0 e
f(X — A) = 1. Basta entao tomar U = {x € X; f(z) < %} O

Demonstragao: Considere a funcao continua f : X — [0, 1], definida por f(z) =

Teorema A.0.10 (Teorema de Blaschke). O conjunto de subconjuntos fechados ndo

vazios de um espago métrico compacto torna-se um espago métrico compacto sob a distancia

de Hausdorff

a€A beB beB a€A

dy(A, B) = max {max {min d(a, b)} , Nax {min d(a, b)}} :

Demonstragao: Para uma demonstragao veja o Apéndice C, paginas 209 a 212 de [1] ou a

proposigao A.2.1, pagina 97 de [24]. (]
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APENDICE B — Variedades Diferenciaveis

Este apéndice aborda conceitos acerca de Variedades Diferencidaveis mais especifica-
mente no trato de aplicacoes diferenciaveis, agoes de grupo, campos de vetores, grupos e
algebras de Lie. Para informacgoes mais detalhadas sobre o material do Apéndice B o leitor

pode consultar os livros Lima [15], Lee [10], San Martin [22] e [23] ¢ Warner [26].

B.1 Acgoes de Grupos

Definicao B.1.1 Sejam F' e E wvariedades diferenciaveis e f : F' — FE uma aplicacao
diferenciavel. Define-se o posto de f em x € F como sendo o posto da aplicagdo linear
Df, : T, F — Ty E, isto €, posto de f em x € igual a dim(im D f,).

Dizemos que f tem posto constante k quando o posto de f € k, para todo x € F'.

Definicao B.1.2 Uma aplicacao f : FF — E de posto constante é chamada:

e Imersdo, quando posto(f) = dim F, isto €, Df, : T,F — Ty E ¢ injetora para todo
x e F.

o Submersdo quando posto(f) = dim E, isto €, Df, : T,F — Ty E é sobrejetora
para todo x € F.

e Mergulho quando f é uma imersao e, também, um mergulho no sentido topologico,

isto é, um homeomorfismo sobre sua imagem f(F) C E com a topologia induzida de E.

Teorema B.1.3 (Teorema do Posto Equivariante). Sejam F e E variedades dife-
rencidveis e seja G um grupo de Lie. Se f : FF — E é uma aplica¢ao diferencidvel que
¢ equivariante em relagcdo a uma G—acgao diferencidvel transitiva em F' e alguma G—acdo

diferenciavel em E, entdo f tem posto constante.

Demonstracao: Sejam a e b as G—agoes sobre F' e E, respectivamente, e seja xo um ponto
qualquer em F. Para um ponto arbitrario x € F, escolha g € G tal que a(g)(zo) = z. (Tal ¢

existe pois G age transitivamente sobre F'). Como by o f = f o ay, o seguinte diagrama
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comuta:

Dfz
Ty F L2700 E

Dayg) J/ J{D%)

Uma vez que as aplicagoes lineares verticais no diagrama sao isomorfismos, as horizontais
tém mesmo posto. Noutras palavras, o posto de D f em um ponto arbitrario x é o mesmo

que o posto de Df em xy. Portanto, f tem posto constante. L]

Teorema B.1.4 Seja f: F' — E uma aplicacao diferencidvel de posto constante.
a) Se f € sobrejetora, entdo ela é uma submersao.
b) Se f ¢ injetora, entdo ela é uma imersdo.

c) Se f € bijetora, entao ela é um difeomorfismo.

Demonstragao: Teorema 7.15, paginas 168 e 245 de [10]. O

Proposicao B.1.5 Sejam E e F wvariedades diferencidveis e f : E — F € uma imersao
de classe C*, k > 1. A imagem f(E) é uma subvariedade imersa de F se, e somente se,
f:E — f(E) € uma aplicagao aberta. Em particular, se f é um mergulho, entao f(E) é

uma subvariedade mergulhada de F'.

Demonstragao: Proposigao V1.5, pagina 160 de [15]. ]

Teorema B.1.6 (Teorema de Cartan). Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G
¢ um subgrupo de Lie. Mais precisamente, um subgrupo fechado H admite uma estrutura de

variedade mergulhada que o torna um subgrupo de Lie.

Demonstragao: Teorema 6.15, pagina 136 de [23]. O
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Lema B.1.7 Se F' é um G—espago diferencidvel, entao para cada x € F', o grupo de isotropia

G, € um subgrupo de Lie fechado e mergulhado de G.

Demonstragao: Lema 9.23, pagina 230 de [10]. O

Teorema B.1.8 (Teorema de Caracteriza¢ao para Espagos Homogéneos). Seja
F um G—espago homogéneo e seja x um ponto qualquer de F. A aplicagio f : G% — F

definida por f(gG,) = g-x é um difeomorfismo equivariante.

Demonstragao: Teorema 9.24, pagina 230 de [10]. O

Proposicao B.1.9 Se F' é um conjunto e G é um grupo de Lie que age transitivamente em
F' tal que o grupo de isotropia de um ponto x € F' é um subgrupo de Lie fechado de G, entdo

F tem uma unica estrutura de variedade diferencidvel tal que a dada acao é diferencidvel.

Demonstragao: Proposigao 9.31, pagina 234 de [10]. O

B.2 Campos de Vetores

Um campo de vetores numa variedade diferenciavel F' é uma aplicagdo X : F' — TF

que satisfaz X -x € T, F para x € F.

Definicao B.2.1 Seja ¢ : FF — E uma aplicagdao diferencidvel. Os campos de vetores X em
F eY em E sao ditos p—relacionados se D aplica X em Y, isto é, se Do, (X -x) =Y -¢(x)
para qualquer x € F'. Nesse caso, a imagem por ¢ de uma trajetoria de X é uma trajetoria

de Y. Em termos de fluxos isso significa que

poXy=Yi00.

Definicao B.2.2 Sejam X e Y dois campos de vetores. O colchete de Lie entre eles é
definido por

X7 2 = 2 (DX )V (Xu(2))

t=0



O colchete de Lie preserva campos ¢—relacionados.
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Proposicao B.2.3 Sejam ¢ : FF — E uma aplicacao diferenciavel e X1, Xy campos em F.

Se 0s campos Y1, Yy sdao ¢—relacionados com X, e X, respectivamente; Entao os campos

(X1, X3] e [Y1,Y3] sao p—relacionados.

Demonstracao: O resultado segue da definicao de colchete de Lie juntamente com a regra da

cadeia e a igualdade ¢ o X,

[Y1,Y5] - o(x)

=Y,0¢se X eY sao ¢p—relacionados. De fato,

D(Yi_ ), o) Y2V, (6())))
(Vi o, @) Ya(0(X0 @) |

(Y1_)o(xu, (0)) DOx, () (Xa (X7, (@))

t=0

-

-

(Y1, © 6)xy, (o) (X2(X1, (7))

t=0

D<¢oXl_axlt(x)(XQ(Xh(x))))

t=0

S

/\r\/e\/\r\/ﬂ

S F

B)e(DX1 ), 0 (X1, (2)) |

B.3 Grupos de Lie e Algebras de Lie

t=0

Definicao B.3.1 Seja G um grupo de Lie. Dado um espago vetorial V', uma representacao

de G em V é um homomorfismo de G em GI(V).

Analogamente, seja g uma dlgebra de Lie. Dado um espaco vetorial V, uma repre-

sentagdo de g em V é um homomorfismo de g em gl(V').

Existe uma representacao natural de um grupo de Lie G’ em sua algebra de Lie g. Essa

representacao é construida da seguinte forma: um elemento g € G define o automorfismo

interno Cy(z) = gzg™*

. E claro que C,y(1) = 1, portanto, D(C,); é uma aplicagdo linear
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g — g. Dados ¢g,h € G,
CyoCu(z) = glhah™ g™ = Cyu(),
o que implica que D(Cy); o D(Cy)1 = D(Cyp);. Dai que a aplicacao g — D(C,); é uma
representagao de G em g, isto é, um homomorfismo de G em Gl(g).
Defini¢ao B.3.2 Seja G C GI(V) um grupo de Lie e g sua dlgebra de Lie. A representagio
adjunta Ad : G — Gl(g) € dada por:

Ad(g): 9 — g
X — ng_1

Seja g uma dlgebra de Lie. Denotamos por ad a representacio ad : g — gl(g) dada por:

ad(X): g — ¢
Y — [X.Y]

Observacao: A representagao adjunta Ad é dada por Ad(g) = D(C))1. O

Proposigao B.3.3 Sejam G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b, respectivamente.
Se ¢ : G — H é um homomorfismo diferencidvel, entao D¢y : g — b é homomorfismo,
isto €,

Dy X, Y] =D X, Dp Y]

com o colchete invariante a direita ou a esquerda.

Demonstragao: Proposigao 5.16, pagina 110 de [23]. L]

Lema B.3.4 Para todo g € G, a representagio adjunta Ad(g) é um automorfismo.

Demonstragao: De acordo com a observagao acima, para cada g € G, temos que Ad(g) =
D(Cy); e, de acordo com a proposicao B.3.3, Ad(g) é, entdo, um homomorfismo de g. O fato

de ser automorfismo segue de que Ad(g)~' = Ad(g™1). U
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Definicao B.3.5 Dado X € gl(V), a exponencial ¢X é dada por:

X2 Xk
X— — . e — . o
et =T+X+ 2!-1— +k5!+ )

Definigao B.3.6 Dado X € gl(V'), o logaritmo log X ¢ dado por:

logX:(X_[>_(X;I)2+(X;I)3_(X;[>4+

O logaritmo de matrizes estd bem definido para matizes prozimas da identidade.

Lema B.3.7 Seja X € gl(V'). Entdo valem as relagoes:

1. %) = Ad(e¥);

2. ad(X) = 4 Ad(e™Y)
=0

Demonstragao: Segoes 3.32 e 3.46 de [26]. O

Definicao B.3.8 Dada uma representacao p de dimensao finita da dlgebra de Lie g, define-se

em g a forma trago 3, que € a forma bilinear simétrica dada por:
Bo(X,Y) = tra (p(X)p(Y)).

Para as representacoes adjuntas, a forma traco é denominada de forma de Cartan-Killing
da élgebra e sera denotada de maneira mais simples por (-,-) ou por (-, )4 quando se quiser

ressaltar a algebra g.

Como o trago de duas transformacoes lineares conjugadas é o mesmo, a forma traco
¢ invariante por conjugacoes. Em termos da algebra de Lie, essa invariancia se traduz nas

seguintes afirmacoes:

Proposicao B.3.9 As adjuntas dos elementos da dlgebra sio antissimétricas em relacio a
By, isto €,
Bol[X, Y], Z) + B,(Y, [X, Z]) = 0
para todo X,Y, Z € g.
Ja no caso especifico da forma de Cartan-Killing, tem-se (pX,0Y) = (X,Y) se ¢ é um

automorfismo de g.
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Demonstracao: Para a primeira afirmacao, note que

Bo(X, Y], Z2) = tra(p([X, Y])p(Z))

e o resultado segue. Ja no caso da forma de Cartan-Killing, notemos primeiro que se ¢ é um

automorfismo de g entao

ad(oX)(Y) = [¢X,Y]
= [0X, (67 (V)]
= ¢[X, 07 (V)]
= ¢ad(X)o~'(Y).

Ou seja, ad(¢pX) = pad(X)e~t. Logo,

(6X.6Y) = tra(ad($X)ad(6Y))
= tra((¢ad(X)¢~)(ad(Y)s ™)
— tra(oa < Jad(¥)e™)
— tra(go " ad(X) ad(Y))
— tra(ad(X)ad(Y))
— (X,Y).

Sejam V um espago vetorial real de dimensao finita, dimV = d < oo munido de
um produto interno e a algebra de Lie gl(V') dos operadores lineares de V. Consideremos

a subdlgebra sl(V) = {X € gl(V); tra(X) = 0}, onde X ¢é a matriz do operador em gl(V)
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numa base B de V. A forma de Cartan-Killing de sl(V') (veja secao 1.1.6, pagina 46 de [9]) é

dada por
(X,Y) =2dtra(XY).
Consideremos a aplicagao
0 : sl(V) — sl(V)

)

X — —X!

onde X' representa a matriz adjunta de X em relacdo ao produto interno de V.
Proposicao B.3.10 A aplicagio 0 é automorfismo de sl(V').

Demonstragao: Sejam X,Y € sl(V) e A € R. Temos que
X +AY)= (X +AY) = -X"— (YY) = X" \Y'=0(X) + \(Y).
Logo 6 é linear. Além disso, pelas propriedades da transposicao de matrizes, segue que

([X,Y]) = (XY -YX)=—(XY -YX) = —(XY) +(YX)
= “Y'X'+ X'Y'=0(X)0(Y) - 0(Y)I(X) = [0(X),0(Y)].

0J
Agora, consideremos a aplicacao (-,-)g : sl(V) x sl(V) — R definida por (X,Y) —

Proposicao B.3.11 Seja 6 o automorfismo da proposicao B.3.10.

1. (-,-)g € produto interno.

2. 0 € simétrica em relagio a (-,-)g.

3. 0% = Ila).

4. 1 e —1 sao os unicos autovalores de 6.

5. 0 ¢ diagonalizdvel.

Demonstracao:
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1. Uma vez que, para todos X,Y € sl(V) temos
(X,¥)g = —(X,0(V)) = (X,Y") = 2dtra(XY") = 2d[X][Y"] = 2d[X] p[V Ty
o resultado segue, pois [X|p[Y]4 é um produto interno no espago de matrizes.
2. Para X,Y € sl(V) segue que

0(X),Y)y = 2dtra((X)Y") = —2dtra(X'Y") = —2d tra((Y X)")
= —2dtra(YX) = —2dtra(XY) = 2d tra(X (=Y")")
= 2dtra(X0(Y)") = (X,0(Y))s.

3. Para X € sl(V) temos que

0%(X) = 0(0(X)) = 0(=X") = —0(X") = (X')" = X = I]qyp(X).

4. Pelo item 3 temos que 6% = I, logo (0 — I)(6 4+ I) = 0. Assim, o polindmio minimal de
0 tem trés possibilidades, a saber,
2) mole) =z — I,
b) my(z) =+ I ou
c) mo(z) = (x — I)(x+1I).
Note que se X € sl(V) é simétrica, entdao 0(X) = —X e, portanto, § # I, ou seja,
mg(z) # x — I. Analogamente, se X € s[(V) é antissimétrica, §(X) = X, ou seja,

0 # —1I e, dai, mg(x) # x + I. Portanto, mg(z) = (z — I)(z + I), donde concluimos

que os Unicos autovalores de # sdo 1 e —1.
5. Pelo item 2 temos que 6 é simétrica logo é diagonalizavel pelo Teorema Espectral.

U

Dessa maneira, obtemos a decomposigao de sl(V') em autoespagos associados aos autovalores

de 6. Ou seja, a decomposi¢ao
sl(V) = aut(0,1) ® aut(d, —1) = so(V) & s,

no espago dos operadores antissimétricos e simétricos. O produto interno (-, -)g é chamado

produto de Cartan.
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Proposicao B.3.12 Se sl(V) =so(V) @ s € uma decomposicio de s\(V') com automorfismo
6, entdo ad(X), X € so(V) é antissimétrica em relagio a (-,-)p enquanto que ad(Y),Y €5 é
simétrica. Além disso, s0(V') e s sao ortogonais tanto em relagio a forma de Cartan - Killing

() quanto a (-, +)g.

Demonstragao: Proposigao 12.22, pag. 345 de [23]. L]

Observagao: O produto de Cartan utilizado no capitulo 5 é a forma bilinear (-, )¢ que, por

questao de notagao, utilizamos apenas (-, -) omitindo o automorfismo 6. Ll
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