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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a dinâmica de fluxos induzidos por transformações lineares de
espaços vetoriais de dimensão finita em espaços projetivos, chamados de translações. A ideia
é descrever as componentes de Morse, da decomposição de Morse mais fina do fluxo, assim
como os conjuntos recorrente e recorrente por cadeias. Isso é feito por meio das componentes
de Jordan da decomposição de Jordan multiplicativa do fluxo. Ainda, estudamos o fibrado
tangente ao espaço projetivo e subfibrados vetoriais à ele que caracterizam a restrição do
fibrado tangente à cada componente de Morse. Com esse estudo iremos demonstrar que as
componentes de Morse, da decomposição de Morse mais fina, são normalmente hiperbólicas.
A generalização desse resultado, estudado sobre variedades flag, é abordado nos artigos
[5] e [20] por meio da linguagem da Teoria de Lie semissimples. Uma vez que espaços
projetivos são exemplos de variedades flag o estudo deste trabalho serve de exemplo dessa
teoria, cujo desenvolvimento é matricial, e não requer os mesmos argumentos de Teoria de
Lie semissimples.

Palavras-chave: Decomposição de Morse. Hiperbolicidade Normal. Espaço Projetivo.



ABSTRACT

In this work we study the dynamics of flows induced by linear transformations of finite
dimension vector spaces in projective spaces, called translations. The idea is to describe the
Morse components of the finest Morse decomposition of the flow, as well as the recurrent and
recurrent chain sets. This is done in terms of the Jordan components of the multiplicative
Jordan decomposition of the flow. Also, we study the tangent bundle to the projective space
and vector subbundles to it that characterize the tangent bundle restricted to each Morse
component. With this study we will demonstrate that the Morse components, of the finest
Morse decomposition, are normally hyperbolic. The generalization of this result, studied
about flag manifolds, is presented in the articles [5] and [20] through the language of the
semisimple Lie Theory. Since projective spaces are examples of flag manifolds, the study of
this work serves as an example of this theory, whose development is performed in matrix,
and does not require the same arguments as the semisimple Lie Theory.

Key-words: Morse Decomposition. Normal Hyperbolicity. Projective Space
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1 INTRODUÇÃO

O estudo acerca dos sistemas dinâmicos surge da Mecânica e sua necessidade em
estudar equações diferencias onde cada ponto do espaço de fase X determina uma possível
configuração do sistema e, dessa forma, o fluxo tem a função de descrever a maneira pela
qual essa configuração atua, isto é, se modifica, ao longo do tempo. Essa descrição se dá
por meio das órbitas de cada ponto e seu possível comportamento recorrente. Em meio à
algumas dificuldades de realizar tal análise, ferramentas e conjuntos são definidos e estudados
com o objetivo de auxiliar nessa descrição. Para um fluxo induzido por uma transformação
linear de um espaço vetorial de dimensão finita, podemos estudar a ação correspondente no
no espaço projetivo e, sendo este um espaço métrico compacto, obtemos diversas técnicas
para descrever o comportamento do fluxo. Neste trabalho estudaremos o caso específico de
fluxos induzidos pela ação de grupos lineares no espaço projetivo em que esses grupos são,
além de topológicos, grupos de Lie.

Nos artigos [5] e [20] é estudado a dinâmica de fluxos lineares induzidos por ações
diferenciáveis de um grupo linear G sobre variedades flag generalizadas F. Tomando g a
álgebra de Lie de G denota-se por gt o fluxo em tempo contínuo induzido por X ∈ g, a saber,
gt = exp(tX) e para o fluxo em tempo discreto temos que gt é t−iterada de g ∈ G. No
primeiro artigo é feito uma descrição das componentes de Morse, da decomposição de Morse
mais fina, do conjunto recorrente e do conjunto recorrente por cadeias e, no segundo, mostra-
se que as componentes de Morse, da decomposição de Morse mais fina, são normalmente
hiperbólicas. Isso é feito utilizando as decomposições de grupos e álgebras de Lie semissimples
(veja [6], [8], [19], [22] e [23]) e a decomposição de Jordan do fluxo (veja [6], [18] e [19]).
Seguindo em grande parte o estudo destes artigos o principal objetivo deste trabalho é estudar
a dinâmica de fluxos induzidos por operadores lineares em espaços projetivos, que é um
exemplo de variedade flag. Nesse sentido descrevemos as componentes de Morse, o conjunto
recorrente e o conjunto recorrente por cadeias, nesse exemplo. Além disso, mostramos que as
componentes de Morse são normalmente hiperbólicas. Uma vantagem de estudar esse exemplo
é que, nesse caso, evitamos a linguagem e os resultados da Teoria de Lie semissimples.

Uma vantagem de estudar Decomposição de Morse, é expressar a transiência e a
recorrência do sistema de maneira equivalente à função de Lyapunov no sentido de que
se tivermos uma função de Lyapunov para a decomposição de Morse mais fina, as órbitas
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onde essa função tem valor constante (os platôs) são a parte recorrente do sistema. Nesse
contexto, o conceito de recorrência por cadeias surge quando estudamos condições para que
um determinado ponto deva necessariamente pertencer à alguma componente de Morse e
um ponto que é recorrente por cadeias é tal que qualquer que seja a função de Lyapunov
definida, esta função deverá ser constante em toda a órbita deste ponto. Essa relação entre
decomposição de Morse e função de Lyapunov é apresentada em [24]. Por outro lado, o
estudo da hiperbolicidade normal das componentes de Morse é uma generalização natural da
hiperbolicidade de um ponto fixo, uma vez que, análogo ao Teorema de Hartan-Grobman,
garante a existência de uma linearização numa vizinhança da componente de Morse. Este
estudo, sobre variedades invariantes, é apresentado em [21].

A seguir descrevemos cada capítulo da dissertação.

No Capítulo 2, introduzimos os principais conceitos que serão utilizados nesse trabalho.
Formalizamos o conceito de fluxo e estudamos a dinâmica pelo aspecto topológico. Para
a análise geral do fluxo introduzimos o conceito de conjuntos limites para descrever o que
chamamos de comportamento assintótico das órbitas e nossa primeira classe de recorrência
o conjunto R dos pontos recorrentes. Estudamos os conceitos de recorrência mais gerais
através da generalização de trajetórias abordada por Conley [4] que nos leva à noção de
conjuntos transitivos por cadeias e, para uma dada relação entre os pontos do espaço de
fase, identificamos o conjunto onde essa relação é de equivalência, a saber, o conjunto RC

dos pontos recorrentes por cadeias. A última seção deste capítulo dedica-se ao estudo desses
conjuntos transitivos por cadeias e suas propriedades.

No Capítulo 3, definimos uma coleção de subconjuntos invariantes do espaço topológico
que capturam o comportamento do fluxo em tempo positivo e negativo. Essa coleção é
denominada Decomposição de Morse. Estudamos sua estrutura e propriedades estabelecendo
uma ordem entre os elementos dessa coleção chamados componentes de Morse. Baseando-se
ainda no trabalho de Conley [4] introduzimos o conceito de Atratores e Repulsores que
colaboram no estudo das trajetórias quando t → ±∞. A seção 3.2 apresenta a relação
intrínseca entre esses dois conceitos caracterizando uma decomposição de Morse em termos
de atratores e repulsores (Teorema 3.2.1). Ainda, semelhante à noção de refinamento de
topologias, apresentamos o conceito de uma decomposição de Morse ser mais fina que outra
e, dentre tantas decomposições, o conceito da decomposição de Morse mais fina para o fluxo.
As condições para a existência da decomposição de Morse mais fina e a descrição de suas
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componentes são relacionadas ao conjunto recorrente por cadeias e suas componentes conexas
como apresentado no Teorema 3.2.11.

No Capítulo 4, definimos o espaço projetivo P(V ) associado a um espaço vetorial
de dimensão finita e algumas de suas propriedades topológicas. Na seção 4.2 introduzimos
brevemente o conceito de decomposição de Jordan onde, através da decomposição de Jordan
aditiva de X ∈ g, o fluxo induzido para g ∈ G é decomposto na forma multiplicativa de
Jordan por gt = ethtut. Já na seção 4.3 iniciamos o estudo da dinâmica de translações
no espaço projetivo onde a ação correspondente ao fluxo é apresentada em mais detalhes
no capítulo 5. Para descrever o comportamento do fluxo estudamos o comportamento das
suas componentes de Jordan em especial as componentes elíptica e hiperbólica. Na última
seção determinamos uma decomposição de Morse em função dos autoespaços associados à
componente hiperbólica do fluxo além de exibir seus espaços estável e instável para finalmente
descrevermos os conjunto recorrente e recorrente por cadeias em função das componentes de
Jordan do fluxo e, em particular, obtendo a decomposição de Morse mais fina.

No Capítulo 5, estudamos os conceitos de ação diferenciável de um grupo de Lie G
numa variedade F e seus elementos como órbita da ação e grupo de isotropia. Identificamos
o espaço projetivo como uma variedade diferenciável por meio da linguagem de espaço
homogêneo através da ação transitiva de G ∈ {Sl(V ), SO(V )} em P(V ) e caracterizamos o
espaço tangente à cada ponto de P(V ) por meio de uma ação infinitesimal (veja definição
5.1.6). Apresentados esses conceitos, o objetivo desse capítulo é descrever as componentes de
Morse da decomposição de Morse mais fina e os espaços estável e instável como órbitas de
um ponto em P(V ) por meio do conjunto estabilizador da componente de Jordan h em G, o
conjunto Gh. Ainda, introduzimos algumas subálgebras de Lie de sl(V ) e relações entre elas
que são importantes para o estudo de fibrado vetorial.

Finalmente, no Capítulo 6, introduzimos o conceito de Hiperbolicidade Normal de uma
variedade invariante com base nos estudos apresentados em [7], [19], [20], e [21]. Determinamos
uma métrica Riemanniana apropriada em P(V ) e com isso o produto interno de Cartan em
TxP(V ). Introduzimos o conceito de espaço de raízes e os funcionais lineares que são os
autovalores da adjunta de um operador cuja representação matricial é diagonal. Com esses
conceitos determinamos explicitamente os subfibrados vetoriais do fibrado tangente T (P(V ))
sobre cada componente de Morse onde, cada um desses subfibrados é determinado através
da ação infinitesimal do capítulo 5, sua relação com a caracterização do espaço tangente
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à cada ponto de P(V ) e a descrição das componentes de Morse via órbitas da ação. O
resultado principal desse capítulo garante que cada componente de Morse da decomposição
de Morse mais fina para as translações no espaço projetivo são normalmente hiperbólicas
(veja o Teorema 6.0.16).
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2 DINÂMICA TOPOLÓGICA

Neste capítulo analisaremos o conceito de sistemas dinâmicos e veremos algumas das
ferramentas pelas quais podemos descrever, de certo modo, seu comportamento no espaço
estudado ao longo de suas trajetórias para cada um de seus pontos. Inicialmente definimos o
conceito de fluxos e órbitas e, a partir daí, estudamos conceitos de recorrência como pontos
fixos, periódicos, invariância pelo fluxo, conjuntos limites e recorrência por cadeias. O presente
capítulo baseia-se, principalmente, nas referências [1] e [3].

2.1 Fluxos

Definição 2.1.1 Um fluxo (ou sistema dinâmico) sobre um espaço topológico X é uma
função contínua φ : R×X −→ X tal que:

(i) φ(t, ·) : X −→ X é um homeomorfismo para cada t ∈ R, e

(ii) φ(t+ s, x) = φ(s, φ(t, x)) para todo x ∈ X e todos s, t ∈ R.

O espaço topológico X é o espaço de fase (ou espaço estado) do fluxo φ. Por um abuso de
linguagem, também dizemos que φt é um fluxo sobre X.

Proposição 2.1.2 Se φt é um fluxo sobre o espaço topológico X, então

(i) φ(0, ·) é a aplicação identidade sobre X, e

(ii) Para todo t ∈ R, temos que (φt)−1 = φ−t.

Demonstração:

(i) Pela definição 2.1.1(ii), para todo x ∈ X,

φ0(x) = φ0(φ0(x)).

Uma vez que φ0 é, em particular, injetiva, segue que φ0(x) = x, para todo x ∈ X.
Portanto, φ0 é a aplicação identidade sobre X.
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(ii) De acordo com a definição 2.1.1(i), a aplicação φt é invertível para cada t ∈ R. Pelo
item (ii) da definição 2.1.1, segue que

φt(φ−t(x)) = φ−t(φt(x)) = φ0(x) = x

para todo x ∈ X e todo t ∈ R. Portanto, (φt)−1 = φ−t para cada t ∈ R.

Exemplos:

1. Seja A uma matriz real n× n. Considere a equação diferencial linear

·
x = Ax

sobre R. O fluxo φt : Rn −→ Rn associado a essa equação diferencial é

φt(x) = eAtx

onde a exponencial de matriz é a matriz definida em B.3.5.

2. Considere a equação diferencial logística

·
x = x(1− x)

sobre [0, 1]. O fluxo φt : [0, 1] −→ [0, 1] correspondendo à equação logística é

φt(x) = xet

1 + x(et − 1) .

3. Seja gl(n) o espaço das matrizes reais n× n e considere A ∈ gl(n). Por A definimos a
curva g(t) = etA em Gl(n), onde Gl(n) é o espaço das matrizes reais n× n invertíveis.
Esta curva, induz um fluxo sobre a esfera Sn−1 = {x ∈ Rn; ‖x‖ = 1} da seguinte
maneira:

φ : R× Sn−1 −→ Sn−1

(t, x) 7−→ g(t)x
‖g(t)x‖

.
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Definição 2.1.3 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico X. Para um subconjunto
A ⊂ X, define-se a órbita de A em relação à φt como o conjunto

O(A) = {φt(x); t ∈ R e x ∈ A}.

A órbita positiva e a órbita negativa são os conjuntos

O+(A) = {φt(x); t ≥ 0 e x ∈ A} e O−(A) = {φt(x); t ≤ 0 e x ∈ A}.

Quando A = {x}, escrevemos a órbita de A apenas como O(x) = {φt(x); t ∈ R}.

Pela definição 2.1.3, podemos perceber que a órbita de um elemento x ∈ X é a imagem
do caminho φ(·, x) : R −→ X.

Proposição 2.1.4 A órbita, a órbita positiva e a órbita negativa de um ponto em relação a
um fluxo são conexas por caminhos e, consequentemente, conexas.

Demonstração: Seja φt um fluxo sobre um espaço topológicoX. Uma vez que φ(·, x) : R −→ X

é contínua e R é conexo por caminhos, sua imagem O(x) = {φt(x); t ∈ R} é um conjunto
conexo por caminhos. Analogamente O+(x) e O−(x) são conexos por caminhos. Consequen-
temente, são conexos uma vez que todo conjunto conexo por caminhos é, também, conexo.

2.2 Conjuntos Invariantes

Nessa seção veremos uma classe de conjuntos específicos, os conjuntos invariantes, e
algumas de suas propriedades.

Definição 2.2.1 Seja φt um fluxo sobre o espaço topológico X. Um subconjunto A ⊂ X

é positivamente invariante por φt se φt(A) ⊆ A para todo número real positivo, isto é,
O+(A) ⊆ A. Analogamente, A é dito negativamente invariante por φt se O−(A) ⊆ A.
Um subconjunto A ⊂ X é dito invariante por φt se A é positivamente e negativamente
invariante; neste caso, O(A) ⊆ A.

Observação: Se A é invariante por φt, então φt restrito a A é um fluxo sobre A. Além
disso, A é invariante se, e somente se, φt(A) = A, para todo t ∈ R. De fato, se φt(A) ⊂ A
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para todo t ∈ R, aplicando φt em ambos os lados de φ−t(A) ⊂ A teremos que, para todo t,
A = φt(φ−t(A)) ⊂ φt(A), ou seja, A = φt(A) para todo t ∈ R.

Proposição 2.2.2 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico X.

(i) O complemento de qualquer conjunto que é (positivamente, negativamente) invariante
por φt é (negativamente, positivamente) invariante por φt.

(ii) A interseção e a união de qualquer coleção de conjuntos que são invariantes pelo fluxo
é invariante pelo fluxo.

(iii) O fecho de um conjunto que é (positivamente, negativamente) invariante por φt é
(positivamente, negativamente) invariante por φt.

Demonstração:

(i) Seja A um subconjunto de X que é positivamente invariante por φt. Se X \ A não
é negativamente invariante por φt, então existe x ∈ X \ A e τ ∈ R, tal que τ < 0
e φτ (x) /∈ X \ A, ou seja, φτ (x) ∈ A. Consequentemente, x = φ−τ (φτ (x)) ∈ A,
contradizendo o fato de que x ∈ X \ A. Portanto, X \ A é negativamente invariante
por φt.
As demonstrações das outras duas afirmações são análogas.

(ii) Seja {Aλ}λ∈Λ uma coleção de subconjuntos de X invariantes por φt. Sejam x ∈
⋂
λ∈Λ

Aλ,

y ∈
⋃
λ∈Λ

Aλ e τ ∈ R. Por um lado, para cada λ ∈ Λ, o ponto φτ (x) ∈ Aλ já que x ∈ Aλ

e Aλ é invariante. Logo, φτ (x) ∈
⋂
λ∈Λ

Aλ. Portanto
⋂
λ∈Λ

Aλ é invariante por φt.

Por outro lado, segue que y ∈ Aλ′ para algum λ′ ∈ Λ. Sendo Aλ′ invariante, temos que
φτ (y) ∈ Aλ′ ⊂

⋃
λ∈Λ

Aλ. Portanto,
⋃
λ∈Λ

Aλ é invariante por φt.

(iii) Se A é positivamente invariante por φt, então é suficiente mostrar que o conjunto dos
pontos limites de A é positivamente invariante por φt. Sejam x um ponto limite de
A, τ > 0 e U ⊂ X um aberto contendo φτ (x). Pela continuidade de φτ , o conjunto
φ−τ (U) é aberto e contém x. Como x é ponto limite de A, existe y ∈ A ∩ φ−τ (U).
Como A é positivamente invariante, φτ (y) ∈ A∩ U . Assim, φτ (x) é um ponto limite de
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A. Portanto, A é positivamente invariante por φt. Para A negativamente invariante, a
prova é análoga.

Agora, se A é invariante então, por definição, A é positivamente e negativamente
invariante por φt. Pelo parágrafo anterior, segue que A é invariante por φt.

2.3 Recorrência

Um dos objetivos de estudar sistemas dinâmicos é descrever o eventual comportamento
das órbitas de uma aplicação ou fluxo. Se φt : X −→ X é um fluxo, então nosso objetivo
central é compreender o comportamento de φt(x) com t→ ±∞ para cada x ∈ X.

Soluções de equações diferenciais frequentemente tendem para soluções de equilíbrio
ou soluções periódicas em tempo positivo ou negativo. Uma solução de equilíbrio ou solução
periódica apresenta recorrência no sentido que retornam para suas condições iniciais com
frequência. Contudo, soluções de equações diferenciais também podem tender à soluções
que apresentam comportamento recorrente mais complicado. Para descrever esses tipos mais
complicados de comportamento assintótico buscamos compreender mais intrinsecamente
formas de recorrência. Dessa maneira estudaremos nessa seção diversos tipos de recorrência
e algumas das relações existentes entre esses conjuntos recorrentes. Para um estudo mais
aprofundado de recorrência veja [1] e para complementar tal estudo veja [3].

2.3.1 Pontos Fixos e Pontos Periódicos

Definição 2.3.1 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico X. Um ponto x ∈ X é um
ponto fixo (ou ponto de equilíbrio) de φt se φt(x) = x para todo t ∈ R. O conjunto de
todos os pontos fixos é denotado por Fix(φt).

Proposição 2.3.2 Seja f um campo vetorial diferenciável sobre uma variedade F . Se
φt : F −→ F é um fluxo diferenciável satisfazendo:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt(x) = f(x)

para todo x ∈ F , então Fix(φt) = {x ∈ F ; f(x) = 0}.
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Demonstração: Se x é um ponto fixo de φt, então φt(x) = x para todo t ∈ R e

f(x) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt(x) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

x = 0.

Reciprocamente, se x ∈ F é tal que f(x) = 0, então φt(x) = x para todo t ∈ R é uma solução
para a equação diferencial

·
y = f(y)

com a condição inicial y(0) = x. Sendo f diferenciável, o Teorema de Existência e Unicidade
para equações diferenciais ordinárias garante que essa solução é única. Assim, x é um ponto
fixo de φt. Portanto, os pontos fixos de φt são exatamente os zeros de f .

Exemplos:

1. Seja A ∈ gl(n). Pela proposição 2.3.2 o conjunto dos pontos fixos do fluxo correspondente
à equação diferencial linear ·x = Ax sobre Rn é o núcleo da transformação linear que A
representa.

2. Considerando a equação diferencial logística ·x = x(1− x) sobre [0, 1], pela proposição
2.3.2, os pontos fixos do fluxo correspondentes são exatamente os zeros da função
f(x) = x(1− x). Portanto,

Fix(φt) = {0, 1}.

3. Consideremos a equação diferencial

·
θ = sen2(θ)

na coordenada angular θ sobre S1. Pela proposição 2.3.2, os pontos fixos do fluxo são
os pontos com coordenadas angulares 0 e π.

4. Seja Y ∈ gl(2). Consideremos o fluxo sobre a esfera S1 induzido pela curva g(t) = etY

em Gl(2), dado por:
φ : R× S1 −→ S1

(t, x) 7−→ g(t)x
‖g(t)x‖

.

Para Y =

 2 0
0 1

 teremos etY =

 e2t 0
0 et

.
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Figura 1 – Fluxo em S1 induzido pela curva etY para t > 1.

Fonte: [24]

O fluxo φt é como esboçado na Figura 1, acima. Os pontos fixos A = (0, 1), A′ = (0,−1),
B = (−1, 0) e B′ = (1, 0) são determinados através do cálculo direto de

g(t)x
‖g(t)x‖ = x,

para todo x ∈ S1 e todo t ∈ R.

5. Considere o sistema não linear
·
x = −y + x(1− x2 − y2)
·
y = x+ y(1− x2 − y2)

.

Fazendo substituição em coordenadas polares, chegamos à solução do sistema como
sendo (x(t), y(t)) = (0, 0) para todo t ∈ R ou

(x(t), y(t)) = r(t)(cos(t+ θ0), sen(t+ θ0)),

com θ0, c ∈ R e r(t) = 1√
1+ce−2t .

Com a condição inicial em que θ0 = 0 analisamos as situações. Se c = 0 temos a
circunferência (x, y) = (cos t, sen t) anti-horária. Se c < 0 então temos r(t) < 1 para
todo t. Se c > 0 então r(t) > 1 para todo t. As órbitas, portanto, são como esboçadas
na Figura 2, abaixo.
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Figura 2 – Órbitas correspondentes à c < 0, c = 0 e c > 0.

Fonte: [17]

6. Considerando o fluxo ϕ : R× R2 −→ R2 gerado pelo sistema não linear
·
x = −y + x(1− x2 − y2)
·
y = x+ y(1− x2 − y2)

,

iremos definir um sistema dinâmico na esfera

S2
1
2

=
{
x = (x1, x2, x3) ⊂ R3; (x1)2 + (x2)2 +

(
x3 −

1
2

)2
= 1

4

}
⊂ R3

de raio 1
2 , centrada em

(
0, 0, 1

2

)
e com a topologia métrica induzida de R3.

Sejam N = (0, 0, 1) e S = (0, 0, 0) o pólo norte e o pólo sul de S2
1
2
, respectivamente.

Tomemos a projeção estereográfica

ρ : S2
1
2

−→ R2

(x1, x2, x3) 7−→
(

x1
1−x3

, x2
1−x3

) ,
e consideremos a aplicação F : R× S2

1
2
−→ S2

1
2
dada por

F (t, x) = ρ−1 ◦ ϕ ◦ (idR × ρ) (t, x).

Como F é uma composição de homeomorfismos, temos que F é homeomorfismo. Além
disso, para todo x ∈ S2

1
2
\ {N} e t, s ∈ R segue que

F (0, x) = ρ−1 ◦ ϕ(0, ρ(x)) = ρ−1((x)) = x,
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e

F (t, F (s, x)) = ρ−1 ◦ ϕ ◦ (idR × ρ)
(
t, ρ−1 ◦ ϕ(s, ρ(x))

)
= ρ−1 ◦ ϕ(t, ϕ(s, ρ(x)))

= ρ−1 ◦ ϕ(t+ s, ρ(x))

= ρ−1 ◦ ϕ ◦ (idR × ρ)(t+ s, x)

= F (t+ s, x).

Agora, definimos em S2
1
2
o fluxo φ : R× S2

1
2
−→ S2

1
2
dado por

φ(t, x) =

 F (t, x) se x 6= N

N se x = N
.

Figura 3 – Fluxo do plano para a esfera.

Fonte: [25]

Nesse sistema, os pontos N e S são os pontos fixos. Na Figura 3, acima, podemos
analisar o fluxo no plano e na esfera. Como se pode perceber, inicialmente os pontos
da esfera S2

1
2
são projetados no plano, estes seguem as órbitas conforme o exemplo

5 e, por fim, essa trajetória é trazida à esfera novamente pela inversa da projeção
estereográfica, descrevendo as trajetórias na esfera conforme a figura. Vale ressaltar
que por cálculo direto obtém-se que o equador E da esfera S2

1
2
é projetado no círculo

unitário (cos(t), sen(t), 0) no plano xy.
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Definição 2.3.3 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico X. Um ponto x ∈ X é um
ponto periódico de φt se existe número real positivo τ ∈ R tal que φτ (x) = x. O período
de um ponto periódico x é o número real dado por

inf{τ > 0; φτ (x) = x}.

O conjunto dos pontos periódicos de φt é denotado por Per(φt).

Proposição 2.3.4 Seja φt um fluxo. Se p é um ponto periódico de φt com período T e {p}
é um conjunto fechado, então φT (p) = p.

Demonstração: Seja A = {τ > 0; φτ (p) = p}. Pela definição de período, T = inf A e, então,
T ∈ A. Como {p} é fechado, (T, p) ∈ A×{p} =

(
A× {p}

)
. Sendo φ contínua e {p} fechado,

φT (p) = φ(T, p) ∈ φ(A× {p}) ⊂ φ(A× {p}) = {p} = {p}.

Portanto, φT (p) = p.

Proposição 2.3.5 Fix(φt) ⊆ Per(φt).

Demonstração: Se x é um ponto fixo de um fluxo, então φt(x) = x para todo t ∈ R e, assim,
0 = inf{τ > 0; φτ (p) = p} é o período de x. Portanto, todo ponto fixo é um ponto periódico
com período 0.

Exemplos:

1. Consideremos a matriz A =

 0 −1
1 0

 e a equação linear diferencial

·
x = Ax

sobre R2. pelo Exemplo 1 da página 17 o fluxo associado com essa equação diferencial
é φt = eAtx. Usando a definição de exponencial de matrizes B.3.5 mostra-se que

eAt =

 cos t − sen t
sin t cost

 .
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Portanto, φt(x) =

 cos t − sen t
sin t cost

x. Uma vez que sen t e cos t são funções periódicas

e ambas têm período 2π, cada ponto de R2 é ponto periódico de φt com período 2π.

2. Conforme esboçadas, na Figura 2, as órbitas dos pontos de R2 do Exemplo 5 da página
22, temos que todo ponto pertencente ao círculo unitário S1 = {x ∈ R2; ‖x‖ = 1} é
ponto periódico.

2.3.2 Conjuntos Limites

A análise global de sistemas dinâmicos se inicia com conjuntos limites, isto é, com a
questão, aonde as trajetórias vão para t→ ±∞. Nesse contexto são introduzidos os conjuntos
α− e ω−limites para capturar o eventual comportamento de φt(x) em tempos negativo e
positivo.

Definição 2.3.6 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico Hausdorff X. Considere um
subconjunto Y ⊂ X. O conjunto α−limite de Y é definido como

α(Y ) =
{
z ∈ X ; ∃ (xn) em Y e tn → −∞ em R com lim

n→+∞
φ(tn, xn) = z

}
,

e analogamente o conjunto ω−limite de Y é definido como

ω(Y ) =
{
z ∈ X ; ∃ (xn) em Y e tn → +∞ em R com lim

n→+∞
φ(tn, xn) = z

}
.

Quando o conjunto Y consistir de um único ponto x, Y = {x}, apenas escrevemos os
conjuntos limites como α(x) e ω(x), respectivamente.

Proposição 2.3.7 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico Hausdorff X. Se p ∈ Per(φt),
então

(i) O(p) é compacta e fechada.

(ii) α(p) = ω(p) = O(p).

Demonstração:
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(i) Seja T o período de p. Uma vez que [0, T ] é compacto e φ(·, p) : R −→ X é contínua,
φ([0, T ], p) = O(p) é compacto. Como O(p) ⊂ X e X é Hausdorff, segue que O(p) é
fechada.

(ii) Uma vez que O(p) é fechada conforme o item (i), O(p) contém todos os seus pontos
limites. Assim, α(p) ⊆ O(p) e ω(p) ⊆ O(p).

Por outro lado, se x ∈ O(p), então existe um número real τ tal que x = φτ (p). Se T é
o período de p, então

lim
n→+∞

φτ±nT (p) = lim
n→+∞

φτ (φ±nT (p)) = φτ (p) = x.

Assim, x ∈ α(p) e x ∈ ω(p). Consequentemente, O(p) ⊆ α(p) e O(p) ⊆ ω(p).

Proposição 2.3.8 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico de Hausdorff X. Seja x ∈ X.

(i) Se y ∈ O(x), então ω(y) = ω(x) e α(y) = α(x).

(ii) Se A ⊆ X é fechado e positivamente invariante e x ∈ A, então ω(x) ⊆ A. Se A ⊆ X é
fechado e negativamente invariante e, x ∈ A, então α(x) ⊆ A.

(iii) Seja (X, d) um espaço métrico. Se O+(x) está contida em um subconjunto compacto de
X, então

lim
t→+∞

d(φt(x), ω(x)) = 0.

Se O−(x) está contida em um subconjunto compacto de X, então

lim
t→+∞

d(φ−t(x), α(x)) = 0.

(iv) Se A ⊂ B, então ω(A) ⊂ ω(B).

(v) Se A,B ⊂ X, então ω(A ∪B) = ω(A) ∪ ω(B).

Demonstração: Iremos demonstrar os resultados apenas para o conjunto ω−limite uma vez
que para o caso α−limite a demonstração é análoga.
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(i) Se y ∈ O(x), então y = φτ (x) para algum τ ∈ R. Se z ∈ ω(x), então existe uma
sequência (tn) de números reais tal que tn → +∞ quando n→ +∞ e

z = lim
n→+∞

φtn(x) = lim
n→+∞

φtn(φ−τ (y)) = lim
n→+∞

φtn−τ (y).

Uma vez que tn − τ → +∞ quando n→ +∞, obtemos z ∈ ω(y).

Por outro lado, se z ∈ ω(y), então existe uma sequência tn → +∞ quando n→ +∞ e

z = lim
n→+∞

φtn(y) = lim
n→+∞

φtn(φτ (x)) = lim
n→+∞

φtn+τ (x).

Como tn + τ → +∞ quando n→ +∞ temos que z ∈ ω(x). Portanto, ω(x) = ω(y).

(ii) Seja x ∈ A. Uma vez que A é positivamente invariante, O+(x) ⊆ A. Como A é fechado,
A contém todos os pontos limites de O+(x). Portanto, ω(x) ⊆ A.

(iii) Suponhamos, por contradição, que lim
t→+∞

d(φt(x), ω(x)) 6= 0. Logo, existem δ > 0 e uma
sequência (tn) de números reais tal que tn → +∞ quando n→ +∞ e d(φtn(x), ω(x)) ≥ δ,
para todo n ∈ N.

Como O+(x) está contida em um subconjunto compacto de X, a sequência (φtn(x)) tem
um ponto limite z /∈ ω(x), pois do contrário existiria n0 ∈ N tal que d(φtn(x), ω(x)) < δ

para todo n ≥ n0. Mas z ∈ ω(x) pela definição do conjunto ω−limite de x. Isso é uma
contradição. Portanto, lim

t→+∞
d(φt(x), ω(x)) = 0.

(iv) Sejam A,B ⊂ X tais que A ⊂ B. Seja z ∈ ω(A). Logo, existem sequências (xn) em A

e (tn) em R tais que tn → +∞ e lim
n→∞

φ(tn, xn) = z. Uma vez que A ⊂ B, segue que
(xn) é sequência em B e, consequentemente, z ∈ ω(B). Portanto, ω(A) ⊂ ω(B).

(v) Seja z ∈ ω(A) ∪ ω(B). Suponhamos, sem perda de generalidade, que z ∈ ω(A). Logo,
existem sequências (xn) em A e (tn) em R tais que tn → +∞ e lim

n→+∞
φ(tn, xn) = z.

Note que, como A ⊂ A∪B, então (xn) é sequência em A∪B e, portanto, z ∈ ω(A∪B).

Reciprocamente, seja z ∈ ω(A ∪ B). Logo, existem sequências (xn) em A ∪ B e (tn)
em R tais que tn → +∞ e lim

n→+∞
φ(tn, xn) = z. Observe que, como (xn) é sequência em

A ∪B, existem infinitos elementos de (xn) em A ou em B; sem perda de generalidade
suponhamos que seja em A. Logo, a subsequência (xnj) formada por esses elementos é
tal que lim

nj→+∞
φ(tnj , xnj) = z e, portanto, z ∈ ω(A) ⊂ ω(A) ∪ ω(B).
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Proposição 2.3.9 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico de Hausdorff X que satisfaz
o primeiro axioma de enumerabilidade. Seja x ∈ X.

(i) Se A ⊂ X, então

ω(A) =
⋂
T≥0
{φt(A) ; t ≥ T} e α(A) =

⋂
T≥0
{φ−t(A) ; t ≥ T}.

(ii) Se A ⊂ X, então ω(A) e α(A) são fechados e invariantes.

(iii) Se O+(x) está contida em um subconjunto compacto de X, então ω(x) é não vazio,
compacto e conexo. Se O−(x) está contido num subconjunto compacto de X, então α(x)
é não vazio, compacto e conexo.

(iv) Se y ∈ ω(x), então ω(y) ⊆ ω(x), e α(y) ⊆ ω(x). Se y ∈ α(x), então α(y) ⊆ α(x) e
ω(y) ⊆ α(x).

Demonstração: Análogo à proposição 2.3.8, demonstraremos os resultados para ω−limite e a
demonstração para o conjunto α−limite é análoga.

(i) Seja y ∈ ω(A). Pela definição de conjunto ω−limite,

y ∈ {φt(A) ; t ≥ T} para cada T ≥ 0.

Assim, ω(A) ⊆
⋂
T≥0
{φt(A) ; t ≥ T}.

Seja y ∈
⋂
T≥0
{φt(A) ; t ≥ T}. Em particular, para cada n ∈ N, y ∈ {φt(A) ; t ≥ n}.

Uma vez que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, existe uma base
enumerável {Uk}k∈N para y. Para cada n ∈ N o conjunto Bn =

n⋂
k=1

Uk é uma vizinhança

de y. Então, para cada n ∈ N, existe um número real tn ≥ n e um elemento xn ∈ A
tal que φtn(xn) ∈ Bn. Temos que tn → +∞ quando n → +∞. Vamos mostrar que
y = lim

n→+∞
φtn(xn).

Seja V uma vizinhança de y. Já que {Uk}k∈N é uma base para y, existe n0 ∈ N tal que
Un0 ⊆ V . Assim,

φtn(xn) ∈ Bn ⊆ Bn0 ⊆ Un0 ⊆ V

para todo n ≥ n0 e, então, y = lim
n→+∞

φtn(xn). Daí, y ∈ ω(A).
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Portanto, como X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, então

ω(A) =
⋂
T≥0
{φt(A) ; t ≥ T}.

(ii) Pelo item (i), para A ⊆ X, os conjuntos ω(A) e α(A) são interseções de conjuntos
fechados. Portanto, ω(A) e α(A) são fechados.

Se y ∈ ω(A), então existe uma sequência (tn) de números reais tais que tn → +∞
quando n→ +∞ e uma sequência (xn) de elementos de A tais que y = lim

n→+∞
φtn(xn).

Assim,
φτ (y) = lim

n→+∞
φτ (φtn(xn)) = lim

n→+∞
φtn+τ (xn)

para cada τ ∈ R. Como tn + τ → +∞ quando n → +∞, temos que φτ (y) ∈ ω(A).
Portanto, ω(A) é invariante.

(iii) Se O+(x) está contida em um subconjunto compacto de X, então {φt(x) ; t ≥ T} é
compacto para cada T ≥ 0. Além disso, os conjuntos {φt(x) ; t ≥ T} são conexos para
cada T ≥ 0 já que são as imagens dos conjuntos conexos [T,∞) pela função contínua
φ(·, x) : R −→ X.

Por (i), para A = {x},
ω(x) =

⋂
T≥0
{φt(x) ; t ≥ T}.

Desse modo, ω(x) é a interseção de conjuntos compactos, conexos e encaixados. Portanto,
pela Propriedade de Cantor (proposição A.0.5), ω(x) é não vazio, compacto e conexo.

(iv) Seja y ∈ ω(x). O conjunto ω(x) é fechado e invariante por (ii). Então ω(y) ⊆ ω(x) e,
pela proposição 2.3.8(ii), α(y) ⊆ ω(x).

Lema 2.3.10 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico X que satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade.

(i) Se A ⊂ X, então ω(A) = ω(A);

(ii) Se A ⊂ X é fechado e invariante, então ω(A) = A = α(A).

(iii) Para todo t ∈ R, ω(φt(A)) = ω(A) e α(φt(A)) = α(A).
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Demonstração:

(i) Primeiramente, observemos que para T ≥ 0

{φt(A); t ≥ T} ⊂ {φt(A); t ≥ T}

⊂ {φt(A); t ≥ T}

⊂ {φt(A); t ≥ T}

= {φt(A); t ≥ T}

Portanto, {φt(A); t ≥ T} = {φt(A); t ≥ T}. Desse modo,

ω(A) =
⋂
T≥0
{φt(A); t ≥ T} =

⋂
T≥0
{φt(A); t ≥ T} = ω(A).

(ii) Como A é fechado e invariante, segue da observação da página 18 que:

ω(A) =
⋂
T≥0
{φt(A); t ≥ T} =

⋂
T≥0
{A; t ≥ T} =

⋂
T≥0

A =
⋂
T≥0

A = A.

De maneira análoga temos que α(A) = A.

(iii) A afirmação é válida, pois, para T ≥ 0,

{φt(φs(A)); t ≥ T} = {φt+s(A); t+ s ≥ T} e R = R + s.

Portanto,

ω(φs(A)) =
⋂
T≥0
{φt(φs(A)); t ≥ T}

=
⋂
T≥0
{φt+s(A); t ≥ T}

=
⋂

T+s≥0
{φt′(A); t′ ≥ T + s}

=
⋂
T≥0
{φt(A); t ≥ T} = ω(A),

onde t′ = t+ s. Analogamente teremos α(φt(A)) = α(A).
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Definição 2.3.11 Seja φt um fluxo sobre um espaço topológico Hausdorff X. Um ponto
x ∈ X é dito ω−recorrente ou, simplesmente, recorrente em relação à φt se x ∈ ω(x).
O conjunto recorrente de φt, denotado por R = R(φt), é o conjunto de todos os pontos
recorrentes em relação à φt, isto é,

R = R(φt) = {x ∈ X ; x ∈ ω(x)}.

Exemplo: Seja p um ponto periódico. Segundo a proposição 2.3.7(ii) sabemos queO(p) = ω(p).
Portanto, como p ∈ O(p), segue que todo ponto periódico é recorrente. Em particular, todo
ponto fixo é recorrente.

Assim, se φt é um fluxo sobre um espaço topológico Hausdorff então

Fix(φt) ⊆ Per(φt) ⊆ R(φt).

Proposição 2.3.12 O conjunto de pontos recorrentes em relação a um fluxo φt sobre um
espaço topológico Hausdorff X é invariante pelo fluxo.

Demonstração: Seja x ∈ R(φt) e seja τ ∈ R. Como x é recorrente, x ∈ ω(x) e, pela Proposição
2.3.9(ii), φτ (x) ∈ ω(x) = ω(φτ (x)), onde a igualdade segue do Lema 2.3.10(iii). Portanto,
R(φt) é invariante por φt.

2.3.3 Recorrência por Cadeias

Nesta subseção introduzimos o conceito de cadeias, que admite pequenos saltos. Essa
é uma generalização das trajetórias, introduzida por Conley [4], que nos leva à noção de
conjuntos transitivos por cadeias.

Definição 2.3.13 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto (X, d). Dados ε > 0,
T > 0 e x, y ∈ X, uma (ε, T )−cadeia de x para y em relação à φt e d é um par de sequências
finitas

x0 = x, . . . , xn = y ∈ X e t0, . . . , tn−1 ≥ T ; n ∈ N

tal que
d(φ(ti, xi), xi+1) < ε para i = 0, 1, . . . , n− 1.
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Figura 4 – Uma (ε, T )−cadeia para um fluxo

Fonte: [1]

Observação: Note que o número n de saltos na definição de (ε, T )−cadeia não é limitado. Como
a notação sugere, apenas valores pequenos de ε > 0 são de interesse. Em particular,”saltos
triviais” onde xi+1 = φ(ti, xi) são permitidos.

Definição 2.3.14 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto (X, d). Dados ε, T > 0
e pontos x, y, z ∈ X tais que existam (ε, T )−cadeias de x para y e de y para z dadas pelos
pares de sequências

x0 = x, . . . , xn = y ∈ X e t0, . . . , tn−1 ≥ T ; n ∈ N

e
y0 = y, . . . , ym = z ∈ X e t′0, . . . , t

′
m−1 ≥ T ; m ∈ N,

a concatenação dessas (ε, T )−cadeias é um par de sequências definido pela ”união” das
sequências de cada (ε, T )−cadeia, a saber

x0 = x, . . . , xn = y0 = y, . . . , ym = z ∈ X e t0, . . . , tn−1, t
′
0, . . . , t

′
m−1 ≥ T ; n,m ∈ N

Observação: Vale observarmos que a concatenação pode ser feita para uma quantidade finita
de (ε, T )−cadeias, sempre concatenando uma com a seguinte tendo em vista o ponto em
comum entre elas. Além disso, a concatenação de duas (ε, T )−cadeias, é uma (ε, T )−cadeia.
De fato, o par de sequências da concatenação na definição 2.3.14 pode ser reescrito por

x0 = x, . . . , xm+n = z ∈ X e t0, . . . , tn+m−1 ≥ T ; n+m ∈ N,

onde xn+j = yj, e tn+j = t′j para todo j ∈ {0, . . . ,m}. Logo, pela definição 2.3.13 e pelas
(ε, T )−cadeias da definição 2.3.14 esse par de sequência é tal que

d(φ(ti, xi), xi+1) < ε para i = 0, 1, . . . , n+m− 1
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e, portanto, determina uma (ε, T )−cadeia de x para z.

Definição 2.3.15 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico (X, d). O conjunto limite por
cadeia de x ∈ X em relação à φt e d é o conjunto

Ω(x) =
⋂

ε,T>0
{y ∈ X ; ∃ (ε, T )− cadeia de x para y}.

Definição 2.3.16 Definimos a relação ≺ por

x ≺ y ⇔ y ∈ Ω(x).

Proposição 2.3.17 A relação ≺ definida em 2.3.16 é transitiva.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ X tais que x ≺ y e y ≺ z. Logo, y ∈ Ω(x) e z ∈ Ω(y), isto é,
para todos ε, T > 0 existem (ε, T )−cadeias de x para y e de y para z. Concatenando essas
(ε, T )−cadeias obtemos, para cada ε, T > 0, uma (ε, T )−cadeia de x para z e, desse modo,
z ∈ Ω(x), ou seja, x ≺ z. Portanto, a relação é transitiva.

Definição 2.3.18 Definimos a relação ∼ por

x ∼ y ⇔ x ≺ y e y ≺ x.

Proposição 2.3.19 A relação ∼ definida em 2.3.18 é simétrica e transitiva.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ X. Primeiramente, suponhamos que x ∼ y. Logo, por
definição, x ≺ y e y ≺ x. Reescrevendo temos y ≺ x e x ≺ y donde seque que y ∼ x.
Portanto, ∼ é simétrica.

Por outro lado, suponhamos x ∼ y e y ∼ z. Assim, x ≺ y, y ≺ x, y ≺ z e z ≺ y. Uma
vez que x ≺ y e y ≺ z segue da proposição 2.3.17 que x ≺ z. Analogamente, segue de z ≺ y,
y ≺ x e da proposição 2.3.17 que z ≺ x. Portanto, x ∼ z e concluímos que ∼ é transitiva.

Proposição 2.3.20 Se x ∼ y, então x ∼ x e y ∼ y.
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Demonstração: Sejam x, y ∈ X tais que x ∼ y. Assim, x ≺ y e y ≺ x. Segue da proposição
2.3.17 que x ≺ x e, consequentemente, x ∼ x. Analogamente, y ≺ x e x ≺ y implicam em
y ∼ y.

As proposições 2.3.19 e 2.3.20 nos levam à busca por um subconjunto de X onde a
relação ∼ seja uma relação de equivalência e, uma vez apresentada a simetria e transitividade
desta relação, resta apenas encontrar um conjunto que garanta a reflexividade, isto é, x ∼ x

ou, equivalentemente, x ∈ Ω(x). Portanto, definimos assim o conjunto dos pontos recorrentes
por cadeias.

Definição 2.3.21 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico (X, d). Um ponto x ∈ X é
chamado recorrente por cadeias em relação à φt e d quando x ∈ Ω(x). Denotamos por

RC = RC(φt) = {x ∈ X ; x ∈ Ω(x)}

o conjunto de todos os pontos recorrentes por cadeias. O fluxo φt é recorrente por cadeias se
RC = X.

Proposição 2.3.22 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico X. A relação ∼ definida em
2.3.18, restrita ao conjunto recorrente por cadeias, é uma relação de equivalência.

Demonstração: Se x ∈ RC então x ∈ Ω(x), ou seja, x ≺ x que por sua vez implica em x ∼ x.
Logo ∼ é reflexiva sobre RC .

A simetria e transitividade seguem imediatamente da proposição 2.3.19 uma vez que
RC ⊂ X. Portanto, restrita à RC , ∼ é uma relação de equivalência.

Definição 2.3.23 Um subconjunto não vazio K ⊂ X, fechado e invariante em relação ao
fluxo φt é dito transitivo por cadeias quando para cada x, y ∈ K, x ∼ y. O fluxo φt é
chamado transitivo por cadeias se X é um conjunto transitivo por cadeias.

Observação: Note que as (ε, T )−cadeias usadas para a definição de um conjunto transitivo por
cadeias K não precisam estar contidas em K. Um conjunto consistindo de pontos recorrentes
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por cadeias não precisa ser transitivo por cadeias. Todo ponto em um conjunto transitivo
por cadeias é recorrente por cadeias. De fato, sejam K um conjunto transitivo por cadeias e
pontos x, y ∈ K. Segue que x ∼ y. Logo, pela proposição 2.3.20, x ∼ x e, daí, x é recorrente
por cadeias.

Exemplo: Considere a equação diferencial linear autônoma sobre R2 dada por ·
x1
·
x2

 =

 1 0
0 1


 x1

x2


com soluções x(t) = (etx0

1, e
tx0

2), t ∈ R. Agora, considere a projeção π : R2 −→ S1 na
esfera unitária S1 = {x ∈ R2; ‖x‖ = 1} que é um espaço métrico compacto com a métrica
induzida por R2 onde ‖x‖ denota a norma Euclidiana de x ∈ R2. As projeções das trajetórias
s(t) := π(x(t)) = x(t)

‖x(t)‖ definem um fluxo sobre a esfera unitária S1. De fato, a regra da
cadeia implica que

·
s (t) =

·
x (t)‖x(t)‖ − x(t)〈 ·x (t), x(t)〉/‖x(t)‖

‖x(t)‖2

= Ax(t)‖x(t)‖ − x(t)〈Ax(t), x(t)〉/‖x(t)‖
‖x(t)‖2

=
(
A− s(t)TAs(t) · I

)
s(t),

onde A é a matriz da equação ·x = Ax.

Tomando h(s) =
(
A− sTAs · I

)
s, podemos escrever a igualdade acima como

·
s (t) = h(s(t)).

Portanto, as trajetórias projetadas são as trajetórias de uma equação diferencial não linear
deixando a esfera unitária invariante.

Para o sistema dinâmico induzido sobre a esfera unitária obtida pela projeção, todo
ponto é um equilíbrio e, consequentemente, um conjunto ω−limite conforme a proposição
2.3.7(ii). Como segue,

s(t) = π(x(t)) = x(t)
‖x(t)‖ = (etx0

1, e
tx0

2)√
e2t(x0

1)2 + e2t(x0
2)2

= (x0
1, x

0
2)√

(x0
1)2 + (x0

2)2
= x0

‖x0‖
.

Agora, observe que a esfera é transitiva por cadeias. De fato, dados ε, T > 0 pode-se
obter de qualquer ponto s1 na esfera para qualquer ponto s2 uma (ε, T )−cadeia construída
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como se segue: fique em s1 por um tempo t1 ≥ T , então pule para outro ponto de equilíbrio
com distância menor que ε. Fique lá por um tempo t2 ≥ T , e faça isso sucessivamente até
que s2 seja alcançado.

Note que, no exemplo acima, os conjuntos ω−limites não isolados formam um único
conjunto transitivo por cadeias.

Definição 2.3.24 Uma classe de equivalência da relação ∼ em RC(φt) é chamada compo-
nente por cadeias de φt.

Quando x ∼ y, dizemos que x e y são equivalentes por cadeias.

Mostraremos que uma componente por cadeias é um conjunto transitivo por cadeias
maximal.

Proposição 2.3.25 Toda componente por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico
compacto é invariante pelo fluxo.

Demonstração: Seja C uma componente por cadeias de um fluxo φt sobre um espaço métrico.
Sejam x ∈ C e τ ∈ R. Devemos mostrar que φ(τ, x) ∈ C. Sejam ε > 0 e T > 0. Iremos
determinar (ε, T )−cadeias de φ(τ, x) para x e de x para φ(τ, x).

Uma vez que x é recorrente por cadeias, existe uma (ε, T + |τ |)−cadeia

x = x0, x1, . . . , xn = x; t0, . . . , tn−1 ≥ T + |τ |

de x nele mesmo. Consequentemente,

φ(τ, x), x1, . . . , xn = x; t0 − τ, t1, . . . , tn−1 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de φ(τ, x) para x. De fato, t0 − τ ≥ T , pois

t0 − τ ≥ T + |τ | − τ =

 T se τ ≥ 0
T − 2τ se τ < 0

e d(φ(t0 − τ, φ(τ, x)), x1) = d(φ(t0, x0), x1) < ε.
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Para obter uma (ε, T )−cadeia de x para φ(τ, x), a continuidade uniforme de φτ

garante que existe δ > 0 tal que se d(x, y) < δ, então d(φ(τ, x), φ(τ, y)) < ε. Uma vez que x
é recorrente por cadeias, para η = min{δ, ε}, existe uma (η, T + |τ |)−cadeia

x = x0, x1, . . . , xn = x; t0, . . . , tn−1 ≥ T + |τ |

de x nele mesmo. Como d(φ(tn−1, xn−1), x) < δ obtemos

d(φ(tn−1 + τ, xn−1), φ(τ, x)) < ε.

Então,
x = x0, . . . , xn−1, φ(τ, x); t0, . . . , tn−2, tn−1 + τ ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de x para φτ (x).

Concatenando a (ε, T )−cadeia de φ(τ, x) para x com a (ε, T )−cadeia de x para φ(τ, x)
criamos uma (ε, T )−cadeia de φ(τ, x) nele mesmo. Assim, φ(τ, x) é um ponto recorrente
por cadeias e, além disso, φ(τ, x) ∼ x. Consequentemente, φ(τ, x) e x estão na mesma
componente por cadeias, a saber, C.

Portanto, cada componente por cadeias de φt é invariante por φt.

Corolário 2.3.26 O conjunto recorrente por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico
compacto é invariante pelo fluxo.

Demonstração: O conjunto recorrente por cadeias de um fluxo φt sobre um espaço métrico
é a união das componentes por cadeias de φt. Pela proposição 2.3.25, cada componente
por cadeias é invariante. Toda união de conjuntos invariantes é invariante, pela proposição
2.2.2(ii). Portanto, o conjunto recorrente por cadeias de φt é invariante pelo fluxo.

Proposição 2.3.27 O conjunto recorrente por cadeias sobre um espaço métrico compacto é
fechado.

Demonstração: Sejam φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto (X, d) e y ∈ RC(φt).
Dados ε, T > 0, devemos mostrar que y ∈ RC(φt) construindo uma (ε, T )−cadeia de y nele
mesmo.

Pela continuidade uniforme de φT , existe δ > 0 tal que se d(x, y) < δ, então

d(φ(T, x), φ(T, y)) < ε

2 .
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Uma vez que y é um ponto limite de RC(φt), existe um ponto x recorrente por cadeias
tal que d(x, y) < min

{
δ, ε2

}
. Então,

y, φ(T, x); T

é uma (ε, T )−cadeia de y para φT (x). Como x é recorrente por cadeias, existe uma(
ε
2 , 2T

)
−cadeia

x = x0, . . . , xn = x; t0, . . . , tn−1 ≥ 2T

de x nele mesmo. Desse modo,

φ(T, x), x1, . . . , xn−1; t0 − T, t1, . . . , tn−2 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de φ(T, x) para xn−1. Pela desigualdade triangular,

d(φ(tn−1, xn−1), y) ≤ d(φ(tn−1, xn−1), x) + d(x, y) < ε

2 + ε

2 = ε.

Consequentemente,
xn−1, y; tn−1 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de xn−1 para y. Concatenando essas (ε, T )−cadeias, obtemos

y, φ(T, x), x1, . . . , xn−1, y; T, t0 − T, t1, . . . , tn−1 ≥ T,

que é uma (ε, T )−cadeia de y nele mesmo. Portanto, RC(φt) é fechado.

As componentes por cadeias são, além de invariantes, fechadas.

Proposição 2.3.28 Cada componente por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico
compacto é fechada.

Demonstração: Seja C uma componente por cadeias de um fluxo φt sobre um espaço métrico
compacto (X, d) e seja z ∈ C. Devemos mostrar que z ∈ C. Sejam y ∈ C e ε, T > 0.
Mostraremos que existem (ε, T )−cadeias de z para y e de y para z.

A continuidade uniforme de φT implica que existe δ > 0 tal que se d(x, z) < δ, então

d(φ(T, x), φ(T, z)) < ε.
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Seja η = min
{
δ, ε2

}
. Como z é um ponto limite de C, existe x ∈ C tal que d(x, z) < η.

Uma vez que x, y ∈ C, existe uma (η, 2T )−cadeia

x = x0, x1, . . . , xn = y; t0, t1, . . . , tn−1 ≥ 2T

de x para y. Sendo d(x, z) < η ≤ δ, temos

d(φT (x), φT (z)) < ε.

Então,
z, φ(T, x), x1, . . . , xn = y; T, t0 − T, t1, . . . , tn−1 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de z para y.

Para obter uma (ε, T )−cadeia de y para z, note que existe uma
(
ε
2 , T

)
−cadeia

y = x0, x1, . . . , xn−1, xn = x; t0, . . . , tn−1 ≥ T

de y para x. Pela desigualdade triangular

d(φ(tn−1, xn−1), z) ≤ d(φ(tn−1, xn−1), x) + d(x, z) < ε

2 + ε

2 = ε.

Assim,
y = x0, . . . , xn−1, z; t0, . . . , tn−1 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de y para z. Concatenando a (ε, T )−cadeia de z para y com a
(ε, T )−cadeia de y para z obtemos uma (ε, T )−cadeia de z nele mesmo. Consequente-
mente, z é um ponto recorrente por cadeias e z ∼ y. Assim, z ∈ C. Portanto, cada
componente por cadeias de φt é fechada.

Agora provaremos, entre outros resultados, que uma componente por cadeias é um
conjunto transitivo por cadeias maximal.

Proposição 2.3.29 (i) Toda componente por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico
compacto é transitivo por cadeias em relação ao fluxo.

(ii) Todo conjunto transitivo por cadeias em relação a um fluxo sobre um espaço métrico
compacto é um subconjunto de uma única componente por cadeias do fluxo.

Em particular, toda componente por cadeias é um conjunto transitivo por cadeias
maximal.
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Demonstração:

(i) Uma componente por cadeias é não vazia, uma vez que é uma classe de equivalência,
é fechada, pela proposição 2.3.28, e é invariante pela proposição 2.3.25. Além disso,
quaisquer dois pontos em uma componente por cadeias são equivalentes por cadeia, por
definição. Portanto, uma componente por cadeias é um conjunto transitivo por cadeias.

(ii) Pela definição 2.3.23, quaisquer dois pontos em um conjunto transitivo por cadeias
são equivalentes por cadeias. Assim, cada conjunto transitivo por cadeias está contido
numa componente por cadeias. Uma vez que componentes por cadeias são classes de
equivalência, elas são disjuntas. Portanto, essa componente por cadeias é única e, em
particular, pelo item (i), toda componente por cadeias é um conjunto transitivo por
cadeias maximal.

Lema 2.3.30 Seja X um espaço métrico compacto e φt um fluxo sobre X. Se x, y ∈ X são
tais que existe uma (ε, T )−cadeia de x para y então os tempos ti podem ser tomadas de tal
forma que ti ∈ [T, 2T ].

Demonstração: Se existe uma (ε, T )−cadeia de x para y então existem sequências

x = x0, . . . , xn = y , t0, . . . , tn−1 ≥ T

tais que
d(φ(ti, xi), xi+1) < ε para i = 0, 1, . . . , n− 1.

Temos que ti ≥ T para todo i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Se ti ≤ 2T , para todo i, não há nada o que
fazer. Se existir j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal que tj > 2T podemos dividir tj em espaços de tempo

maiores ou iguais a T e menores que 2T , isto é, tj1 , tj2 , . . . , tjk ∈ [T, 2T ] tais que
k∑
i=1

tji = tj.

De fato, [T,+∞) =
⋃
k∈N

[kT, (k + 1)T ]. Logo, se tj > 2T , então existe k ≥ 2 tal que tj ∈

[kT, (k+1)T ] e, assim, tj−(k−1)T ∈ [T, 2T ]. Portanto, tj = (tj−(k−1)T )+T + T + · · ·+ T︸ ︷︷ ︸
k−1

.

Por fim, definimos saltos triviais xji+1 = φ(tji , xji) para todo i ∈ {1, . . . , k} substituindo xj
pelos pontos xji . Fazendo isto para todo j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal que tj > 2T teremos uma
(ε, T )−cadeia de x para y tal que os tempos ti ∈ [T, 2T ].
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Proposição 2.3.31 Seja φ um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Um conjunto
K ⊂ X é transitivo por cadeia se, e somente se, para todos x, y ∈ K e todo ε > 0 existe uma
(ε, T )−cadeia de x para y com todos os tempos ti ∈ [1, 2].

Demonstração: Se K ⊂ X é transitivo por cadeias, então para todos x, y ∈ K e todos
ε, T > 0, existe uma (ε, T )−cadeia de x para y. Pelo lema 2.3.30, dada uma (ε, T )−cadeia
podemos tomar os tempos ti ∈ [T, 2T ]. Assim, para T = 1, ti ∈ [1, 2] e o resultado segue.

Para a recíproca é suficiente mostrar: “Sejam x, y ∈ K e seja τ > 0. Se para todo
ε > 0 existe uma (ε, τ)−cadeia de x para y, então para todo ε, T > 0 existe uma (ε, T )−cadeia
de x para y” (pois por hipótese existe uma (ε, T )−cadeia com T ∈ (0, 2]). Esse resultado,
por sua vez, segue se conseguirmos mostrar que para todo ε > 0, existe uma (ε, 2τ)−cadeia
de x para y.

Pela compacidade de X, a aplicação φ é uniformemente contínua sobre [0, 3τ ]×X.
Logo, existe δ > 0 tal que para todos a, b ∈ X e t ∈ [0, 3τ ] temos que d(a, b) < δ implica

d(φ(t, a), φ(t, b)) < ε

3 .

Note que podemos tomar δ ∈
(
0, ε3

)
. Agora, seja uma (δ, τ)−cadeia x = x0, . . . , xn = y

com tempos τ0, . . . , τn−1 ≥ τ . Pelo lema 2.3.30 podemos supor que τi ∈ [τ, 2τ ]. Também
podemos supor que n ≥ 2, pois podemos concatenar essa cadeia com uma cadeia de y para
y (tal cadeia existe tomando, na hipótese, x = y). Assim, existem q ∈ N e r ∈ {2, 3} com
n = 2q + r. Obtemos uma (ε, 2τ)−cadeia de x para y dada pelos pontos

y0 = x, y1 = x2, y2 = x4, . . . , yq = x2q, yq+1 = xn = y

com tempos

t0 = τ0 + τ1, t1 = τ2 + τ3, . . . , tq =
n−1∑
j=2q

τj.

De fato,
ti = τ2i + τ2i+1 ≥ 2τ para todo i.

Segue da definição de (δ, τ)−cadeia e da continuidade uniforme de φ sobre [0, 3τ ]×X que:
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Para i 6= q ou r = 2:

d(φ(ti, yi), yi+1) = d(φ(τ2i + τ2i+1, x2i), x2i+2)

< d(φ(τ2i + τ2i+1, x2i), φ(τ2i+1, x2i+1)) + d(φ(τ2i+1, x2i+1), x2i+2)

<
ε

3 + δ

<
ε

3 + ε

3
< ε.

Para i = q e r = 3:

d (φ(tq, yq), yq+1) = d (φ(τ2q + τ2q+1 + τ2q+2, x2q) , x2q+3)

< d (φ(τ2q + τ2q+1 + τ2q+2, x2q), φ(τ2q+1 + τ2q+2, x2q+1)) +

d (φ(τ2q+1 + τ2q+2, x2q+1), φ(τ2q+2, x2q+2)) +

d (φ(τ2q+2, x2q+2), x2q+3))

<
ε

3 + ε

3 + δ

<
ε

3 + ε

3 + ε

3
= ε.

Corolário 2.3.32 Seja X um espaço métrico compacto e φt um fluxo sobre X. Se para todos
x, y ∈ K ⊂ X existe uma (ε, 1)−cadeia de x para y então K é transitivo por cadeias.

Demonstração: Se para todos x, y ∈ K existe uma (ε, 1)−cadeia de x para y, então existe
uma (ε, τ)−cadeia de x para y com τ ∈ (0, 1], já que ti ≥ 1, para todo i na (ε, 1)−cadeia.
Assim, pelo lema 2.3.30 podemos tomar ti ∈ [1, 2], para todo i e, consequentemente, pela
proposição 2.3.31, K é transitivo por cadeias.

Proposição 2.3.33 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. O fluxo restrito
a uma componente por cadeias é transitivo por cadeias. Em particular, o fluxo restrito ao
conjunto recorrente por cadeias RC é recorrente por cadeias.

Demonstração: Uma componente transitiva por cadeias C e o conjunto recorrente por
cadeias RC são invariantes pela proposição 2.3.25 e pelo corolário 2.3.26, respectivamente.
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Consequentemente, é suficiente mostrar que quaisquer dois pontos em C podem ser conectados
por cadeias com pontos xi ∈ C. Sejam y, y′ ∈ C. Uma vez que C é transitivo por cadeias,
segundo a proposição 2.3.29(i), para cada p ∈ N existe uma

(
1
p
, 1
)
−cadeia, em X, de y para

y′, digamos com x0 = y, x1, . . . , xm = y′ ∈ X e tempos T0, . . . , Tm−1. Pelo lema 2.3.30
podemos considerar os tempos Ti ∈ [1, 2]. Analogamente, existe uma

(
1
p
, 1
)
−cadeia, em X,

de y′ para y na qual, por conveniência, denotamos por xm = y′, . . . , xn = y com tempos
Tm, . . . , Tn−1 ∈ [1, 2]. Para cada p ∈ N, seja Kp o conjunto compacto definido por

Kp =
n⋃
i=0

φ([0, Ti], xi),

onde Tn ≥ 0. Pelo teorema de Blaschke, teorema A.0.10, existe uma subsequência de Kp

convergindo na métrica de Hausdorff dH para algum subconjunto compacto K ⊂ X, K 6= ∅,
com y, y′ ∈ K uma vez que, para todo p ∈ N, y = φ(0, x0), y′ = φ(0, xm) ∈ Kp.
Afirmação: Para todos x, z ∈ K e todo q ∈ N existe uma

(
1
q
, 1
)
−cadeia em K com tempos

τ0, . . . , τr−1 ∈ [1, 2] de x para z.

De fato, sejam x, z ∈ K e q ∈ N. Pela continuidade uniforme de φ sobre [0, 2]×X
existe um número δ ∈

(
0, 1

3q

)
tal que d(a, b) < δ implica

d(φ(t, a), φ(t, b)) < 1
6q , ∀ t ∈ [0, 2], a, b ∈ X.

Escolhendo p ∈ N com p > max
{

6q, 1
δ

}
e dH(Kp, K) < δ, podemos construir uma(

1
q
, 1
)
−cadeia de x para z em K como desejado. Com efeito, existem pontos x̃ = φ(t1, xk)

e z̃ = φ(t2, xl) em Kp com d(x, x̃) < δ, d(z, z̃) < δ, t1 ∈ [0, Tk], t2 ∈ [0, Tl] e k, l ∈
{0, 1, . . . , n − 1}. Sem perda de generalidade, podemos supor l ≥ k + 3 (caso contrário,
segue-se a cadeia de x̃ para y, depois de volta para x̃ e depois para z̃). Desse modo, definimos
uma cadeia em Kp como segue:

ξ0 := x̃, ξ1 := xk+2, ξ2 := xk+3, . . . , ξl−k−2 := xl−1, ξl−k−1 := z̃,

e tempos

τ0 := Tk − t1 + Tk+1, τ1 := Tk+2, τ2 := Tk+3, . . . , τl−k−2 := Tl−1 + t2.

Note que τ0 = Tk − t1︸ ︷︷ ︸
≥0

+Tk+1︸ ︷︷ ︸
≥1

≥ 1, τi = Tk+i+1 ≥ 1 e ξj = xk+j+1 para i ∈ {1, . . . , l− k− 3} e
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j ∈ {1, . . . , l − k − 2}. Pela escolha de δ e p vemos que

d(φ(τ0, ξ0), ξ1) = d(φ(Tk − t1 + Tk+1, x̃), xk+2)

= d(φ(Tk − t1 + Tk+1, φ(t1, xk)), xk+2)

= d(φ(Tk + Tk+1, xk), xk+2)

≤ d(φ(Tk + Tk+1, xk), φ(Tk+1, xk+1)) + d(φ(Tk+1, xk+1), xk+2)

= d(φ(Tk+1, φ(Tk, xk)), φ(Tk+1, xk+1)) + d(φ(Tk+1, xk+1), xk+2)

<
1
6q + 1

p

<
1
6q + 1

6q

= 1
3q

e

d(φ(τl−k−2, ξl−k−2), ξl−k−1) = d(φ(Tl−1 + t2, xl−1), z̃)

= d(φ(Tl−1 + t2, xl−1), φ(t2, xl))

= d(φ(t2, φ(Tl−1, xl−1)), φ(t2, xl))

<
1
6q

<
1
3q .

Além disso, para os outros saltos tem-se

d(φ(τi, ξi), ξi+1) = d(φ(Tk+i+1, xk+i+1), xk+i+2) < 1
p
<

1
3q .

Assim, construímos uma
(

1
3q , 1

)
−cadeia em Kp. Pelo lema 2.3.30, podemos assumir que todos

os tempos τi ∈ [1, 2]. Uma vez que dH(Kp, K) < δ, encontramos ηi ∈ K com d(ξi, ηi) < δ

para i = 1, . . . , l − k − 2 e seja η0 = x e ηn−k−1 = z. Então, para todo i = 0, 1, . . . , l − k − 2,
segue que

d(φ(τi, ηi), ηi+1) ≤ d(φ(τi, ηi), φ(τi, ξi)) + d(φ(τi, ξi), ξi+1) + d(ξi+1, ηi+1)

<
1
6q + 1

3q + δ

<
1
3q + 1

3q + 1
3q

= 1
q
.
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Isso mostra que construímos uma
(

1
q
, 1
)
−cadeia de x para z com todos ηi ∈ K.

Como y, y′ ∈ K ∩ C, segue da afirmação e da proposição 2.3.31 que K é transitivo
por cadeias. Assim pelo corolário 2.3.32 e pela proposição 2.3.29(ii) temos que K ⊂ C e,
consequentemente, segue que y, y′ ∈ C podem ser conectados por cadeias com pontos em
K ⊂ C e o resultado segue.

Para mostrar que as componentes por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico
compacto são exatamente as componentes conexas do conjunto recorrente por cadeias,
começamos mostrando que uma componente por cadeias é um conjunto conexo.

Proposição 2.3.34 Se um fluxo φt sobre um espaço métrico compacto X é transitivo por
cadeias, então X é conexo.

Demonstração: Se X não é conexo, então ele pode ser escrito como a união disjunta
de conjuntos abertos não vazios V e W . Logo esses conjuntos são também fechados e,
consequentemente, compactos em X. Assim, tomemos

ε0 := inf{d(v, w) ; v ∈ V,w ∈ W} > 0.

Desse modo, para ε < ε0
2 não pode existir uma (ε, T )−cadeia de um elemento de V para um

elemento de W , isto é, X não é transitivo por cadeias.

Corolário 2.3.35 Toda componente por cadeias de um fluxo sobre um espaço métrico com-
pacto é conexa.

Demonstração: Pelas proposições 2.3.25 e 2.3.28 temos que toda componente por cadeias é
invariante pelo fluxo e fechada. Logo são compactas em X. Pela proposição 2.3.33 segue que
o fluxo restrito a uma componente por cadeias é transitivo por cadeias. Consequentemente,
pela proposição 2.3.34 toda componente por cadeias é conexa.

Lema 2.3.36 Sejam 0 < k < 1, ε, T > 0 e x, y ∈ X. Se x ∈ RC e d(x, y) < kε, então existe
uma (ε, T )−cadeia de x para y.



47

Demonstração: Seja x ∈ RC . Dados ε, T > 0, existe uma ((1− k)ε, T )−cadeia

x = x0, . . . , xn = x; t0, . . . , tn−1 ≥ T

de x nele mesmo. Uma vez que d(x, y) < kε, pela desigualdade triangular,

d(φ(tn−1, xn−1), y) ≤ d(φ(tn−1, xn−1), x) + d(x, y)

< (1− k)ε+ kε

= ε

Assim,
x = x0, . . . , xn−1, y; t0, . . . , tn−1 ≥ T

é uma (ε, T )−cadeia de x para y.

O teorema à seguir provê uma caracterização das componentes por cadeias. Fornece
informações fundamentais sobre a estrutura dos fluxos sobre espaços métricos compactos.

Teorema 2.3.37 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. As componentes
por cadeias do conjunto recorrente por cadeias RC são as componentes conexas de RC.

Demonstração: Seja C uma componente por cadeias de um fluxo φt sobre um espaço métrico
(X, d). Pelo corolário 2.3.35, C é conexa. Assim, existe uma única componente conexa A de
RC tal que C ⊆ A. É suficiente mostrarmos que A ⊆ C.

Seja y ∈ A. Vamos provar que y é equivalente por cadeias à cada ponto de C. Sejam
x ∈ C e ε, T > 0. Construiremos (ε, T )−cadeias de x para y e de y para x. O conjunto RC é
fechado pela proposição 2.3.27. Assim, A é fechado pois é uma componente conexa de um
conjunto fechado. Como A é fechado e X é compacto, A é compacto. Consequentemente,
existem z1, . . . , zk ∈ A tais que

A ⊆
k⋃
i=1

B
(
zi,

ε

4

)
.

Uma vez que A é conexo, reindexando se necessário, existe uma coleção finita{
B
(
z1,

ε

3

)
, . . . , B

(
zn,

ε

3

)}
de bolas tais que x ∈ B

(
z1,

ε
3

)
, y ∈ B

(
zn,

ε
3

)
e

B
(
zi,

ε

3

)
∩B

(
zi+1,

ε

3

)
6= ∅
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para i = 1, . . . , n − 1. Como o ponto x é recorrente por cadeias e d(x, z1) ≤ ε
3 , pelo lema

2.3.36, existe uma (ε, T )−cadeia de x para z1.

Para cada i = 1, . . . , n − 1 o ponto zi é recorrente por cadeias e, por construção,
d(zi, zi+1) < 2ε

3 então, pelo lema 2.3.36, existe uma (ε, T )−cadeia de zi para zi+1. Concate-
nando essas cadeias para i = 1, . . . , n− 1 obtemos uma (ε, T )−cadeia de z1 para zn.

O ponto zn é recorrente por cadeias e d(zn, y) < ε
3 logo, pelo lema 2.3.36, existe uma

(ε, T )−cadeia de zn para y.

Concatenando as cadeias de x para z1, de z1 para zn e de zn para y formamos uma
(ε, T )−cadeia de x para y. Analogamente, existe uma (ε, T )−cadeia de y para x. Assim,
y ∈ C. Logo, A ⊆ C. Portanto, as componentes por cadeias de φt são as componentes
conexas de RC .

Proposição 2.3.38 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Para todo
x ∈ X o conjunto ω(x) é transitivo por cadeias.

Demonstração: Primeiramente, como X é espaço métrico segue que X satisfaz o primeiro
axioma de enumerabilidade e pela proposição 2.3.9 itens (ii) e (iii), o conjunto ω(x) é fechado,
não vazio e invariante.

Sejam y, z ∈ ω(x). Pela continuidade de φt, para todo t ∈ R, dado ε > 0, existe δ > 0
tal que para todo y1 com d(y1, y) < δ tem-se d(φ(2, y1), φ(2, y)) < ε. Por definição de ω(x)
existem tempos S > 0 e T > S + 3 tais que

d(φ(S, x), y) < δ e d(φ(T, x), z) < ε.

Note que

• d(φ(2, y), φ(S + 2, x)) = d(φ(2, y), φ(2, φ(S, x))) < ε;

• d(φ(T − (S + 2), φ(S + 2, x)), z) = d(φ(T, x), z) < ε.

Assim, a cadeia y0 = y, y1 = φ(S + 2, x), y2 = z com tempos t0 = 2, t1 = T − (S + 2) > 1 é
uma (ε, 1)−cadeia de y para z e a afirmação segue do corolário 2.3.32.
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Corolário 2.3.39 Se φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X, então

R(φt) ⊂ RC(φt).

Demonstração: Seja x ∈ R(φt). Logo, x ∈ ω(x) e, pela proposição 2.3.38 segue que x ∈ Ω(x),
ou seja, x ∈ RC(φt). Portanto, R(φt) ⊂ RC(φt).

À seguir apresentamos um resultado que será útil ao final do capítulo 2, na construção
de um exemplo, mas será demonstrado aqui por já possuirmos as ferramentas necessárias
para demonstrá-lo.

Lema 2.3.40 Todo ponto periódico é recorrente por cadeias.

Em particular, todo ponto fixo é recorrente por cadeias.

Demonstração: Do exemplo da página 32 temos que Fix(φt) ⊆ Per(φt) ⊆ R(φt). Assim, pelo
Corolário 2.3.39 o resultado segue.

Proposição 2.3.41 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X.

(i) Sejam x, y ∈ X. Se para todos ε, T > 0 existe uma (ε, T )−cadeia de x para y, então
o fluxo em tempo reverso φ−t tem a propriedade que para todos ε, T > 0 existe uma
(ε, T )−cadeia de y para x.

(ii) Um conjunto transitivo por cadeias K para φt é, também, transitivo por cadeias para o
fluxo em tempo reverso.

Demonstração: Inicialmente, vamos provar o item (i). Dados ε, T > 0, pela compacidade de
X, a aplicação φ é uniformemente contínua sobre [−3T, 0]×X. Logo, existe δ > 0 tal que
para todos a, b ∈ X e t ∈ [0, 3T ] temos que d(a, b) < δ implica d(φ(−t, a), φ(−t, b)) < ε.
Agora, seja uma (δ, T )−cadeia x = x0, . . . , xn = y com tempos T0, . . . , Tn−1 ≥ T . Pelo lema
2.3.30 podemos assumir que Ti ∈ [T, 2T ]. Obtemos uma (ε, T )−cadeia de y para x, em
relação à φ−t, dada pelos pontos:

y0 = xn = y, y1 = xn−1, . . . , yn = x0 = x
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com tempos
t0 = Tn−1, . . . , tn−1 = T0,

isto é, xi = yn−i e Ti = tn−i−1; De fato, como d(φ(Ti, xi), xi+1) < δ com Ti ∈ [T, 2T ] ⊂ [0, 3T ],
∀ i, segue que

d(φ(−tn−i−1, yn−i−1), yn−i) = d(yn−i, φ(−tn−i−1, yn−i−1))

= d(xi, φ(−Ti, xi+1))

= d(φ(−Ti, φ(Ti, xi)), φ(−Ti, xi+1))

< ε.

Logo, d(φ(−tj, yj), yj+1) < ε para todo j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

O item (ii) segue imediatamente de (i), uma vez que se K é transitivo por cadeias
então para quaisquer x, y ∈ K e todos ε, T > 0 existe uma (ε, T )−cadeia de x para y. Assim,
pelo item (i) existe uma (ε, T )−cadeia de y para x em relação ao fluxo em tempo reverso.
Sendo x e y arbitrários, K é transitivo por cadeias em relação à φ−t.

Corolário 2.3.42 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Para todo x ∈ X
o conjunto α(x) é transitivo por cadeias.

Demonstração: Uma vez que o conjunto α(x) é o conjunto ω−limite de x sob o fluxo em
tempo reverso, segue das proposições 2.3.38 e 2.3.41(ii), que α(x) é transitivo por cadeias.

Corolário 2.3.43 Seja φt um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Cada conjunto
ω−limite ω(x) e cada conjunto α−limite α(x) está contido em uma componente por cadeias.

Demonstração: O resultado segue imediatamente da proposição 2.3.38, do corolário 2.3.42 e
da proposição 2.3.29(ii).
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3 DECOMPOSIÇÃO DE MORSE DE SISTEMAS DINÂMICOS

Neste capítulo introduziremos decomposição de Morse para sistemas dinâmicos
em espaços métricos compactos e apresentaremos algumas de suas propriedades. A ideia
básica é descrever a estrutura global de um fluxo por especificar subconjuntos invariantes
do espaço topológico e uma ordem entre eles capturando o comportamento limite do fluxo
em tempo positivo e negativo, por isso estudamos os conjuntos atratores e repulsores, sua
relação com a decomposição de Morse e o conjunto recorrente por cadeias, finalizando por
caracterizar a decomposição de Morse mais fina de um fluxo, quando existe, com seu conjunto
recorrente por cadeias. Este capítulo é baseado principalmente nas referências [1] e [3].

Definição 3.0.1 Uma decomposição de Morse de φ, sobre um espaço métrico compacto
X, é uma coleçãoM = {M1, . . . ,Ml} de subconjuntos de X tais que:

1. são não vazios, dois a dois disjuntos, compactos e invariantes;

2. para todo x ∈ X, tem-se que ω(x), α(x) ⊂
l⋃

i=1
Mi;

3. se existem índices j0, . . . , jn e pontos x1, . . . , xn ∈ X \
l⋃

i=1
Mi tais que

α(xi) ⊂Mji−1 e ω(xi) ⊂Mji ,

para todo i = 1, . . . , n, entãoMj0 6=Mjn.

Os elementos de uma decomposição de Morse são chamados componentes de Morse.

Proposição 3.0.2 Seja M = {M1, . . . ,Ml} uma decomposição de Morse para um fluxo
sobre um espaço métrico compacto X. Se para algum x ∈ X e j ∈ {1, . . . , l} tem-se
ω(x) ∪ α(x) ⊂Mj, então x ∈Mj.

Demonstração: Como X é espaço métrico, segue que X é espaço de Hausdorff e satisfaz o
primeiro axioma de enumerabilidade e, pela sua compacidade, segue da proposição 2.3.9(iii)
que os conjuntos α(x) e ω(x) são não vazios. Seja x ∈ X tal que α(x) ∪ ω(x) ⊂ Mj.

Suponhamos que x /∈
l⋃

i=1
Mi. Como α(x) ⊂Mj e ω(x) ⊂Mj, segue do item 3 da definição

3.0.1 queMj 6=Mj. Desse absurdo, temos que x ∈Mk para algum k ∈ {1, . . . , l}. O fato
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deMk ser invariante, implica que α(x), ω(x) ⊂Mk. Finalmente, como as componentes de
Morse são duas a duas disjuntas, temos queMk =Mj. Portanto, x ∈Mj.

Figura 5 – Uma decomposição de Morse sobre X.

Definição 3.0.3 Sejam E1, E2 ⊂ X. Definimos � por: E1 � E2 se existem conjuntos
Ej0 , Ej1 , . . . , Ejn ⊂ X e pontos x1, . . . , xn ∈ X tais que Ej0 = E1, Ejn = E2 e

α(xk) ⊂ Ejk−1 e ω(xk) ⊂ Ejk

para k = 1, . . . , n.

O resultado a seguir descreve o fluxo entre componentes de Morse e dá uma primeira
informação que decomposições de Morse podem caracterizar o comportamento global de um
sistema dinâmico.

Proposição 3.0.4 Seja M = {M1, . . . ,Ml} uma decomposição de Morse. A relação �
definida em 3.0.3, restrita àM, é uma relação de ordem.

Demonstração: Uma ordem sobre um conjunto é uma relação reflexiva, antissimétrica e
transitiva. Assim, vamos mostrar que a relação � atende à essas características.
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• Reflexividade: Sejam i ∈ {1, . . . , l} e xi ∈ Mi. Temos, pela invariância de Mi que
α(xi) ⊂Mi e ω(xi) ⊂Mi. Portanto,Mi �Mi.

• Transitividade: SeMi �Mj eMj �Ms então existem índices j0, . . . , jn e s0, . . . , sm

tais queMi =Mj0 ,Mj =Mjn =Ms0 ,Ms =Msm e pontos x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈
X tais que

α(xk) ⊂Mjk−1 e ω(xk) ⊂Mjk ; α(yl) ⊂Msl−1 e ω(yl) ⊂Msl

para k = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m. Assim, tomando jn+l = sl temos índices j0, . . . , jn+m

taisMi =Mj0 ,Ms =Mjn+m e pontos x1, . . . , xn+m ∈ X, onde xn+l = yl, tais

α(xt) ⊂Mjt−1 e ω(xt) ⊂Mjt

para t = 1, . . . , n+m. Portanto,Mi �Ms.

• Antissimetria: SejamMi �Mj eMj �Mi. Suponhamos queMi 6=Mj.

Segue de Mi � Mj que existem índices j0, . . . , jn e pontos x1, . . . , xn ∈ X tais que
Mj0 =Mi,Mjn =Mj e

α(xk) ⊂Mjk−1 e ω(xk) ⊂Mjk

para k = 1, . . . , n. Como cadaMjk é invariante pelo fluxo podemos supor x1, . . . , xn ∈

X \
n⋃
k=1
Mjk . De modo análogo,Mj �Mi implica que existem índices jn+1, . . . , jn+m

e pontos xn+1, . . . , xn+m ∈ X \
n+m⋃
k=n+1

Mjk tais queMjn+1 =Mj,Mjn+m =Mi e

α(xk) ⊂Mjk−1 e ω(xk) ⊂Mjk

para k = n+ 1, . . . , n+m. Logo, existem índices j0, . . . , jn+m e pontos x1, . . . , xn+m ∈

X \
n+m⋃
k=1
Mjk tais queMj0 =Mi =Mjn+m e

α(xk) ⊂Mjk−1 e ω(xk) ⊂Mjk

para k = 1, . . . , n + m. Mas isso contradiz o fato de ser decomposição de Morse.
Portanto,Mi =Mj.
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Esse resultado nos apresenta que enumerando as componentes de Morse de tal forma
queMi �Mj implique i ≤ j, a decomposição de Morse descreve o comportamento do fluxo
de um sistema dinâmico a partir de uma componente de Morse menor (em relação a ordem
�) para uma componente de Morse maior por trajetórias que não se iniciam em uma das
componentes de Morse. Mas note que i < j não implicaMi � Mj e, em particular, não
implica a existência de x ∈ X com α(x) ⊂Mi e ω(x) ⊂Mj.

Teorema 3.0.5 Seja φ um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Uma coleção finita
de subconjuntos de X dada porM = {M1, . . . ,Ml} define uma decomposição de Morse se,
e somente se,

(i) os elementos da coleção são não vazios e dois a dois disjuntos;

(ii) cadaMi é compacto e invariante em relação ao fluxo;

(iii) para todo x ∈ X temos ω(x), α(x) ⊂
l⋃

i=1
Mi;

(iv) α(x), ω(x) ⊂Mi implica x ∈Mi para todo i ∈ {1, . . . , l} e todo x ∈ X;

(v) a relação � definida em 3.0.3 é de ordem entre os conjuntosMi

Demonstração: Se M é uma decomposição de Morse, então as condições (i) − (iii) são
satisfeitas por definição, a condição (iv) segue da proposição 3.0.2 e a condição (v) segue da
proposição 3.0.4.

Reciprocamente, suponhamos válidas as condições (i)− (v). Vamos mostrar queM é
uma decomposição de Morse. Para obtermos o resultado, basta mostrarmos que a coleçãoM
satisfaz a condição (3) da definição 3.0.1. Suponhamos por absurdo que existam conjuntos

Mj0 , . . . ,Mjn e pontos x1, . . . , xn ∈ X \
l⋃

i=1
Mi tais que

α(xk) ⊂Mjk−1 e ω(xk) ⊂Mjk

para k = 1, . . . , n e Mj0 = Mjn . Para todo k = 1, . . . , n − 1, temos que Mj0 � Mjk e
Mjk � Mjn =Mj0 . Como � é uma relação de ordem, temos queMjk =Mj0 para todo
k = 1, . . . , n. Dessa forma, α(xk) ⊂Mj0 e ω(xk) ⊂Mj0 para todo k = 1, . . . , n. Segue pela

hipótese (iv) que xk ∈Mj0 para todo k = 1, . . . , n, contradizendo o fato de xk ∈ X \
l⋃

i=1
Ml.
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Portanto, temos queMj0 6=Mjk .

Exemplos:

1. No fluxo do exemplo 4 da página 21 identificamos uma decomposição de Morse, a
saber,M = {{A}, {A′}, {B}, {B′}}. De fato, os conjuntos dessa coleção são não vazios,
compactos invariantes, dois a dois disjuntos, α(x), ω(x) ⊂ {A} ∪ {A′} ∪ {B} ∪ {B′}
conforme a figura 1, a relação � é de ordem entre os elementos deM já que as únicas
relações possíveis são {A} � {A}, {A} � {B}, {A} � {B′}, {A′} � {A′}, {A′} �
{B}, {A′} � {B′}, {B} � {B} e {B′} � {B′}. Finalmente, se α(x), ω(x) ⊂ {A} então
x = A, para todo x ∈ S1, analogamente para os demais conjuntos. Portanto, pelo
teorema 3.0.5 segue queM é uma decomposição de Morse.

2. No fluxo do exemplo 6 da página 22 as coleçõesM1 = {E, {N}, {S}} eM2 = {Hn, {S}}
são algumas das decomposições de Morse para o fluxo, onde E representa o equador
da esfera S2

1
2
e Hn seu hemisfério norte. De fato atendem à todas as condições do

teorema 3.0.5 conforme análise feita no exemplo acima (ver figura 3). Para verificar que
a relação � é de ordem sobreM1 eM2 basta verificar que as únicas relações possíveis
são E � E, {N} � {N}, {N} � E, {S} � {S} e {S} � E paraM1 e, paraM2 temos
Hn � Hn, {S} � {S} e {S} � Hn.

Definição 3.0.6 Uma decomposição de MorseM = {M1, . . . ,Ml} é chamada mais fina
que uma decomposição de Morse N = {N1, . . . ,Nk}, se para todo j ∈ {1, . . . , k} existir
i ∈ {1, . . . , l} tal que Mi ⊂ Nj. Uma decomposição de Morse é dita a mais fina quando
não existe outra decomposição de Morse mais fina do que ela.

Exemplo: A decomposição de MorseM = {E, {N}, {S}} é a decomposição de Morse mais
fina para o fluxo do exemplo 6 da página 22.

Definição 3.0.7 Sejam M = {M1, . . . ,Ml} e N = {N1, . . . ,Nk} duas decomposições de
Morse para um fluxo sobre o espaço métrico compacto X. A interseção de decomposições
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de Morse é o conjunto definido por

M∩N = {Mi ∩Nj; i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , n eMi ∩Nj 6= ∅}

Proposição 3.0.8 SeM = {M1, . . . ,Ml} e N = {N1, . . . ,Nk} são duas decomposições de
Morse para um fluxo sobre um espaço métrico compacto X, entãoM∩N é uma decomposição
de Morse.

Demonstração: Vamos verificar as condições da Definição 3.0.1.

1. Cada elemento de M∩N é não vazio por definição; são dois a dois disjuntos, pois
são formados por componentes de outras decomposições de Morse e são compactos
invariantes uma vez que essas propriedades são preservadas por interseções finitas.

2. Seja x ∈ X. Existem índices i ∈ {1, . . . , l} e j ∈ {1, . . . , k}, tais que α(x) ⊂ Mi e
α(x) ⊂ Nj. Portanto, α(x) ⊂Mi ∩Nj. Analogamente para ω(x).

3. Suponhamos que existamMi0∩Nj0 , . . . ,Min∩Njn e pontos x1, . . . , xn ∈ X\
⋃
i,j

Mi∩Nj

tais que
α(xk) ⊂Mik−1 ∩Njk−1 e ω(xi) ⊂Mik ∩Njk

para k = 1, . . . , n. Como Mik ∩ Njk ⊂ Mik para todo k = 0, . . . , n, segue que
Mi0 6=Min . Logo,Mi0 ∩Nj0 6=Min ∩Njn .

Por (1), (2) e (3), temos queM∩N é uma decomposição de Morse.

Observação: Como consequência da proposição 3.0.8 temos, pelo princípio de indução
matemática, que uma interseção finita de decomposições de Morse para um fluxo sobre um
espaço métrico X é uma decomposição de Morse.

Note que, em geral, interseções infinitas de decomposições de Morse não define uma
decomposição de Morse. Além disso, não existe, necessariamente, a decomposição de Morse
mais fina para um fluxo.

Exemplo: Considere sobre o intervalo [0, 1] ⊂ R a equação diferencial ordinária:

·
x =

 x2 sen
(
π
x

)
; x ∈ (0, 1]

0; x = 0.
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Os pontos x0 = 0 e xn = 1
n
, n ≥ 1, são pontos de equilíbrio já que sen

(
π
xn

)
= sen(nπ) = 0

para n ≥ 1. Consequentemente, todo conjunto {xn}, n ∈ N, é invariante pelo fluxo associado,
além de ser compacto.

Para todo n ∈ N os dois conjuntos

Mn
1 :=

{ 1
2n

}
, Mn

2 :=
[
0, 1

2n+ 1

]
∪
[ 1
2n− 1 , 1

]

formam uma decomposição de MorseMn = {Mn
1 ,Mn

2} do fluxo associado. De fato, para
todo n ∈ N os conjuntos são não vazios, disjuntos, compactos e invariantes. Além disso,
para todo x ∈ [0, 1], os conjuntos α(x) e ω(x) estão em algum desses conjuntos e, finalmente,
atendem à condição (3) da Definição 3.0.1.

Vamos analisar algumas destas decomposições de Morse.

M1 =
{{

1
2

}
,
[
0, 1

3

]
∪ {1}

}
,M2 =

{{
1
4

}
,
[
0, 1

5

]
∪
[

1
3 , 1

]}
eM3 =

{{
1
6

}
,
[
0, 1

7

]
∪
[

1
5 , 1

]}
.

Assim,
M1 ∩M2 =

{{1
2

}
,
{1

4

}
,
[
0, 1

5

]
∪
{1

3

}
∪ {1}

}
e

M1 ∩M2 ∩M3 =
{{1

2

}
,
{1

4

}
,
{1

6

}
,
[
0, 1

7

]
∪
{1

5

}
∪
{1

3

}
∪ {1}

}

Note que M1 ∩ M2 é mais fina que as decomposições de Morse M1, M2 e M3.
Ainda,M1 ∩M2 ∩M3 é mais fina que todas as decomposições de Morse anteriores. Assim,
realizando a interseção,

⋂
n∈N
Mn de todas essas decomposições de Morse, a família de conjuntos{{

1
2n

}
n∈N

}
estará contida nessa interseção e, portanto,

⋂
n∈N
Mn não é uma decomposição de

Morse, uma vez que decomposições de Morse contêm uma quantidade finita de componentes
de Morse. Ainda, esse sistema não possui a decomposição de Morse mais fina uma vez
que para cada n ∈ N consegue-se uma decomposição de Morse mas fina do que as ante-
riores não havendo, portanto, a mais fina devido ao conjunto N ser ilimitado superiormente.

3.1 Atratores e Repulsores

Definição 3.1.1 Seja φ um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Um subconjunto
A ⊂ X compacto e invariante é um atrator se ele admite uma vizinhança N tal que
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ω(N) = A. Um repulsor é um subconjunto compacto e invariante R ⊂ X que admite uma
vizinhança N∗ tal que α(N∗) = R.

Observação:

1. Permite-se o conjunto ∅ como um atrator ou repulsor.

2. Uma vizinhança N como na Definição 3.1.1 é chamada uma vizinhança atratora e N∗ é
chamada uma vizinhança repulsora.

3. Todo atrator é compacto e invariante e um repulsor é um atrator para o fluxo no tempo
reverso.

4. Se A é um atrator em X e Y ⊂ X é um conjunto compacto invariante, então A ∩ Y é
um atrator para o fluxo restrito à Y .

5. Na definição 3.1.1 é suficiente que ω(N) ⊂ A. De fato, se A é compacto e invariante e
N é vizinhança de A com ω(N) ⊂ A, então uma vez que A ⊂ N segue da proposição
2.3.8(iv) e do lema 2.3.10(ii) que A = ω(A) ⊂ ω(N) e, portanto, ω(N) = A.

Exemplo: Na Figura 1 do exemplo 4 da página 21 além do conjunto vazio os conjuntos {B},
{B′}, {B,B′} e S1 são atratores. Para os repulsores é análogo, com os pontos A e A′.

Figura 6 – Vizinhanças atratoras (pontilhadas) em S1.

Fonte: [24]
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Proposição 3.1.2 Se A é um atrator em um espaço métrico compacto X e Y ⊂ X é um
conjunto compacto e invariante, então A ∩ Y é um atrator para o fluxo restrito à Y .

Demonstração: Consideremos Y com a topologia induzida e tomemos uma vizinhança atratora
N de A. Se A∩Y = ∅ não há o que demonstrar. Seja A∩Y 6= ∅. Notemos que N ∩Y é uma
vizinhança de A∩Y em Y . Como ω(N) = A, temos que ω(N)∩Y = A∩Y . Logo, N ∩Y é vi-
zinhança de ω(N)∩Y em Y e, portanto, se x ∈ ω(N)∩Y , então x ∈ intY (N∩Y ) e existe uma
sequência (φ(tn, xn)) convergindo para x, com tn → +∞ e xn ∈ N para todo n ∈ N. Assim, a
sequência (φ(tn, xn)) está contida em N ∩Y exceto para um número finito de termos. Pela in-
variância de Y temos que xn ∈ Y para todo n ∈ N. Logo, φ(tn, xn)→ x, com tn → +∞ e (xn)
sequência em N ∩Y . Ou seja, x ∈ ω(N ∩Y ). Portanto, ω(N)∩Y ⊂ ω(N ∩Y ). Desta forma,
temos que A ∩ Y ⊂ ω(N ∩ Y ). Por outro lado, como ω(Y ) ⊂ Y temos que ω(N ∩ Y ) ⊂ Y .
Além disso, ω(N∩Y ) ⊂ ω(N) = A. Logo, ω(N∩Y ) ⊂ A∩Y . Portanto, ω(N∩Y ) = A∩Y .

Observação: A proposição 3.1.2 também vale para um repulsor A∗ de X. Basta considerarmos
o fluxo em tempo reverso.

Lema 3.1.3 Se X é compacto, A ⊂ X é um atrator com vizinhança atratora N e K ⊂ X é
um conjunto compacto tal que ω(K) ⊂ A, então existe t∗ ∈ R tal que φ([t∗,+∞), K) ⊂ int(N).
Em particular, se N for compacta, existe t∗ ∈ R tal que φ([t∗,+∞), N) ⊂ int(N).

Demonstração: Seja V = int(N). Suponha que não existe t∗ ∈ R tal que φ([t∗,+∞), K) ⊂ V .
Nesse caso, para todo t real, a sequência decrescente de compactos (X \ V ) ∩ φ([t,+∞), K)
não é vazia. Portanto, pela compacidade de X,

⋂
t∈R

(
(X \ V ) ∩ φ([t,+∞), K)

)
6= ∅.

Mas isso contradiz a hipótese de que ω(K) ⊂ A, pois

∅ = (X \ V ) ∩ ω(K) = (X \ V ) ∩
⋂
t∈R

φ([t,+∞), K) =
⋂
t∈R

(
(X \ V ) ∩ φ([t,+∞), K)

)
.
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Lema 3.1.4 Se A é um atrator, então o conjunto A∗ = {x ∈ X;ω(x) ∩ A = ∅} é um
repulsor.

Demonstração: Seja N uma vizinhança atratora compacta de A. Pelo lema 3.1.3 existe t∗ > 0
tal que φ ([t∗,+∞), N) ⊂ int(N). Defina um conjunto aberto V por

V = X \ φ([t∗,+∞), N).

Temos que X = N ∪ V e φ((−∞,−t∗], V ) ⊂ X \ N . Portanto, V é uma vizinhança de
α(V ) ⊂ X \N ⊂ V . De fato, se x ∈ V , e s ≥ t∗, então φ(s, φ(−s, x)) = x /∈ φ([t∗,+∞), N).
Daí, φ(−s, x) /∈ N . Portanto, V é uma vizinhança repulsora. Seja x ∈ α(V ). Pela invariância
de α(V ) segue que ω(x) ⊂ α(V ) ⊂ X \N . Assim, ω(x) ∩ A = ∅, pois A ⊂ N . Logo, x ∈ A∗.

Por outro lado, note que x ∈ A∗ implica x /∈ N , assim x ∈ V . Além disso, ω(x)∩A = ∅
implica, para todo t, que ω (φ(t, x)) ∩ A = ∅ e, consequentemente, φ(t, x) ∈ A∗ ⊂ V , para
todo t. Assim, x = φ (−t, φ(t, x)), para todo t ≥ 0 e, portanto, x ∈ α(V ).

Uma vez mostrado que A∗ = α(V ) segue que A∗ é compacto e invariante pela
proposição 2.3.9(ii). Portanto, A∗ é um repulsor.

Definição 3.1.5 O conjunto A∗ definido no lema 3.1.4 é chamado repulsor complemen-
tar de A e (A,A∗) é chamado um par atrator-repulsor.

Exemplo: Considerando o fluxo do exemplo 6 da página 22 os atratores para o fluxo são os
conjuntos: ∅, E (equador), Hn (hemisfério norte), Hs (hemisfério sul) e S2

1
2
. Os repulsores

complementares de E, Hn e Hs são E∗ = {N,S}, H∗n = {S} e H∗s = {N}, respectivamente.

Observação: Note que um atrator A e seu repulsor complementar A∗ são sempre disjuntos.
De fato, se x ∈ A ∩ A∗, então ω(x) ∩ A = ∅ e ω(x) ⊂ A, o que é uma contradição. Existe
sempre os pares atrator-repulsor triviais A = X, A∗ = ∅ e A = ∅, A∗ = X.

Proposição 3.1.6 Se (A,A∗) é um par atrator-repulsor e x /∈ A ∪ A∗, então α(x) ⊂ A∗ e
ω(x) ⊂ A.

Demonstração: Sejam x /∈ A ∪ A∗ e N uma vizinhança atratora de A. Pela definição de A∗

segue que ω(x) ∩A 6= ∅. Assim, existe t0 > 0 tal que φ(t0, x) ∈ N . Daí, pelo lema 2.3.10(iii),
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ω(x) = ω(φ(t0, x)) ⊂ ω(N) = A. Agora, suponha que existe y ∈ α(x) \ A∗. Assim, pela
definição de A∗, temos que ω(y) ∩ A 6= ∅. Seja z ∈ ω(y) ∩ A. Usando ω(y) ⊂ α(x), existe
tn → +∞ tal que φ(−tn, x)→ z ∈ A. Assim, para n suficientemente grande, φ(−tn, x) ∈ N .
Como φ (tn, φ(−tn, x))→ x temos que x ∈ ω(N) = A, contradizendo a escolha de x. Portanto,
α(x) ⊂ A∗.

Uma vez que podemos restringir o fluxo de um espaço X a qualquer conjunto invariante é
válido considerar atratores e repulsores relativos a este conjunto invariante. Desse modo,
considerando que um atrator A ⊂ X é invariante, podemos considerar um atrator A′ ⊂ A,
relativo à A. Vamos mostrar nos dois resultados à seguir que A′ é também um atrator relativo
ao espaço X. Segue da observação 3 da página 58 que o mesmo vale para um repulsor relativo
a outro repulsor, para isso, basta considerarmos o fluxo inverso.

Proposição 3.1.7 Um conjunto compacto invariante A é um atrator se, e somente se, existe
uma vizinhança compacta N de A tal que φ((−∞, 0], x) 6⊂ N para todo x ∈ N \ A.

Demonstração: Sejam A um atrator e N uma vizinhança atratora compacta de A. Seja
x ∈ N \ A. Se φ((−∞, 0], x) ⊂ N então α(x) ⊂ φ((−∞, 0], x) ⊂ N = N . Tomando
y ∈ α(x) ⊂ N temos, pela invariância de α(x), que ω(y) ⊂ α(x) e, como y ∈ N e ω(N) = A

segue que ω(y) ∩ A 6= ∅ . Pelo argumento da proposição 3.1.6, x ∈ A. Isso contradiz o fato
de tomarmos x ∈ N \ A. Portanto, φ((−∞, 0], x) 6⊂ N , para todo x ∈ N \ A.

Reciprocamente, seja N uma vizinhança compacta de A tal que φ((−∞, 0], x) 6⊂ N ,
para todo x ∈ N \ A.
Afirmação 1: Existe t∗ > 0 tal que φ([−t∗, 0], x) 6⊂ N para todo x no conjunto compacto
N ∩ (X \N). Suponhamos, por contradição, que tal t∗ não exista. Logo, para todo n > 0,
existe sequência (xn) em N ∩ (X \N) tal que φ([−n, 0], xn) ⊂ N . Como (xn) é sequência no
compacto N∩(X \N) existe uma subsequência convergente, digamos, xnj → x ∈ N∩(X \N).
Assim, φ((−∞, 0], x) ⊂ N . De fato, seja y ∈ φ((−∞, 0], x) e escrevamos y = φ(−t, x), t ≥ 0.
Existe j tal que nj > t. Logo, y = φ(−t, x) ∈ φ([−nj, 0], x) ⊂ N . Mas isso contradiz a
hipótese, uma vez que x ∈ N ∩ (X \N) e A ⊂ int(N) implicam em x ∈ N \ A e, daí,
φ((−∞, 0], x) 6⊂ N .
Afirmação 2: Existe vizinhança V de A tal que φ([0, t∗], V ) ⊂ N . Seja U = φ−1(N) ⊂ R×X.
Pela invariância de A segue que, para todo x ∈ A, U é vizinhança de [0, t∗]× {x}. Para cada
(t, x) ∈ [0, t∗]× {x} temos uma vizinhança aberta de (t, x) contida em U , na forma It × V x

t .
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Como [0, t∗]×{x} é compacto, existe um número finito dessas vizinhanças I1×V x
1 , . . . , In×V x

n

cobrindo [0, t∗] × {x}. Tome V x = V x
1 ∩ . . . ∩ V x

n . Desse modo, [0, t∗] × V x ⊂ U , ou
seja, φ([0, t∗], V x) ⊂ N . Portanto, tomando V =

⋃
x∈A

V x temos que V ⊃ A e é tal que

φ([0, t∗], V ) ⊂ N .
Afirmação 3: φ([0,+∞), V ) ⊂ N . Se φ([0,+∞), V ) 6⊂ N , então existe t > 0 e y ∈ V tal
que φ(t, y) /∈ N . Segue disso e da Afirmação 2 que t > t∗. Consideremos t∗∗ definido por

t∗∗ = inf{t > 0 ; φ(t, y) /∈ N} ≥ t∗.

Assim, x := φ(t∗∗, y) ∈ N ∩ (X \N), pois é limite de sequências em cada um dos conjuntos,
que são fechados. Logo, φ([−t, 0], x) ⊂ N , ∀ t ∈ [0, t∗]. De fato, seja s ∈ [−t, 0]. Queremos
mostrar que φ(s, x) ∈ N . Temos

• φ(s, x) = φ(s, φ(t∗∗, y)) = φ(s+ t∗∗, y);

• t ∈ [0, t∗]⇒ t ≤ t∗ ⇒ −t ≥ −t∗.
Logo

0 ≤ −t+ t∗ ≤ s+ t∗ ≤ s+ t∗∗ ≤ t∗∗.

Assim, pela propriedade de ínfimo, concluímos que φ(s, x) ∈ N . Mas isso contradiz a
Afirmação 1. Portanto, φ([0,+∞), V ) ⊂ N .
Afirmação 4: A é um atrator. De fato, A ⊂ V e, como A é fechado e invariante, segue do
lema 2.3.10(ii) que A = ω(A) ⊂ ω(V ). Como φ([0,+∞), V ) ⊂ N temos ω(V ) ⊂ N . Seja
x ∈ ω(V ) ⊂ N . Como ω(V ) é invariante temos que φ((−∞, 0], x) ⊂ ω(V ) ⊂ N . Por hipótese,
x ∈ A. Logo, ω(V ) ⊂ A. Portanto, ω(V ) = A e, com isso, segue que A é um atrator.

Corolário 3.1.8 Seja A um subespaço de X. Se A′ é um atrator em A e A é um atrator
em X então A′ é um atrator em X.

Demonstração: Se A′ é um atrator em A, segue da proposição 3.1.7 que existe uma vizinhança
compacta VA de A′ em A tal que φ((−∞, 0], x) 6⊂ VA para todo x ∈ VA \ A′. Consideremos
a vizinhança compacta V de A′ em X tal que V ∩ A = VA. Tomemos a vizinhança com-
pacta N de A tal que φ((−∞, 0], x) 6⊂ N , para todo x ∈ N \ A. Temos que V ∩ N é uma
vizinhança compacta de A′ em X. Seja x ∈ (V ∩N) \ A′. Se x ∈ A, então x ∈ (V ∩ A) \ A′,
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logo x ∈ VA \ A′ e, daí, φ((−∞, 0], x) 6⊂ V ∩ A = VA. Como A é invariante, temos que
φ((−∞, 0], x) ⊂ A. Logo, φ((−∞, 0], x) 6⊂ V e, portanto, φ((−∞, 0], x) 6⊂ V ∩N . Se x /∈ A,
temos que φ((−∞, 0], x) 6⊂ N , pois x ∈ N \ A. Logo, φ((−∞, 0], x) 6⊂ V ∩ N para todo
x ∈ (V ∩N) \ A′ e o resultado segue da proposição 3.1.7.

A proposição 3.1.7 implica a seguinte caracterização de pares atrator-repulsor.

Proposição 3.1.9 Um par (A,A∗) de conjuntos compactos invariantes disjuntos é um par
atrator-repulsor se, e somente se,

(i) x ∈ X \ A∗ implica φ([0,+∞), x) ∩N 6= ∅ para toda vizinhança N de A, e

(ii) x ∈ X \ A implica φ((−∞, 0], x) ∩N∗ 6= ∅ para toda vizinhança N∗ de A∗.

Demonstração: A invariância de A e A∗ junto da proposição 3.1.6 implicam que essas
condições são necessárias.

Reciprocamente, suponha que (i) e (ii) valem e seja W uma vizinhança compacta
de A tal que W ∩ A∗ = ∅. Assim, a condição (ii) implica que φ((−∞, 0], x) 6⊂ W para
todo x ∈ W \ A. Pela proposição 3.1.7 isso implica que A é um atrator. Mais ainda, segue
de (i) que ω(x) ∩ A 6= ∅ para todo x ∈ X \ A∗, então, {x ∈ X ; ω(x) ∩ A = ∅} ⊂ A∗.
A igualdade segue do fato de que A e A∗ são disjuntos e, para x ∈ A∗, segue de (ii) que
φ((−∞, 0], x) ∩ (X \W ) 6= ∅, onde X \W é vizinhança de A∗. Portanto, A∗ é o repulsor
complementar de A pelo lema 3.1.4.

3.2 Decomposição de Morse e Atratores

O seguinte resultado caracteriza decomposições de Morse via sequências de atrator-
repulsor.

Teorema 3.2.1 Seja φ um fluxo sobre um espaço métrico compacto X. Uma coleção finita
de subconjuntos {M1, . . . ,Mn} define uma decomposição de Morse se, e somente se, existe
uma sequência estritamente crescente de atratores

∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An = X
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tal que
Mn−i = Ai+1 ∩ A∗i , para 0 ≤ i ≤ n− 1

e A∗i é o repulsor complementar de Ai.

Demonstração: Seja M = {M1, . . . ,Mn} uma decomposição de Morse para o fluxo. Se
n = 1, temos a decomposição de Morse trivialM = {X}. A sequência de atratores é dada
por

∅ = A0 ⊂ A1 = X.

Procedendo por indução, suponhamos que o resultado é válido para valores m < n. Uma vez
queX é espaço métrico, segue queX é espaço de Hausdorff e, dessa maneira, segue do corolário
A.0.8 que existe uma vizinhança aberta V deMn tal que V ∩Mi = ∅, para i ∈ {1, . . . , n−1}
e pelo lema A.0.9 existe vizinhança compacta U deMn tal que U ⊂ V , ou seja, U ∩Mi = ∅,
para i ∈ {1, . . . , n − 1}. Se x ∈ U \ Mn, temos que α(x) ⊂ M1 ∪ . . . ∪Mn−1, pois do
contrário, devido à relação de ordem entre os conjuntos de Morse, teríamos α(x), ω(x) ⊂Mn.
Logo, pela proposição 3.0.2, x ∈Mn, o que é uma contradição. Assim, φ((−∞, 0], x) 6⊂ U ,
para todo x ∈ U \Mn. Da proposição 3.1.7 segue queMn é um atrator. TomemosM∗

n o
repulsor complementar deMn em X. A coleção {M1, . . . ,Mn−1} está contida emM∗

n e
define uma decomposição de Morse emM∗

n. Pela hipótese de indução, existe uma sequência
estritamente crescente de atratores

∅ = Â1 ⊂ Â2 ⊂ · · · ⊂ Ân =M∗
n

tais queMn−j = Âj+1∩Â∗j , para j = 1, . . . , n−1. Observemos que Â∗1 =M∗
n e Â∗n = ∅. Como

Â∗i é um repulsor emM∗
n eM∗

n é um repulsor em X, segue do corolário 3.1.8 (considerando
o fluxo em tempo reverso) que Â∗i é um repulsor em X, para i = 1, . . . , n. Dessa forma, seja
Ai o atrator complementar de Â∗i em X. Obtemos uma sequência de atratores

∅ = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = X

onde A1 =Mn. ComoMn ⊂ Ai para i = 1, . . . , n temos que A∗i ⊂M∗
n. Da proposição 3.1.2

temos que (Ai ∩M∗
n, A

∗
i ∩M∗

n) é um par atrator-repulsor para o fluxo restrito àM∗
n. Como

A∗i ∩M∗
n = Â∗i é o repulsor complementar de Âi emM∗

n, temos que Ai ∩M∗
n = Âi. Assim,

Ai+1 ∩ A∗i = Ai+1 ∩M∗
n ∩ A∗i = Âi+1 ∩ Â∗i =Mn−i

para i = 1, . . . n− 1. Para i = 0, temos que A1 ∩ A∗0 =Mn e segue o resultado.
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Reciprocamente, sejam os conjuntosMj , j = 1, . . . , n definidos por uma sequência de
atratores conforme o enunciado do teorema. Esses conjuntos são compactos e invariantes
pois são propriedades preservadas pela interseção finita. Se i < j, então

Mn−i ∩Mn−j = Ai+1 ∩ A∗i ∩ Aj+1 ∩ A∗j = Ai+1 ∩ A∗j ⊂ Aj ∩ A∗j = ∅;

logo os conjuntos são dois a dois disjuntos.
Afirmamos que para x ∈ X ou φ(R, x) ⊂Mj para algum j ou existem índices i ≤ j tais que
α(x) ⊂Mn−j e ω(x) ⊂Mn−i+1. De fato, existe um menor inteiro i tal que ω(x) ⊂ Ai, e existe
um maior inteiro j tal que α(x) ⊂ A∗j . Notemos que, i > 0 e j < n. Agora ω(x) 6⊂ Ai−1, isto
é, x ∈ A∗i−1, pois se x /∈ A∗i−1, então x ∈ Ai−1 ou x /∈ Ai−1 ∪A∗i−1 em ambos os casos teremos
ω(x) ⊂ Ai−1 que é uma contradição. Assim, por invariância, φ(R, x) ⊂ A∗i−1 e ω(x) ⊂ A∗i−1.
Por outro lado, α(x) 6⊂ A∗j+1. Se φ(t, x) /∈ Aj+1 para algum t ∈ R então pela proposição
3.1.6 e pelo lema 2.3.10(iv) temos que α(x) ⊂ A∗j+1, uma contradição. Logo φ(R, x) ⊂ Aj+1.
Agora, j ≥ i − 1, pois do contrário j + 1 ≤ i − 1 e, assim, Aj+1 ⊂ Ai−1, o que implica
φ(R, x) ⊂ A∗i−1∩Ai−1 = ∅. Se j = i−1, então φ(R, x) ⊂ A∗i−1∩Ai =Mn−i+1. Se j > i−1, en-
tãoMn−i+1 6=Mn−j e sabemos que ω(x) ⊂ A∗i−1∩Ai =Mn−i+1 e α(x) ⊂ A∗j ∩Aj+1 =Mn−j

(α(x) ⊂ Aj+1, pois x ∈ φ(R, x) ⊂ Aj+1). Isso prova a afirmação. Segue do teorema 3.0.5 que
a coleção {M1, . . . ,Mn} é uma decomposição de Morse para o fluxo em X.

Exemplo: Considere X = S2
1
2
e o fluxo φ como no exemplo 6 da página 22. Relembre os

atratores e repulsores complementares desse fluxo descritos no exemplo da página 60. Tome
a sequência de atratores

∅ = A0 ⊂ E = A1 ⊂ Hn = A2 ⊂ S2
1
2

= A3.

Temos que A1 ∩ A∗0 = E, A2 ∩ A∗1 = {N} e A3 ∩ A∗2 = {S}. Assim, obtemos a decomposição
de MorseM = {E, {N}, {S}}.

Agora construiremos os principais resultados para decomposição de Morse, entre eles,
o de caracterizar a decomposição de Morse mais fina com o conjunto recorrente por cadeias
RC .

Em toda essa seção, a partir daqui, consideremos um fluxo φ sobre um espaço métrico
compacto X.
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Definição 3.2.2 Seja Y ⊂ X e sejam ε, T > 0, consideremos o conjunto

Ω(Y, ε, T ) = {z ∈ X ; ∃ (ε, T )−cadeia de algum y ∈ Y para z}.

Definimos o conjunto limite por cadeias de Y como

Ω(Y ) =
⋂

ε,T>0
Ω(Y, ε, T ).

Observação: Note que

Ω(Y ) = {z ∈ X ; ∀ ε, T > 0, ∃ y ∈ Y e ∃ (ε, T )−cadeia de y para z}.

Para um conjunto unitário Y = {x} escrevemos também Ω(x), o que coincide com a definição
2.3.15.

Lema 3.2.3 Se Y ⊂ X, então ω(Y ) ⊂ Ω(Y ).

Demonstração: Se y ∈ ω(Y ), então existem sequências (yn) em Y e (tn) em R tais que
tn → +∞ e φ(tn, yn) → y. Dados ε, T > 0, existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0 implica
d(φ(tn, yn), y) < ε. Como tn → +∞, podemos escolher tk > max{tn0 , T}. Assim, existe
um ponto yk ∈ Y e um tempo tk > T tais que d(φ(tk, yk), y) < ε, ou seja, existe uma
(ε, T )−cadeia de yk para y. Logo, y ∈ Ω(Y ) e, portanto, ω(Y ) ⊂ Ω(Y ).

Proposição 3.2.4 Se Y ⊂ X então Ω(Y ) é invariante e fechado. Em particular, ω(Ω(Y )) =
Ω(Y ).

Demonstração: Ω(Y ) é fechado, pois se x ∈ Ω(Y ), então para todo ε > 0, existe y ∈ Ω(Y )
tal que d(x, y) ≤ ε

2 . Assim, para todo T > 0 existe uma ( ε2 , T )−cadeia de algum z ∈ Y até y,
digamos,

x0 = z, . . . , xn = y e t0, . . . , tn−1 ≥ T

e, portanto, substituindo y por x temos, pela desigualdade triangular

d(φ(tn−1, xn−1), x) ≤ d(φ(tn−1, xn−1), y) + d(y, x) < ε

2 + ε

2 = ε
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tornando-se uma (ε, T )−cadeia de z ∈ Y até x, ou seja, Ω(Y ) ⊂ Ω(Y ).

Agora, vamos mostrar que Ω(Y ) é invariante pelo fluxo. Seja x ∈ Ω(Y ) e seja s ∈ R.
Dados ε, T > 0, pela continuidade de φs, existe 0 < δε < ε tal que φs(B(x, δε)) ⊂ B(φs(x), ε).
Como x ∈ Ω(Y ), existe yδε ∈ Y e uma (δε, T )−cadeia de yδε para x. Substituindo o
último tempo tn dessa cadeia por tn + s, temos uma (ε, T )−cadeia de yδε para φ(s, x), pois
d(φ(tn, xn), x) < δε implica que d(φ(tn + s, xn), φ(s, x)) < ε. Sendo ε, T e s arbitrários, segue
que φ(s, x) ∈ Ω(Y ), para todo s ∈ R e, portanto, Ω(Y ) é invariante pelo fluxo.

Por fim, sendo Ω(Y ) fechado e invariante segue do lema 2.3.10(ii) que ω(Ω(Y )) = Ω(Y ).

Lema 3.2.5 Se Y ⊂ X então para todos ε, T > 0, o conjunto Ω(Y, ε, T ) é aberto.

Demonstração: Sejam x ∈ Ω(Y, ε, T ) e y ∈ Y tal que existe uma (ε, T )−cadeia de y para
x. Seja tn o último tempo dessa (ε, T )−cadeia, logo, d(φ(tn, xn), x) < ε. Seja r ∈ R tal que
0 < r < ε− d(φ(tn, xn), x) e tome B(x, r). Note que, dado z ∈ B(x, r) temos

d(φ(tn, xn), z) ≤ d(φ(tn, xn), x) + d(x, z)

< d(φ(tn, xn), x) + r

< d(φ(tn, xn), x) + ε− d(φ(tn, xn), x)

= ε

Portanto, substituindo x por z temos uma (ε, T )−cadeia de y para z e, daí, z ∈ Ω(Y, ε, T ).
Desse modo, B(x, r) ⊂ Ω(Y, ε, T ) donde concluímos que Ω(Y, ε, T ) é aberto.

Proposição 3.2.6 Se Y ⊂ X então o conjunto Ω(Y ) é a interseção de todos os atratores
que contêm ω(Y ).

Demonstração: Sejam A um atrator tal que ω(Y ) ⊂ A e N uma vizinhança atratora
compacta de A disjunta de A∗. Tomando K = Y ∪ N temos que ω(K) = A. De fato,
pelo lema 2.3.10(i), ω(Y ) = ω(Y ) ⊂ A e, daí, Y ∩ A∗ = ∅. Por fim, segue da proposição
2.3.8(v), que ω(K) = ω(Y ) ∪ ω(N) = ω(Y ) ∪ A = A. Pelo lema 3.1.3, existe t∗ > 0 tal que
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φ([t∗,+∞), K) ⊂ int(N). Sejam

0 < ε < inf
{
d(y, z) ; y /∈ int(N) e z ∈ φ([t∗,+∞), K)

}
e V uma ε

2−vizinhança (ver A.0.1) aberta de φ([t∗,+∞), K). Como ω(Y ) ⊂ A, podemos
escolher um tempo T > t∗ tal que φ([T,+∞), Y ) ⊂ V . Seja y ∈ Ω(Y ). Para cada n ∈ N

tal que n > T e 1
n
< ε

2 , existem pontos xn0 , xn1 , . . . , xnkn = y em X, com xn0 ∈ Y e tempos
tn0 , t

n
1 , . . . , t

n
kn−1 ≥ n tais que

d(φ(tnin , x
n
in), xnin+1) < 1

n
<
ε

2 .

Como φ(tn0 , xn0 ) ∈ V , podemos tomar z ∈ φ([t∗,+∞), K) tal que

d(φ(tn0 , xn0 ), z) < ε

2 .

Assim temos
d(z, xn1 ) ≤ d(z, φ(tn0 , xn0 )) + d(φ(tn0 , xn0 ), xn1 ) < ε

2 + ε

2 = ε.

Pela escolha de ε, segue que xn1 ∈ int(N) ⊂ K. Agora, φ(tn1 , xn1 ) ∈ φ([t∗,+∞), K), pois
tn1 > t∗ e xn1 ∈ K e como d(φ(tn1 , xn1 ), xn2 ) < 1

n
< ε

2 temos que xn2 ∈ K. Fazendo sucessivamente
essa análise obtemos que d(φ(tnkn−1, x

n
kn−1), y) < 1

n
, com xkn−1 ∈ K. Agora, quando n→ +∞,

temos que φ(tnkn−1, x
n
kn−1) → y com tnkn−1 → +∞ e xnkn−1 ∈ K. Logo, y ∈ ω(K) = A.

Portanto, Ω(Y ) ⊂ A e, daí, Ω(Y ) está contido na interseção de todos os atratores que contêm
ω(Y ).

Para ε, T > 0, seja N = Ω(Y, ε, T ). Vamos mostrar que A := ω(N) é um atrator com
vizinhança atratora N . Note que Ω(Y, ε, T ) ⊂ int(N), pois Ω(Y, ε, T ) é aberto e está contido
em N . Agora seja z ∈ ω(N). Existem sequências (tn) em R e (xn) em N tais que tn → +∞
e φ(tn, xn) −→ z. Escolha n0 ∈ N tal que tn0 > T e d(φ(tn0 , xn0), z) < ε

2 . Pela continuidade
de φtn0 , existe δ > 0 tal que para todo y com d(y, xn0) < δ temos d(φ(tn0 , y), φ(tn0 , xn0)) < ε

2 .
Seja p ∈ Ω(Y, ε, T ) com d(p, xn0) < δ. Pela definição de p, existe uma (ε, T )−cadeia de algum
y ∈ Y para p donde obtemos

d(φ(tn0 , p), z) ≤ d(φ(tn0 , p), φ(tn0 , xn0)) + d(φ(tn0 , xn0), z) < ε

2 + ε

2 = ε.

Acrescentando o ponto z e o tempo tn0 à (ε, T )−cadeia de y para p determinamos uma
(ε, T )−cadeia de y para z e, assim, z ∈ Ω(Y, ε, T ). Portanto, ω(N) ⊂ Ω(Y, ε, T ) ⊂ int(N)
e, com isso, mostramos que A := ω(N) é um conjunto fechado e invariante com vizinhança
atratora N , isto é, A é um atrator.
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Como Ω(Y ) ⊂ Ω(Y, ε, T ), temos que Ω(Y ) ⊂ N e, daí, ω(Ω(Y )) ⊂ ω(N). Uma
vez que, pela proposição 3.2.4, ω(Ω(Y )) = Ω(Y ) e, pelo lema 3.2.3, ω(Y ) ⊂ Ω(Y ) temos
que ω(Y ) ⊂ Ω(Y ) = ω(Ω(Y )) ⊂ ω(N) = A. Assim, ω(Ω(Y, ε, T )) é atrator e ω(Y ) ⊂
ω(Ω(Y, ε, T )) ⊂ Ω(Y, ε, T ). Logo

Ω(Y ) ⊂
⋂
{A ⊂ X ; A é atrator que contém ω(Y )}

⊂
⋂

ε,T>0
ω(Ω(Y, ε, T ))

⊂
⋂

ε,T>0
Ω(Y, ε, T )

= Ω(Y ).

Portanto, a igualdade vale em todas as inclusões.

Observação: Essa proposição implica, em particular, que um fluxo transitivo por cadeias tem
apenas atratores triviais A = ∅, X, pois para cada Y ⊂ X teremos Ω(Y ) = X.

Proposição 3.2.7 O conjunto recorrente por cadeias RC satisfaz:

RC =
⋂
{A ∪ A∗ ; A é um atrator}.

Demonstração: Se A é um atrator e x ∈ X, então pela invariância de A e A∗ e pela proposição
3.1.6 ou ω(x) ⊂ A ou x ⊂ A∗. Se x ∈ RC , então x ∈ Ω(x) e, pela proposição 3.2.6, x está em
todo atrator que contém ω(x). Portanto, x ∈ A ∪ A∗ para todo atrator A.

Reciprocamente, se para todo atrator A, x ∈ A∪A∗, então x está em todo atrator que
contém ω(x), pois não é possível que ω(x) ⊂ A e x ∈ A∗, pela invariância de A∗. Portanto,

x ∈
⋂
{A ⊂ X ; A é um atrator que contém ω(x)}.

Pela proposição 3.2.6, x ∈ Ω(x) e, portanto, x ∈ RC .

Corolário 3.2.8 Se M = {M1, . . . ,Mn} é uma decomposição de Morse, e M ⊂ X é
transitivo por cadeias, então existeMj ∈M tal que M ⊂Mj. Em particular,

RC ⊂
n⋃
i=1
Mi.
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Demonstração: Pelo teorema 3.2.1, temos uma sequência de atratores ∅ = A0 ( A1 (

· · · ( An = X, tal que Mn−i = Ai+1 ∩ A∗i , para 0 ≤ i ≤ n − 1. Pela observação feita na
página 35, temos que todo ponto de um conjunto transitivo por cadeias é recorrente por
cadeias. Logo, M ⊂ RC . Para x ∈M , seja i o maior índice tal que x /∈ Ai. Pela proposição
3.2.7, x ∈ A∗i . Assim, x ∈ Ai+1 ∩ A∗i = Mn−i. Para todo y ∈ M , y ∼ x, isto é, x e y são
equivalentes por cadeia. Assim como para x, existeMn−j tal que y ∈Mn−j . Pela proposição
3.2.6 segue que Ω(x) ⊂ Ai+1 ∩ A∗i = Mn−i e, analogamente, Ω(y) ⊂ Mn−j. Temos que
x ∈ Mn−i, y ∈ Mn−j e y ∼ x, então x ∈ Ω(y) ⊂ Mn−j e y ∈ Ω(x) ⊂ Mn−i. Desse modo,
ω(x) ⊂ ω(Ω(y)) = Ω(y) ⊂Mn−j e, analogamente, ω(y) ⊂Mn−i Logo,

I. α(x) ⊂Mn−i e ω(x) ⊂Mn−j ⇒Mn−i �Mn−j;

II. α(y) ⊂Mn−j e ω(y) ⊂Mn−i ⇒Mn−j �Mn−i.

Por I. e II. e pela antissimetria de � temos queMn−i =Mn−j e, portanto, M ⊂Mn−j.

Uma vez que RC é particionado em componentes transitivas por cadeias, a última
afirmação segue.

Lema 3.2.9 Sejam El e Et conjuntos transitivos por cadeias e considere a relação � definida
em 3.0.3. Se El � Et tal que cada Eji nessa relação seja transitivo por cadeias, então para
todo x ∈ El e para todo y ∈ Et, segue que x ≺ y.

Demonstração: Sejam El e Et conjuntos transitivos por cadeias tais que El � Et. Logo,
existem índices j0, . . . , jn com El = Ej0 , Et = Ejn e pontos xi ∈ X com

α(xi) ⊂ Eji−1 e ω(xi) ⊂ Eji , para i = 1, . . . , n.

Sejam x ∈ El e y ∈ Et pontos quaisquer. Notemos que xi ∈ Ω(α(xi)) e como xi é recorrente por
cadeias segue que ω(xi) ⊂ Ω(xi) para todo i ∈ {1, . . . , n}. Assim, tome z1 ∈ α(x1) ⊂ Ej0 = El

e z2 ∈ ω(x1) ⊂ Ej1 . Segue da transitividade de El que x ≺ z1. Ainda, z1 ≺ x1 e x1 ≺ z2, pois
com a órbita positiva de x1 que se aproxima de z2 e com a órbita negativa que se aproxima
de z1 podemos criar (ε, T )−cadeias de z1 para x1 e de x1 para z2. Analogamente, sejam
z3 ∈ α(x2) e z4 ∈ ω(x2). Como ω(x1), α(x2) ∈ Ej1 , segue da transitividade por cadeias de
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Ej1 que z2 ≺ z3. Além disso, z3 ≺ x2 e x2 ≺ z4.
Realizando esse processo sucessivamente, teremos

x ≺ z1 ≺ x1 ≺ · · · ≺ z2n−1 ≺ xn ≺ z2n ≺ y.

Portanto, pela transitividade de ≺, segue que x ≺ y, para todos x ∈ El e y ∈ Et.

Lema 3.2.10 X é transitivo por cadeias se, e somente se, a decomposição de Morse trivial
é a única existente.

Demonstração: Pelo teorema 3.2.1 a decomposição trivial é a única existente se, e somente
se, os únicos atratores são X e ∅. Pela proposição 3.2.6 isso acontece se, e somente se, para
todo x ∈ X, Ω(x) = X. Ou seja, se e somente se, X é transitivo por cadeias.

Teorema 3.2.11 Existe a decomposição de Morse mais fina se, e somente se, o conjunto
recorrente por cadeias RC possui uma quantidade finita de componentes conexas. Neste caso,
as componentes de Morse coincidem com as componentes por cadeia de RC e o fluxo restrito
a cada componente de Morse é transitivo por cadeias e recorrente por cadeias.

Demonstração: Se existe a decomposição de Morse M = {M1, . . . ,Ml} mais fina, então
o fluxo restrito a cada componente de Morse deve ser transitivo por cadeias. De fato,
suponhamos que uma componente de MorseMk não é transitiva por cadeias e consideremos
o fluxo restrito àMk. Então, pela proposição 3.2.6, existe x ∈Mk com Ω(x) 6=Mk. Pelo
teorema 3.2.1 as componentes de Morse de um fluxo podem ser escritas via uma sequência
de atratores por

Mn−i = Ai+1 ∩ A∗i para 0 ≤ i ≤ n− 1.

Pela invariância de Mk temos ω(x) ⊂ Mk. Agora, proposição 3.2.6 implica que existe
um atrator Â que contém ω(x) e Mk 6⊂ Â (pois Ω(x) 6= Mk). A sequência de atratores
∅ ( Â (Mk emMk dá-nos a decomposição de Morse

M′
1 =Mk ∩ Â∗ = Â∗, M′

2 = Â ∩Mk = Â

para o fluxo restrito àMk. Assim, {M1, . . . ,Mk−1,M′
1,M′

2,Mk+1, . . . ,Ml} é uma decom-
posição de Morse para X, mas isso contradiz a hipótese de que a decomposição de Morse
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inicialmente tomada é a mais fina. Assim, mostramos que as componentes de Morse são
transitivas por cadeias e, pela proposição 2.3.34, são conexas. Uma vez que são conexas e
transitivas por cadeias, segue da proposição 2.3.29(ii) e do teorema 2.3.37 que cada compo-
nente de Morse na decomposição de Morse mais fina está contida em uma componente conexa
do conjunto recorrente por cadeias RC . Pelo corolário 3.2.8, concluímos queM é exatamente
a coleção das componentes transitivas por cadeias de RC . Logo, como a quantidade de
componentes de Morse é finita o resultado segue.

Reciprocamente, a quantidade finita de componentes conexas Mi de RC definem
uma decomposição de Morse. De fato, elas satisfazem as condições da definição 3.0.1 como
mostramos a seguir.

As componentes conexas de RC são, pelo teorema 2.3.37, as componentes por cadeias
de RC . Assim, pelas proposições 2.3.25 e 2.3.28, elas são fechadas e invariantes. Como X é
compacto elas são, em particular, compactas. Por serem classes de equivalência, são duas
a duas disjuntas e não-vazias. Para todo x ∈ X temos, pelo corolário 2.3.43, que ω(x) e
α(x), estão contidos cada qual numa componente conexa de RC , isto é, para todo x ∈ X, os

conjuntos limites satisfazem α(x), ω(x) ⊂
l⋃

i=1
Mi, onde RC = {M1, . . . ,Ml}.

Vamos mostrar que se x ∈ X tal que α(x), ω(x) ⊂Mj ∈ RC , então x ∈Mj. Basta
notarmos que se y ∈ ω(x), então x ≺ y e se z ∈ α(x) então z ≺ x. Portanto, se ω(x) e α(x)
estão contidos numa mesma componente por cadeias, então y ∼ z donde concluímos, por
transitividade, que x é recorrente por cadeias e y ∼ x, ou seja, x ∈Mj.

Agora, suponhamos que existamMj0 ,Mj1 , . . . ,Mjn e x1, . . . , xn ∈ X \
l⋃

i=1
Mi com

α(xi) ⊂Mji−1 e ω(xi) ⊂Mji para i = 1, . . . , n.

Devemos provar que Mj0 6= Mjn . Suponhamos por absurdo que Mj0 = Mjn . Note que,
para todo i ∈ {1, . . . , n− 1},Mj0 �Mji �Mjn , conforme a definição 3.0.3. Pelo lema 3.2.9
concluímos que para todo x ∈ Mj0 = Mjn e todo z ∈ Mji teremos x ≺ z e z ≺ x. Logo,
x ∼ z. Pela maximalidade das componentes conexas e pela arbitrariedade de i, segue que
Mji =Mj0 =Mjn , para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}. Assim, pelo parágrafo anterior, concluímos

que xi ∈ Mji , para todo i ∈ {1, . . . , n} o que contradiz a hipótese de xi ∈ X \
l⋃

k=1
Mk

para todo i ∈ {1, . . . , n}. Consequentemente, Mj0 6= Mjn . Daí, a quantidade finita de
componentes conexas de RC definem uma decomposição de Morse. Por fim, a decomposição
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de MorseM dada pelas componentes conexas de RC é a mais fina. De fato, suponha que N é
outra decomposição de Morse. Então, dado M ∈M, NM = {M ∩N ; N ∈ N , M ∩N 6= ∅}
é uma decomposição de Morse de M . Uma vez que a restrição do fluxo a uma componente
por cadeias é, pela proposição 2.3.33, transitivo por cadeias, segue do lema 3.2.10 que a
decomposição NM é trivial. Em particular, não existe N ∈ N tal que N (M . Portanto,M
é a decomposição de Morse mais fina.

Vale a pena notar que existem fluxos com quantidade não enumerável de componentes
por cadeias como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo: Sejam a, b ∈ R com a < b. Seja f : [a, b] −→ R uma função contínua tal que
f(a) = f(b) = 0 e f(x) < 0 para todo x ∈ (a, b). Considere o fluxo φt, sobre [a, b], associado
à equação diferencial

·
x = f(x).

Nos referiremos a esse fluxo como o fluxo de segmento decrescente. Os pontos fixos de φt são
os zeros de f , assim,

Fix(φt) = {a, b}.

Pelo lema 2.3.40, os pontos fixos são recorrentes por cadeia. Assim,

{a, b} ⊆ RC(φt).

Mostraremos que RC(φt) = {a, b}. Note que φt(x) é uma função estritamente decrescente
de t para todo x ∈ (a, b), pois f(x) < 0 para cada x ∈ (a, b). Se x ∈ (a, b), então x não
é ponto fixo. Seja T > 0. Encontraremos um ε > 0 tal que não exista uma (ε, T )−cadeia
de x para ele mesmo. Primeiro, afirmamos que existe δ > 0 tal que se y < φ(T, x) + δ,
então φ(t, y) < φ(T, x), ∀ t ≥ T . Isso significa que se começarmos com um ponto y menor
que φ(T, x) + δ e seguirmos a órbita por pelo menos um tempo T , devemos terminar num
ponto menor que φ(T, x). Seja δ = x− φ(T, x). Uma vez que φt é uma função estritamente
decrescente de t e T > 0, temos que δ > 0. Se y < φ(T, x) + δ = x, então

φ(t, y) ≤ φ(T, y) < φ(T, x) ∀ t ≥ T,

pois φT preserva orientação. Agora, seja ε = δ. Suponhamos por absurdo que existe uma
(ε, T )−cadeia

x = x0, x1, . . . , xn = x; t0, t1, . . . , tn−1 ≥ T
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de x nele mesmo. Se d denota a métrica canônica sobre [a, b], então

|φ(t0, x0)− x1| = d(φ(t0, x0), x1) < ε = δ.

Como t0 ≥ T e φ(t0, x0) é uma função decrescente em relação a t,

x1 < φ(t0, x0) + δ ≤ φ(T, x0) + δ.

Sendo t1 ≥ T , φ(t1, x1) < φ(T, x0). Agora,

|φ(t1, x1)− x2| = d(φ(t1, x1), x2) < ε = δ,

então
x2 < φ(t1, x1) + δ < φ(T, x0) + δ.

Daí,
φ(t2, x2) < φ(T, x0).

Continuando nesse processo obteremos

φ(tn−1, xn−1) < φ(T, x0) < x0.

Desde que xn = x e tn−1 ≥ T ,

|φ(tn−1, xn−1)− xn| = |φ(tn−1, xn−1)− x|

= |x− φ(tn−1, xn−1)|

= x− φ(tn−1, xn−1)

> x− φ(T, x).

Por outro lado, pela definição de ε,

|φ(tn−1, xn−1)− xn| < ε = x− φ(T, x).

Isto é uma contradição. Consequentemente x /∈ RC(φt). Logo, RC(φt) = {a, b}.

Com esse resultado geral, façamos algo mais concreto.

Seja C ⊂ [0, 1] o conjunto ternário de Cantor (veja [2]). Seja f : [0, 1] −→ R uma
função contínua tal que f(x) = 0, para todo x ∈ C e f(x) < 0, para todo x ∈ [0, 1] \C. Seja
φt o fluxo, sobre [0, 1], associado à equação diferencial

·
x = f(x).
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Os pontos fixos são exatamente os zeros de f . Logo, Fix(φt) = C. Já que os pontos fixos
são recorrentes por cadeias, C ⊆ RC(φt). Afirmamos que C = RC(φt). Seja x ∈ [0, 1] \C.
Pela propriedade do conjunto ternário de Cantor, existem a, b ∈ C tais que x ∈ [a, b] e
(a, b) ∩C = ∅. O fluxo φt |[a,b] é exatamente um fluxo do tipo estudado no caso geral acima.
Esse estudo mostra que x /∈ RC(φt). Portanto, C = RC(φt).

Uma vez que o conjunto ternário de Cantor é totalmente desconexo, suas componentes
conexas são precisamente seus subconjuntos unitários. Logo, como o conjunto ternário de
Cantor é não enumerável, o fluxo φt tem uma quantidade não enumerável de componentes
conexas e, consequentemente, pelo teorema 3.2.11, não possui a decomposição de Morse mais
fina.
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4 TRANSLAÇÕES NO ESPAÇO PROJETIVO

Neste capítulo, estudaremos fluxos induzidos pela ação de transformações lineares em
um espaço projetivo. Para esse estudo consideramos o fluxo induzido pela ação de gt no espaço
projetivo P(V ) onde, V é um espaço vetorial de dimensão finita. Para t ∈ Z e g ∈ Gl(V ) temos
que gt são iterações de g, ou seja, gt = g ◦ · · · ◦ g︸ ︷︷ ︸

t vezes

para t > 0 ou gt = g−(−t) = g−1 ◦ · · · ◦ g−1︸ ︷︷ ︸
−t vezes

para t < 0 e, para t ∈ R e X ∈ gl(V ), gt = exp(tX) ∈ Gl(V ). Ainda, Gl(V ) é o grupo dos
operadores de V invertíveis e gl(V ) o conjunto de todos os operadores de V .

A decomposição de Jordan dos elementos do grupo linear Gl(V ) determina compo-
nentes tais que caracterizam comportamentos do fluxo induzido no espaço projetivo como
recorrência e recorrência por cadeias. Desse modo, os principais resultados deste capítulo são
a caracterização do conjunto recorrente (veja 4.4.7) e a decomposição de Morse mais fina
em termos dos pontos fixos das componentes de Jordan (veja 4.4.6). O presente capítulo é
baseado principalmente em [5] e complementado por [24].

4.1 Espaço Projetivo

Nesta seção apresentaremos o espaço projetivo associado a um espaço vetorial V ,
d-dimensional (d <∞).

Definição 4.1.1 O espaço projetivo, P(V ), associado à V é definido por:

P(V ) = {[v]; v ∈ V \ {0}} .

Observação: Utilizaremos a notação [v] para representar o espaço gerado por v ∈ V . Se
V = Rn+1, para algum n ∈ N, então utilizamos a notação Pn para representar P(V ).

Proposição 4.1.2 Se U ⊂ V , tU ⊂ U para todo t ∈ R \ {0} e [w] ∈ P(U), então w ∈ U .

Demonstração: Seja [w] ∈ P(U). Logo, [w] = {tw ∈ V ; t ∈ R}. Assim, se u ∈ [w], u 6= 0,
então existe t ∈ R \ {0} tal que u = tw. Uma vez que, por hipótese tU ⊂ U para todo
t ∈ R \ {0}, segue que u = tw ∈ U , para todo t ∈ R \ {0}. Portanto, em particular, w ∈ U .
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Proposição 4.1.3 Seja P(V ) o espaço projetivo associado ao espaço vetorial normado
V . Se d : P(V ) × P(V ) −→ R é a aplicação definida por ([v], [w]) 7−→ d([v], [w]) =
min

{∥∥∥ v
‖v‖ −

w
‖w‖

∥∥∥ , ∥∥∥ v
‖v‖ + w

‖w‖

∥∥∥} então d é uma métrica em P(V ).

Demonstração: Primeiramente mostraremos que d está bem definida.

Note que para todos v, w ∈ V temos
∥∥∥ v
‖v‖ −

w
‖w‖

∥∥∥ , ∥∥∥ v
‖v‖ + w

‖w‖

∥∥∥ ∈ R e, portanto, existe
min

{∥∥∥ v
‖v‖ −

w
‖w‖

∥∥∥ , ∥∥∥ v
‖v‖ + w

‖w‖

∥∥∥}. Assim, para assegurarmos a boa definição de d, precisa-
mos provar que essa aplicação independe do representante das classes [v] e [w]. Sejam
v1, v2, w1, w2 ∈ V tais que [v1] = [v2] e [w1] = [w2]. Logo, existem a, b ∈ R tais que v1 = av2

e w1 = bw2.

d([v1], [w1]) = min
{∥∥∥∥∥ v1

‖v1‖
− w1

‖w1‖

∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥ v1

‖v1‖
+ w1

‖w1‖

∥∥∥∥∥
}

= min
{∥∥∥∥∥ av2

|a|‖v2‖
− bw2

|b|‖w2‖

∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥ av2

|a|‖v2‖
+ bw2

|b|‖w2‖

∥∥∥∥∥
}

= min
{∥∥∥∥∥ v2

‖v2‖
− w2

‖w2‖

∥∥∥∥∥ ,
∥∥∥∥∥ v2

‖v2‖
+ w2

‖w2‖

∥∥∥∥∥
}

= d([v2], [w2]).

Agora vejamos que d é uma métrica. Sejam v, w, z ∈ V . Sem perda de generalidade,
consideremos ‖v‖ = ‖w‖ = ‖z‖ = 1.

d([v], [w]) = 0 ⇐⇒ ‖v − w‖ = 0 ou ‖v + w‖ = 0

⇐⇒ v = w ou v = −w

⇐⇒ [v] = [w].

Note também que

d([v], [w]) = min

‖v − w‖︸ ︷︷ ︸
≥0

, ‖v + w‖︸ ︷︷ ︸
≥0

 ≥ 0.

Ainda,

d([v], [w]) = min{‖v − w‖ ‖v + w‖}

= min{‖ − (v − w)‖, ‖w + v‖}

= min{‖w − v‖, ‖w + v‖}

= d([w], [v]).
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Agora, para a desigualdade triangular, observemos que:

‖v − w‖ = ‖v − z + z − w‖ ≤ ‖z − v‖+ ‖z − w‖; e

‖v − w‖ = ‖v + z − z − w‖ ≤ ‖z + v‖+ ‖z + w‖.

Assim, ‖v − w‖ ≤ min {‖z − v‖+ ‖z − w‖, ‖z + v‖+ ‖z + w‖} e, analogamente, ‖v + w‖ ≤
min {‖z − v‖+ ‖z + w‖, ‖z + v‖+ ‖z − w‖}. Daí,

d([v], [w]) = min{‖v − w‖, ‖v + w‖}

≤ min {‖z − v‖+ ‖z − w‖, ‖z + v‖+ ‖z + w‖, ‖z − v‖+ ‖z + w‖, ‖z + v‖+ ‖z − w‖}

≤ min{‖z − v‖, ‖z + v‖}+ min{‖z − w‖, ‖z + w‖}

= d([z], [v]) + d([z], [w]).

Portanto, pelos parágrafos anteriores, segue que d é uma métrica para P(V ).

Corolário 4.1.4 O espaço projetivo P(V ) é um espaço topológico compacto, conexo e de
Hausdorff.

Demonstração: Pela proposição anterior, (P(V ), d) é um espaço métrico e, uma vez que todo
espaço métrico é de Hausdorff, segue que P(V ) é espaço de Hausdorff. A compacidade e
conexidade é demonstrada em 5.2.5.

4.2 Decomposição de Jordan

Esta seção dedica-se a apresentar os conceitos gerais acerca da decomposição de Jordan
aditiva e multiplicativa de endomorfismos de V . Uma vez que faremos uso da decomposição
de Jordan multiplicativa como ferramenta para os resultados principais desse trabalho, não
faremos a demonstração da existência e unicidade dessas decomposições.

Considerando um espaço vetorial real V de dimensão finita e T um operador linear
de V , denotemos VC o complexificado de V , isto é, VC = {v + iw; v, w ∈ V } onde V
é identificado naturalmente por V = {v + i0; v ∈ V }. Dessa maneira, estendemos T à
VC definindo TC(v + iw) = T (v) + iT (w) de modo que, assim, identificamos gl(V ) com o
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subconjunto das transformações em gl(VC) que aplicam V ⊂ VC em V e, ainda, identificamos
Gl(V ) como subconjunto de Gl(VC).

Definição 4.2.1 (Aditivo) Um operador linear T : V −→ V é chamado:

• Nilpotente se existir n ∈ N tal que T n = 0;

• Semissimples se T é diagonalizável quando visto como um operador sobre VC;

• Hiperbólico se T é semissimples e seus autovalores são todos reais;

• Elíptico se T é semissimples e seus autovalores são puramente imaginários.

Todos os operadores lineares de V podem ser escritos unicamente como a soma de três
operadores lineares, sendo um elíptico, um hiperbólico e um nilpotente.

Teorema 4.2.2 Se T ∈ gl(V ), então T pode ser escrito unicamente como a soma

T = E +H +N,

onde E é elíptico, H é hiperbólico, N é nilpotente e E, H e N comutam.

Vale observar que é possível determinar E, H e N por meio de polinômios reais que dependem
das componentes real e imaginária dos autovalores de T .

Para o caso multiplicativo, faz-se necessário novos conceitos.

Definição 4.2.3 (Multiplicativo) Um operador linear T : V −→ V é chamado:

• Unipotente se T − I é nilpotente;

• Hiperbólico se T é semissimples e seus autovalores são todos reais positivos;

• Elíptico se T é semissimples e seus autovalores têm valor absoluto igual a 1.

Finalmente o resultado à seguir nos dá a decomposição de Jordan multiplicativa.

Teorema 4.2.4 Se g ∈ Gl(V ), então g pode ser escrito unicamente como um produto

g = e.h.u,

onde e é elíptico, h é hiperbólico, u é unipotente e e, h e u comutam.
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Observação: Uma vez que os autovalores de e têm valor absoluto igual a 1 e a matriz que
representa o operador linear u pode ser escrita de tal forma que sua diagonal principal tenha
as entradas iguais à 1 segue que o módulo dos autovalores de g coincide com o módulo dos
autovalores de h.

A demonstração dos resultados sobre esse tema apresentados nessa seção e demais
abordagens convenientes podem ser consultadas em [18], [24] (capítulo 2, seção 2.1, p.49−70),
[6] (Lema IX.7.1, p. 430 - multiplicativa) e [8] (Proposição 4.2, p.17 - aditiva).

4.3 Dinâmica de Translações

No capítulo 5 abordaremos, com mais ênfase, o fluxo gt em P(V ) induzido por uma
ação onde gt[v] = [gtv] e, para esse fluxo, consideraremos sua decomposição de Jordan
multiplicativa, a saber, g = e.h.u em que e = eE, h = eH e u = eN . Para o caso discreto,
gt = (e.h.t)t = et.ht.ut onde a última igualdade se dá pela comutatividade dos elementos e, h
e u e, pela unicidade da decomposição de Jordan, essa é a decomposição de gt. Para o caso
contínuo, gt = etX = et(E+H+N) = etE+tH+tN e, uma vez que E, H e N comutam, segue que
gt = etE.etH .etN = et.ht.ut. Pela unicidade da decomposição de Jordan, essa é a decomposição
de gt. Para os resultados à seguir, consideramos gt com sua respectiva decomposição de
Jordan.

Lema 4.3.1 Se e ∈ Gl(V ) é elíptica, então podemos escolher uma norma em V , tal que et é
uma isometria para todo t.

Demonstração: Uma vez que e ∈ Gl(V ) é elíptica, existe uma base de VC formada por
autovetores vi de e. Definimos a seguinte norma em VC:

‖v‖ = max |βi|, para v =
∑
i

βivi.
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Como todos os autovetores de et têm norma 1 e os vetores vi são autovetores de e, temos que
et é uma isometria nessa norma. De fato, seja v ∈ VC, logo v =

∑
i

βivi. Assim,

‖e(v)‖ =
∥∥∥∥∥∑

i

βie(vi)
∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥∥∑

i

βiλivi

∥∥∥∥∥
= max ‖βiλi‖

= max |βi| · |λi|

= max |βi|

= ‖v‖

Basta então restringir a norma à V . A restrição de et à V continua sendo uma isometria.

Lema 4.3.2 Seja V = U ⊕W e seja xn = un + wn uma sequência com un ∈ U e wn ∈ W .
Suponha que un 6= 0 para todo n ∈ N e que lim wn

‖un‖ = 0. Passando para o espaço projetivo;
se [xn] ∈ P(V ) converge para [x] ∈ P(V ), então [x] ∈ P(U).

Demonstração: Sem perda de generalidade podemos supor que ‖un‖ = 1 e que limwn = 0 já
que

[xn] =
[
xn
‖un‖

]
=
[
un
‖un‖

+ wn
‖un‖

]
e lim wn

‖un‖
= 0.

Uma vez que dim V <∞, segue que dimU <∞ e, assim, U é fechado em V . Ainda, sendo
‖un‖ = 1, temos que un pertence à esfera em U que é compacta. Desse modo, existe
subsequência convergente unk → u ∈ U . Então,

[x] = lim
k→∞

[xnk ] = lim
k→∞

[unk + wnk ] = [u] ∈ P(U),

onde a última igualdade advém da continuidade da projeção [ · ].

Observação: Seja V um espaço vetorial normado com uma norma ‖ · ‖, utilizamos ‖ · ‖
também para denotar a norma de um operador linear sobre V . Sendo, portanto, ‖ · ‖ uma
norma sobre gl(V ), conforme definição à seguir.
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Definição 4.3.3 Sejam V e W dois espaços vetoriais normados e B(V,W ) o conjunto de
todas as aplicações lineares de V em W . Definimos a seguinte norma em B(V,W )

‖ · ‖ : B(V,W ) −→ R

T 7−→ ‖T‖ := sup {‖Tv‖; v ∈ V, ‖v‖ = 1}

Lema 4.3.4 Fixe uma norma ‖ · ‖ em V . Se h = I, então para cada x 6= 0 existe εx > 0 tal
que ‖gtx‖ > εx para todo t ∈ R.

Demonstração: Pela forma canônica de Jordan, em uma base apropriada, u pode ser escrita na
forma triangular superior com “uns” na diagonal (já que qualquer transformação nilpotente,
numa base apropriada, pode ser escrita como uma matriz triangular superior com valor 0 na
diagonal). Escrevemos x nessa base como x = (x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0), onde xk é a última
coordenada não nula de x. Então, ut fixa a última coordenada xk de x. Dessa forma, se
tomarmos a norma euclidiana ‖ · ‖1 relativa à essa base, teremos que

‖utx‖1 ≥ |xk| ∀t ∈ R.

Tomando a norma ‖ · ‖2 na qual e é uma isometria, temos que ‖v‖2 ≥ C · ‖v‖1, para todo
v ∈ V , onde C > 0 já que quaisquer duas normas definidas em V são equivalentes.

Uma vez que, por hipótese, gt = etut, temos que

‖gtx‖2 = ‖etutx‖2 = ‖utx‖2 ≥ C‖utx‖1 ≥ C|xk|, para todo t ∈ R.

Portanto, usando a equivalência das normas em V , temos que existe D > 0 tal que ‖v‖ ≥
D‖v‖2 e, assim,

‖gtx‖ ≥ D‖gtx‖2 ≥ D · C|xk|.

O resultado segue tomando εx > D · C|xk|.

Definição 4.3.5 Seja T ∈ B(V, V ). Definimos o raio espectral de T por

r(T ) = max{|λ|;λ é um autovalor de TC}.

Lema 4.3.6 Seja g ∈ Gl(V ). Se r(g) < 1, então ‖gt‖ −→ 0, quando t→ +∞.
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Demonstração: Seja gt = ethtut a decomposição de Jordan do fluxo linear gt. Seja β =
{v1, . . . , vd} base de V formada por autovetores de ht. Considere o produto interno em V

tal que β seja ortogonal e a norma ‖ · ‖3 associada a esse produto interno. Temos que essa
norma é equivalente à ‖ · ‖.
Afirmação 1: ‖ht‖ ≤ c.r(gt), c > 0.
De fato, dado v ∈ V e escrevendo v como combinação linear dos elementos de β, temos

‖htv‖2
3 =

∥∥∥∥∥ht
d∑
i=1

αivi

∥∥∥∥∥
2

3

=
∥∥∥∥∥
d∑
i=1

αiλivi

∥∥∥∥∥
2

3

=
d∑
i=1
‖αiλivi‖2

3

≤ max
1≤i≤d

{|λi|2}
d∑
i=1
‖αivi‖2

3

= max
1≤i≤d

{|λi|2}
∥∥∥∥∥
d∑
i=1

αivi

∥∥∥∥∥
2

3

= max
1≤i≤d

{|λi|2}‖v‖2
3.

Como ‖ · ‖ e ‖ · ‖3 são equivalentes, existem c1, c2 > 0 tais que c1‖v‖ ≤ ‖v‖3 ≤ c2‖v‖, para
todo v ∈ V . Consequentemente segue que, para v ∈ V tal que ‖v‖ = 1, temos

‖htv‖ ≤ 1
c1
‖htv‖3 ≤

1
c1
‖ht‖3‖v‖3 ≤

c2

c1
‖ht‖3‖v‖ = c2

c1
‖ht‖3.

Logo, ‖ht‖ ≤ c2
c1
‖ht‖3. Daí,

‖ht‖ ≤ c2

c1
‖ht‖3 = c2

c1
sup{‖htv‖3; v ∈ V, ‖v‖3 = 1}

≤ c2

c1
sup

{
max
1≤i≤d

{|λi|}‖v‖3; v ∈ V, ‖v‖3 = 1
}

= c2

c1
max
1≤i≤n

{|λi|} = c2

c1
r(gt).

Assim, o resultado segue tomando c = c2
c1
.

Afirmação 2: et é limitada.
De fato, sejam v ∈ V e ‖ · ‖2 a norma na qual et é uma isometria. Como ‖ · ‖ e ‖ · ‖2 são
equivalentes, existem k1, k2 > 0 tais que k1‖v‖ ≤ ‖v‖2 ≤ k2‖v‖, para todo v ∈ V . Assim,

‖etv‖ ≤ 1
k1
‖etv‖2 = 1

k1
‖v‖2 ≤

k2

k1
‖v‖ para todo t ∈ R.
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Tomando M > k2
k1
, o resultado segue, isto é, ‖et‖ < M .

Afirmação 3: ‖ut‖ ≤ p(t), onde p(t) é um polinômio em t.
De fato, uma vez que u é unipotente, existe N nilpotente tal que u = eN . Daí,

ut = etN = I + tN + · · ·+ (tN)k

k! ,

para algum k ∈ N fixo. Usando que ‖N l‖ ≤ ‖N‖l, segue que, para v ∈ V ,

‖utv‖ ≤ ‖v‖
(

1 + ‖N‖|t|+ · · ·+ ‖N‖
k|t|k

k!

)
= ‖v‖p(t),

onde p(t) é um polinômio em t. Dessa forma ‖ut‖ ≤ p(t).
Afirmação 4: r(gt) = r(g)t.
De fato, pela observação feita na página 80 e do fato de que os autovalores de ht são todos
reais positivos, segue que

r(gt) = r(ht)

= r(h)t

= r(g)t.

Portanto, pelos resultados acima, temos que

‖gt‖ ≤ ‖et‖‖ht‖‖ut‖ < M.c.r(gt)p(t) = M.c.r(g)tp(t)→ 0,

quando t→ +∞, uma vez que r(g) < 1.

Uma vez que a componente hiperbólica h de g é diagonalizável com autovalores reais
positivos λ1 > λ2 > · · · > λn > 0, podemos decompor V como a soma V = V1⊕V2⊕ · · ·⊕Vn
dos seus autoespaços, que chamamos de decomposição de V em autoespaços associados a h.

Lema 4.3.7 Seja V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn a decomposição de V em autoespaços associados a
h, onde λ1 > λ2 > · · · > λn > 0. Seja v = v1 + v2 + · · ·+ vn, v 6= 0, com vi ∈ Vi. Se i é o
primeiro índice tal que vi 6= 0 e j é o último índice tal que vj 6= 0, então

ω([v]) ⊂ P(Vi) e α([v]) ⊂ P(Vj).

Demonstração: Denotemos por gk a restrição g/λi à Vk. Temos que o raio espectral de gk é
λk
λi

e gi tem parte hiperbólica igual à identidade. Note que os autovalores de gk têm norma
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menor que 1 para k > i. Pelo Lema 4.3.6, para k > i, temos que

‖gtkvk‖ ≤ ‖gtk‖‖vk‖ → 0,

quando t → +∞. Pelo Lema 4.3.4, temos que ‖givi‖ ≥ ε, para algum ε > 0. Agora, seja
[x] ∈ ω([v]). Existe tj → +∞ tal que lim

j→+∞
gtj [v] = [x]. Assim,

gtj [v] =
[
gtj

λi
(vi + · · ·+ vj)

]
=

g
tj
i vi︸ ︷︷ ︸
∈Vi

+
∑
k>i

g
tj
k vk︸ ︷︷ ︸

∈V \Vi

→ [x].

Pelos argumentos anteriores e pelo Lema 4.3.2, segue que [x] = lim
j→+∞

[gtjv] ∈ P(Vi).

A demonstração para α([v]) é análoga.

4.4 Recorrência e Recorrência por Cadeias

Nesta seção obteremos as componentes de Morse da decomposição de Morse mais
fina para o fluxo gt no espaço projetivo. Com mais algumas ferramentas apresentaremos a
desejada caracterização do conjunto recorrente e do conjunto recorrente por cadeias.

Proposição 4.4.1 O conjunto {P(V1), . . . ,P(Vn)} é uma decomposição de Morse para o
fluxo gt.

Demonstração: Os conjuntos P(Vi) são não-vazios, dois a dois disjuntos e, pelo corolário 4.1.4,
eles são compactos. Para ver que são invariantes, observemos que, como gt e ht comutam,
para todo vk ∈ Vk,

htgtvk = gthtvk = λkg
tvk.

Portanto, gtvk está em Vk, o autoespaço de h associado ao autovalor λk, ou seja, P(Vk) é

invariante por gt. Pelo Lema 4.3.7, para todo v ∈ V , ω([v]), α([v]) ⊂
n⋃
i=1

P(Vi). Novamente

pelo Lema 4.3.7, se ω([v]), α([v]) ⊂ P(Vi), para algum i, então v = vi ∈ Vi. Ou seja, [v] ∈ P(Vi).

Agora, suponhamos que existam índices j0, . . . , jk e pontos [x1], . . . , [xk] ∈ P(V ) \
n⋃
i=1

P(Vi),
com

α([xi]) ⊂ P(Vji−1) e ω([xi]) ⊂ P(Vji),
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para i = 1, . . . , k. Vamos mostrar que P(Vj0) 6= P(Vjk). Observe que, para i = 1 α([x1]) ⊂ P(Vj0);
ω([x1]) ⊂ P(Vj1).

Pelo Lema 4.3.7, x1 = v1
j1 + · · · + v1

j0 , onde segue que j1 < j0. De fato, se j1 = j0, então

[x1] ∈ P(Vj1), o que contradiz a hipótese de que [x1] ∈ P(V ) \
n⋃
i=1

P(Vi).

Analogamente, para i = 2 temos  α([x2]) ⊂ P(Vj1);
ω([x2]) ⊂ P(Vj2).

Pelo Lema 4.3.7, x2 = v2
j2 + · · ·+ v2

j1 , onde segue que j2 < j1.
Procedendo dessa maneira sucessivamente até i = k teremos que ji < ji−1, ∀i = 1, . . . , k.
Logo, j0 6= jk, isto é, P(Vj0) 6= P(Vjk).

Portanto, {P(V1), . . . ,P(Vn)} é uma decomposição de Morse.

Corolário 4.4.2 Sejam Si = Vi ⊕ · · · ⊕ Vn, e Tj = V1 ⊕ · · · ⊕ Vj, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}. Os
conjuntos estável e instável de P(Vi) são dados por

est(P(Vi)) = P(Si \ Si+1) e inst(P(Vi)) = P(Ti \ Ti−1).

Além disso, P(V1) é um atrator e P(Vn) é um repulsor.

Demonstração:

est(P(Vi)) = {[v] ∈ P(V ); ω([v]) ⊂ P(Vi)}

= {[v] ∈ P(V ); v = vi + vi+1 + · · ·+ vn, vi 6= 0}

= {[vi + vi+1 + · · ·+ vn]; vi 6= 0}

= P(Si \ Si+1).

inst(P(Vi)) = {[v] ∈ P(V ); α([v]) ⊂ P(Vi)}

= {[v] ∈ P(V ); v = v1 + · · ·+ vi−1 + vi, vi 6= 0}

= {[v1 + · · ·+ vi−1 + vi]; vi 6= 0}.

= P(Ti \ Ti−1)
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Além disso, para i = 1, temos que V \
n⊕
i=2

Vi é aberto em V , uma vez que
n⊕
i=2

Vi é fechado em

V , e

est(P(V1)) = {[v1 + · · ·+ vn]; v1 6= 0} = P
(
V \

n⊕
i=2

Vi

)
.

Logo, ω
(
V \

n⊕
i=2

Vi

)
⊂ P(V1). Portanto, segue da observação 5 da definição 3.1.1, que P(V1)

é um atrator.

De maneira análoga mostra-se que α
(
V \

n−1⊕
i=1

Vi

)
= P(Vn), isto é, P(Vn) é um repulsor.

A fim de mostrar que a decomposição de Morse da proposição 4.4.1 é a mais fina,
precisamos considerar o comportamento da componente unipotente de gt.

Lema 4.4.3 Seja x 6= 0 um vetor e seja N uma transformação nilpotente. Se k é tal que
Nk+1x = 0 e v = Nkx 6= 0, então etN [x] −→ [v], quando t −→ ±∞, onde t ∈ R. Além disso,
etNv = v, para todo t ∈ R.

Demonstração: Primeiramente, notemos que para todo t ∈ R

etNv =
∑
j≥0

tj

j!N
j

Nkx = v +
∑
j≥1

tj

j!N
k+jx

︸ ︷︷ ︸
= 0

= v.

Agora, temos que

etN [x] =
[
x+ tNx+ · · ·+ tk

k!v
]

e, multiplicando por k!
tk
, temos

etN [x] =
[
v + k!

t

(
x

tk−1 + Nx

tk−2 + · · ·+ 1
(k − 1)!N

k−1x

)]
−→ [v],

quando t −→ ±∞, onde t ∈ R.

Lema 4.4.4 Se ϕt é um fluxo sobre um espaço métrico compacto X tal que ϕt é uma
isometria para todo t ∈ R, então, para cada T ∈ R e cada x ∈ X, existe uma sequência
nk −→∞ tal que ϕnkTx −→ x.
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Demonstração: Pela compacidade de X, temos que a sequência ϕnTx tem uma subsequência
convergente. Assim, dados ε > 0 e L > 0, existem m, k ∈ N tais que m− k > L e

d
(
ϕ(m−k)Tx, x

)
= d

(
ϕmTx, ϕkTx

)
< ε.

Então, existe uma subsequência nk −→∞ tal que ϕnkTx −→ x. Em particular, todo ponto
recorrente de X é recorrente por ϕt, pois ϕnkTx −→ x implica x ∈ ω(x) em relação à ϕt.

Lema 4.4.5 Sejam X espaço métrico compacto, ϕt e ψt fluxos que comutam para todo
t ∈ R. Se ϕt é uma isometria para todo t ∈ R e para cada x ∈ X existe y ∈ X tal que
ω(x) = {y} = α(x) em relação à ψt, então a composição ϕtψt é um fluxo recorrente por
cadeias.

Demonstração: Fixe x ∈ X. Dados ε > 0 e t0 > 0 construiremos uma (ε, t0)−cadeia de x
para x. Pela afirmação sobre ψ, existem y ∈ X e t1 > t0 tais que

ψt(x), ψ−t(x) ∈ B
(
y,
ε

2

)
, ∀t > t1.

Tomando t > t1, segue que as sequências

x, ψ−t(x), x ∈ X; t, t ≥ t0

definem uma (ε, t0)−cadeia de ψ, pois

d
(
ψt(x), ψ−t(x)

)
< ε e d

(
ψtψ−t(x), x

)
= 0 < ε.

Agora, uma vez que a isometria ϕt é recorrente, de acordo com o Lema 4.4.4, existe t > t1

tal que d (ϕ2t(x), x) < ε (basta tomar T = 2 no Lema 4.4.4). Portanto, as sequências

x, ϕtψ−t(x), x ∈ X; t, t ≥ t0

definem uma (ε, t0)−cadeia de ϕtψt. De fato, usando que ϕt é uma isometria, temos que

d
(
ϕtψt(x), ϕtψ−t(x)

)
= d

(
ψt(x), ψ−t(x)

)
< ε,

pela construção acima. Finalmente, usando a comutatividade de ϕt e ψt, temos que

d
(
ϕtψtϕtψ−t(x), x

)
= d

(
ϕ2t(x), x

)
< ε,

pela escolha de t. Portanto, todo ponto de X é recorrente por cadeias em relação ao fluxo
ϕtψt.
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Teorema 4.4.6 Seja g : V −→ V um isomorfismo linear, onde V é um espaço vetorial de
dimensão finita. Se V = V1⊕V2⊕ · · · ⊕ Vn é a decomposição de V em autoespaços associados
a h, então cada P(Vi) é transitivo por cadeias e {P(V1),P(V2), . . . ,P(Vn)} é a decomposição
de Morse mais fina para gt.

Em particular, o conjunto recorrente por cadeias de g em P(V ) é dado por

RC(gt) = Fix(ht) =
n⋃
i=1

P(Vi).

Demonstração: Notemos que

[v] ∈ Fix(ht) ⇔ ht[v] = [v]

⇔ [htv] = [v]

⇔ ∃λ ∈ R; htv = λv

⇔ v ∈ Vi para algum i

⇔ [v] ∈ P(Vi) para algum i.

Portanto, Fix(ht) =
n⋃
i=1

P(Vi). Pelo corolário 3.2.8 e pela proposição 4.4.1, temos que

RC ⊂
n⋃
i=1

P(Vi) = Fix(ht). Pela conexidade de P(Vi), segundo o corolário 4.1.4, basta

mostrarmos que P(Vi) é recorrente por cadeias. Agora, provaremos que Fix(ht) é recorrente
por cadeias. Primeiramente, note que a restrição de gt à Fix(ht) é dada por etut. Uma vez
que et é elíptica, isso nos permite escolher uma norma em V tal que et é uma isometria para
todo t ∈ R, conforme Lema 4.3.1. Essa norma induz uma métrica em P(V ) tal que et é uma
isometria em P(V ). De fato, dados [v], [w] ∈ P(V ) (podemos tomá-los de tal forma que
‖v‖ = ‖w‖ = 1) segue que:

d
(
et[v], et[w]

)
= min{‖etv − etw‖, ‖etv + etw‖}

= min{‖et(v − w)‖, ‖et(v + w)‖}

= min{‖v − w‖, ‖v + w‖}

= d([v], [w]).

Como ut é unipotente, existe N nilpotente tal que ut = etN . Logo, pelo Lema 4.4.3,
para cada [x] ∈ P(V ) existe [y] ∈ P(V ), tal que os conjuntos ω− e α− limites são precisamente
{[y]}, a saber, y = Nkx onde k ∈ N é tal que Nk+1x = 0 e Nkx 6= 0. Além disso, et e ut
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comutam para todo t ∈ R. Aplicando o Lema 4.4.5 à et e ut seque que gt é recorrente por
cadeias sobre Fix(ht), como queríamos demonstrar.

Por fim, concluímos os resultados com a desejada caracterização do conjunto recorrente.

Teorema 4.4.7 Se g : V −→ V é um isomorfismo linear, onde V é um espaço vetorial de
dimensão finita, então o conjunto recorrente de g em P(V ) é dado por

R(gt) = Fix(ht) ∩ Fix(ut).

Demonstração: Seja [x] ∈ P(V ) tal que [x] ∈ w([x]). Pelo Teorema 4.4.6, [x] ∈ Fix(ht). Seja
tj → +∞ tal que gtj [x] −→ [x]. Na norma em que et é isometria, ‖et‖ = 1. Logo, et pertence
à esfera de Gl(V ) que é compacta e, portanto, admite subsequência convergente etjk −→ e0.
Afirmamos que e0 comuta com as componentes de Jordan de gt. De fato, consideremos a
função ϕ : Gl(V )×Gl(V ) −→ Gl(V ) definida por ϕ(X, Y ) = XY . Essa função é contínua e,
uma vez que a função exponencial, e, é contínua, segue que ϕ ◦ e é contínua. Ainda, e = eE

para E ∈ gl(V ). Portanto,

lim
jk→+∞

(
etjkEetE

)
= lim

jk→+∞
ϕ(etjkE, etE)

= ϕ
(

lim
jk→+∞

etjkE, lim
jk→+∞

etE
)

= ϕ(e0, e
t)

= e0e
t.

Uma vez que etjkE e etE comutam, temos que e0e
t = lim

jk→+∞

(
etjkEetE

)
= lim

jk→+∞

(
etEetjkE

)
=

ete0, ou seja, e0 e et comutam, para todo t. Analogamente o mesmo ocorre para as componentes
ht e ut. Pelo Lema 4.4.3, existe ponto fixo [v] de ut tal que utjk [x] −→ [v]. Como gtjk =
etjkutjkhtjk , segue que

[x] = lim
k→∞

gtjk [x] = lim
k→∞

etjkutjk [x] = e0[v].

Desse modo,
ut[x] = ute0[v] = e0u

t[v] = e0[v] = [x].

Ou seja, [x] ∈ Fix(ut).
Reciprocamente, seja [x] ∈ Fix(ht) ∩ Fix(ut). Logo, gt[x] = et[x]. Sendo Fix(ht) ∩
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Fix(ut) fechado em P(V ), temos que Fix(ht) ∩ Fix(ut) é compacto e, pelo Lema 4.4.4, [x] é
recorrente.

Ilustraremos os resultados dessa seção com alguns exemplos em dimensão 3.

Exemplos: Seja X ∈ sl(3,R). Existe g ∈ Sl(3,R) tal que gXg−1 tem uma das seguintes
formas canônicas de Jordan, onde a, b ∈ R (Veja Exemplo 2.1.12, p.56 de [24]):

X1 =


−a 0 0
0 −b 0
0 0 a+ b

, X2 =


0 1 0
0 0 1
0 0 0

, X3 =


0 0 1
0 0 0
0 0 0

,

X4 =


−a −b 0
b −a 0
0 0 2a

 ou X5 =


−a 1 0
0 −a 0
0 0 2a

.

Para X1 existe apenas a parte hiperbólica, H1 = X1, portanto R(gt) = RC(gt).

eX1 =


e−a 0 0
0 e−b 0
0 0 ea+b

 .

Se a, b > 0, a 6= b então V1 = 〈e1〉, V2 = 〈e2〉 e V3 = 〈e3〉. Se a, b < 0 o caso é análogo.
Se a e b tem sinais contrários e b = −2a, então V1 = 〈e1, e3〉 e V2 = 〈e2〉. Se a = b então
V1 = 〈e1, e2〉 e V2 = 〈e3〉.

Portanto, se todos os autovalores forem distintos a decomposição de Morse mais fina
possui três componentes, a saber, [e1], [e2] e [e3]. Se dois autovalores forem iguais, admitindo
sem perda de generalidade que a = b, existem duas componentes de Morse da decomposição
mais fina: [Re1 + Re2] e [e3].

Para os demais casos vamos analisar apenas a, b > 0.

Para o caso X2, etX2 = I + tX2 + t2X2
2

2! . Existe apenas a parte nilpotente, N2 = X2.
Logo, todos os pontos são recorrentes por cadeias e, por consequência, a única decomposição
de Morse é a trivial. Os pontos recorrentes são R(gt) = Fix(ut) = {[e3]}.

Para X3 o raciocínio é inteiramente análogo ao X2.
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Para X4, temos que sua componente nilpotente é zero e, consequentemente, os con-
juntos recorrente e recorrente por cadeias coincidem e, nesse caso, teremos duas componentes
de Morse. Suas componentes elíptica e hiperbólica são dadas por:

E4 =


0 −b 0
b 0 0
0 0 0

 e H4 =


−a 0 0
0 −a 0
0 0 2a

 .
Logo,

[v] ∈ Fix(ht) ⇒ [etH4v] = [v]

⇒ [(e−atv1, e−atv2, e2av3)] = [(v1, v2, v3)]

⇒ v1, v2 = 0 ou v3 = 0

⇒ M = {{[Re1 + Re2]}, {[e3]}}.

Agora, para X5 a componente elíptica é zero. Nesse caso os conjuntos recorrente
e recorrente por cadeias são diferentes, porém as componentes de Morse permanecem as
mesmas de X4, pois apresentam a mesma componente hiperbólica. O conjunto recorrente é
dado por {{[e1]}, {[e3]}} = Fix(ut) ⊂ Fix(ht).
As representações das dinâmicas sobre o espaço projetivo de X4 e X5 sobre a 2−esfera podem
ser vistas na figura abaixo conforme os comentários feitos acima.

Figura 7 – (a) Fluxo induzido por X4 e (b) Fluxo induzido por X5

Fonte: [5]
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5 COMPONENTES DE MORSE VIA ÓRBITAS DE GRUPOS

Neste capítulo iremos caracterizar as componentes de Morse da decomposição de
Morse mais fina e seus espaços estáveis e instáveis como órbitas de uma ação em P(V ). Nosso
objetivo com essa caracterização é de identificar fibrados vetoriais segundo essas órbitas. Este
capítulo baseia-se nas referências [19] e [20], complementado por [10] e [23].

A fim de compreender as notações, a partir desse capítulo adotaremos F como espaço
topológico e X como campo de vetores.

5.1 Espaços Homogêneos de Grupos de Lie

A fim de identificar P(V ) como variedade diferenciável, iniciamos nosso estudo por
meio de ações de grupo.

Definição 5.1.1 Se G é um grupo e F é um conjunto, uma ação à esquerda de G em F

é uma aplicação a : G× F −→ F , frequentemente escrita como (g, x) 7−→ gx, que satisfaz:

(i) g1(g2x) = (g1g2)x para todos g1, g2 ∈ G e x ∈ F ;

(ii) 1x = x, para todo x ∈ F .

Agora, seja G um grupo de Lie e F uma variedade. A ação de G em F é dita ser contínua
se a aplicação a : G× F −→ F é contínua. Analogamente para diferenciável.

Uma variedade F dotada de uma G−ação contínua é chamada um G−espaço.

Vamos introduzir algumas terminologias básicas.
Seja a : G× F −→ F uma ação à esquerda de um grupo G sobre um conjunto F .

• Para todo x ∈ F , a órbita de x sob a ação é o conjunto

G · x = {gx ; g ∈ G},

ou seja, o conjunto de todas as imagens de x sob a ação por elementos de G.

• A ação é transitiva se para quaisquer dois pontos x, y ∈ F , existe um elemento g do
grupo tal que gx = y ou, equivalentemente, se a órbita de qualquer ponto é todo F .
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• Dado x ∈ F , o grupo de isotropia de x, denotado por Gx, é o conjunto de elementos
g ∈ G que fixam x:

Gx = {g ∈ G ; gx = x}.

Definição 5.1.2 Sejam F e E dois G−espaços. Uma aplicação f : F −→ E é dita ser
equivariante em relação às G−ações dadas, se para g ∈ G,

f(gx) = gf(x).

Uma variedade diferenciável F dotada com uma ação diferenciável transitiva por um
grupo de Lie G é chamada um espaço homogêneo de G, ou G−espaço homogêneo.

Definição 5.1.3 Seja G um grupo de Lie agindo à esquerda em uma variedade diferenciável
F pela aplicação diferenciável a : G× F −→ F . Definimos as aplicações parciais:

• Fixado um ponto x ∈ F , definimos a aplicação órbita

a(x) : G −→ F

g 7−→ gx

• Fixado um elemento g ∈ G, definimos

a(g) : F −→ F

x 7−→ gx

Uma vez que a é diferenciável as aplicações parciais a(x), x ∈ F e a(g), g ∈ G, são diferenciáveis.
Da igualdade a−1

(g) = a(g−1), segue que as aplicações a(g) são difeomorfismos.

Proposição 5.1.4 Seja a : G× F −→ F uma ação de G num espaço topológico Hausdorff
F . Se a ação é contínua, então qualquer subgrupo de isotropia Gx, x ∈ F , é fechado.

Demonstração: Em termos da aplicação a, o subgrupo de isotropia é dado por

Gx = {g ∈ G : a(g, x) = x} =
(
a(x)

)−1
({x}).

Como F é Hausdorff e a é contínua, segue que Gx é fechado.



95

Teorema 5.1.5 Se G é um grupo de Lie agindo transitivamente, à esquerda, em uma
variedade diferenciável F pela aplicação diferenciável

a : G× F −→ F

(g, x) 7−→ a(g, x) = gx
,

então fixado um ponto x ∈ F , a aplicação órbita a(x) é uma submersão em F .

Além disso, quocientando por Gx, temos o difeomorfismo equivariante:

G
Gx

∼−→ F

gGx 7−→ gx
.

Demonstração: A diferenciabilidade de a(x) segue da diferenciabilidade de a.

Se y ∈ F , então existe g ∈ G tal que a(g, x) = y uma vez que a é transitiva. Logo,
a(x)(g) = y e, portanto, a(x) é sobrejetora. Agora, observe que

a(x)(gp) = (gp)x = g(px) = ga(x)(p).

Assim, a(x) é equivariante em relação às translações à esquerda em G e à ação dada em F .
Já que G age transitivamente em si mesmo pelas translações à esquerda, o Teorema do Posto
Equivariante B.1.3 implica que a(x) tem posto constante. Como a(x) é, também, sobrejetora,
pelo teorema B.1.4 ela é uma submersão. Finalmente, como F é variedade diferenciável
munida com uma ação transitiva diferenciável de um grupo de Lie G, temos que F é um
espaço homogêneo de G e, assim, segue do teorema B.1.8 que a aplicação

G
Gx

∼−→ F

gGx 7−→ gx

é um difeomorfismo equivariante.

Se L é um subgrupo de Lie de G, a órbita L · x, de um ponto x ∈ F , é o conjunto de
todos hx, onde h ∈ L. A restrição de a(x) à L dá a submersão sob a órbita L · x:

a(x)
∣∣∣∣
L

: L −→ L · x

l 7−→ lx
.

Para X ∈ g, consideramos X · g = d
dt

(
etXg

) ∣∣∣∣
t=0

o campo de vetores em G e X · x =
d
dt

(
etXx

) ∣∣∣∣
t=0

o campo de vetores em F .
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Definição 5.1.6 Sejam g uma álgebra de Lie dos campos de vetores invariantes à direita
em G e F uma variedade C∞. Denote por Γ(TF ) a álgebra de Lie dos campos de vetores em
F munido do colchete de Lie. Uma ação infinitesimal de g em F é um homomorfismo
g −→ Γ(TF ).

Lema 5.1.7 Uma ação diferenciável de G em F induz uma ação infinitesimal de g.

Demonstração: Dados X ∈ g e x ∈ F , a curva definida por t 7−→ exp(tX)x é diferenciável.
Sua derivada na origem é:

X̃ · x = d

dt
(etXx)

∣∣∣∣
t=0

= d

dt
a(x)(etX)

∣∣∣∣
t=0

= (Da(x))1(X).

É um vetor tangente à F em x. Portanto, x ∈ F 7−→ X̃ ·x ∈ TxF define um campo de vetores
em F . O fluxo X̃t de X̃ é exatamente etX . De fato, para todo x ∈ X̃ a curva t 7−→ etXx é
uma trajetória de X̃, pois:

d

dt
(etXx) = d

ds
(e(t+s)Xx)

∣∣∣∣
s=0

= d

ds

(
esX exp(tX)

) ∣∣∣∣
s=0

= X̃ · exp(tX).

Por consequência, os campos de vetores X̃ são completos já que seus fluxos etX são definidos
para todo t ∈ R. Agora, observe que para todo x ∈ F , a(x) ◦ EetX = a(etX) ◦ ax, onde
Eg : G −→ G definida por h 7−→ gh é a aplicação de translação à esquerda em G. De fato,
para h ∈ G temos:

a(x) ◦ EetX (h) = a(x)(etXh)

=
(
etXh

)
x

= etX (hx)

= a(etX)(hx)

= a(etX) ◦ a(x)(h).

Com isso temos que o campo invariante à direita X ∈ g e o campo associado X̃ são
a(x)−relacionados (veja Anexo B.1), para todo x ∈ F , isto é, a(x) faz o intercâmbio entre os
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fluxos de X e X̃. De fato,

D(a(x))g(X · g) = d

dt

(
a(x)etXg

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
a(x) ◦ EetX (g)

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
a(etX) ◦ ax(g)

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
etX(a(x)(g))

) ∣∣∣∣
t=0

= X̃ · ax(g).

Uma vez que X e X̃ são a(x)−relacionados segue que a aplicação

Φ : g 7−→ Γ(TF )
X 7−→ X̃

é uma ação infinitesimal. De fato, pela proposição B.2.3, segue que:

[Φ(X),Φ(Y )] · x = [X̃, Ỹ ] · x = [X̃, Ỹ ] · a(x)(1) = (Da(x))1[X, Y ] = Φ([X, Y ]) · x.

Definição 5.1.8 A álgebra de Lie gx do grupo de isotropia Gx é denominada de álgebra
de isotropia em x. Ela é formada pelos elementos X ∈ g tais que etX ∈ Gx para todo t ∈ R,
isto é,

gx = {X ∈ g ; etXx = x, ∀t ∈ R}.

Proposição 5.1.9 Se a : G× F −→ F define uma ação transitiva de G em F então, para
x ∈ F fixado, a aplicação órbita a(x) : G −→ F induz uma ação infinitesimal de g em TxF .
Mais precisamente, uma aplicação linear sobrejetora

g −→ TxF

Y 7−→ Y · x

cujo núcleo é a álgebra de isotropia em x, gx.

Demonstração: Pelo lema 5.1.7 temos que a ação a induz uma ação infinitesimal de g por
meio da derivada da aplicação órbita. Como a(x) é uma submersão, tem posto constante e
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sua derivada é sobrejetora segue que g −→ TxF é aplicação linear sobrejetora. Além disso,
temos:

D(a(x))1(X) = 0 ⇔ d

dt
(etXx)

∣∣∣∣
t=0

= 0

⇔ etXx = cte.

⇔ etXx = e0Xx = x

⇔ X ∈ gx.

Proposição 5.1.10 A derivada da aplicação parcial a(g) : F −→ F definida por x 7−→ gx,
induz uma ação de G nos vetores tangentes na qual é relacionada à ação infinitesimal por

D(a(g))(Y · x) = Ad(g)Y · a(x)(g).

Demonstração: A ação induzida pela derivada da aplicação parcial a(g) é dada por:

G× TF −→ TF

(g, v) 7−→ D(a(g))(v)

Ad(g)Y · a(x)(g) = D(Cg)1(Y ) · a(x)(g)

= D(aa(x)g)1 (D(Cg)1(Y ))

= D
(
aa

(x)g ◦ Cg
)

1
(Y )

∗= D
(
a(g) ◦ a(x)

)
1

(Y )

= D(a(g))
(
D(a(x))1(Y )

)
= D(a(g))(Y · x).
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Onde ( ∗=) segue de:

aa
(x)g ◦ Cg(h) = aa

(x)g(ghg−1)

= (ghg−1)gx

= (ghg−1g)x

= (gh)x

= g(a(x)(h))

= a(g) ◦ a(x)(h).

Observação: Por conveniência, adotaremos a notação D(a(g))Y = gY = Ad(g)Y .

Para um subconjunto q ⊂ g, denota-se q · x o conjunto de todos os vetores tangentes
Y · x, Y ∈ q. Disso segue que TgxF = D(a(g))(g · x). Em particular, para l ∈ L, o espaço
tangente da órbita L · x em lx é dado por D(a(l))(l · x) ⊂ TlxF , onde l ⊂ g é a álgebra de Lie
de L. Assim, o fibrado tangente da órbita é dado por

T (L · x) = D(a(L))(l · x) = L(l · x),

onde a última igualdade é a escrita conforme a notação adotada na observação acima.

5.2 Espaço Projetivo como Espaço Homogêneo

Com as noções apresentadas na seção anterior faremos considerações à cerca do Espaço
Projetivo visto como espaço homogêneo do grupo de Lie Sl(V ) e, consequentemente, como
variedade diferenciável.

Proposição 5.2.1 A aplicação

a : SO(V )× P(V ) −→ P(V )
(g, [v]) 7−→ a(g, [v]) = g[v] := [gv]

define uma ação transitiva de SO(V ) em P(V ).

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que a é uma ação.

(i) I[v] = [Iv] = [v], para todo [v] ∈ P(V );
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(ii) g(h[v]) = g([hv]) = [g(hv)] = [(gh)v] = (gh)[v], para todos g, h ∈ SO(V ) e todo
[v] ∈ P(V ).

Agora, nos resta mostrar que esta ação é transitiva. Sejam [v], [w] ∈ P(V ), onde v, w ∈ V .
Tomemos

{
v1 = v

‖v‖ , v2, . . . , vd
}
e
{
w1 = w

‖w‖ , w2, . . . , wd
}
bases ortonormais de V e g ∈ Gl(V )

o único operador linear ortogonal tal que

gvi = wi, i = 1, . . . , d.

Se o determinante dessa transformação não for positivo podemos, por exemplo, trocar o sinal
de w1, fazendo com que essa transformação pertença à SO(V ). Portanto, existe g ∈ SO(V )
tal que g[v] = [gv] = [w] e, como [v] e [w] foram tomados arbitrários, temos que a ação é
transitiva.

Consideremos agora a aplicação

a : G× P(V ) −→ P(V )
(g, [v]) 7−→ a(g, [v]) = g[v] := [gv]

,

onde G ∈ {Gl(V ), Sl(V )}.

Corolário 5.2.2 A aplicação a definida acima é uma ação transitiva de G em P(V ).

Demonstração: Análogo à demonstração da proposição anterior, a aplicação define uma
ação. A transitividade segue de que, dados [v], [w] ∈ P(V ), pela proposição anterior, existe
g ∈ SO(V ) ⊂ G tal que g[v] = [w].

Lema 5.2.3 Seja a ação definida no corolário 5.2.2 para G ∈ {Sl(V ), SO(V )}. Para cada
[v] ∈ P(V ) o grupo de isotropia G[v] é subgrupo de Lie de G.

Demonstração: Seja [v] ∈ P(V ), onde v ∈ V . Estendendo {v} a uma base {v1 = v, v2, . . . , vd}
de V , o grupo de isotropia de [v] é o conjunto G[v] = {g ∈ G ; g[v] = [v]}. Assim, para
g ∈ G[v], em termos da base {v1 = v, v2, . . . , vd} podemos escrever

G[v] =

g ∈ G ; g =

 a b

0 C


 ,
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onde a ∈ R, b é uma matriz linha 1× (d− 1), se G = Sl(V ), então C ∈ Gl(d− 1) é tal que
a · det(C) = 1 e se G = SO(V ), então C ∈ O(d − 1) é tal que a · det(C) = 1. Agora, seja
g ∈ G[v]. Existe sequência (gm) em G[v] tal que gm −→ g. Para cada m ∈ N temos que

gm =

 am bm

0 Cm

 .
Uma vez que o limite desses elementos, escritos na forma de matrizes, se dá coordenada à
coordenada das matrizes, segue que am −→ a, bm −→ b e Cm −→ C e, portanto,

g =

 a b

0 C

 ,
onde a ∈ R e b é uma matriz linha 1× (d− 1). Ainda, como Sl(V ) e SO(V ) são fechados,
segue que para G = Sl(V ), C ∈ Gl(d− 1) e a · det(C) = 1 e para G = SO(V ), C ∈ O(d− 1)
e a · det(C) = 1, ou seja, g ∈ G[v]. Logo, G[v] é subgrupo fechado de G. Assim, segue pelo
Teorema de Cartan B.1.6 que G[v] é subgrupo de Lie de G.

Teorema 5.2.4 P(V ) é uma variedade diferenciável tal que P(V ) ≈ G
G[v]

, onde G[v] é o
grupo de isotropia por algum ponto [v] ∈ P(V ) e a ação definida no corolário 5.2.2 para
G ∈ {Sl(V ), SO(V )} é diferenciável.

Demonstração: Consideremos a ação definida no corolário 5.2.2 para G ∈ {Sl(V ), SO(V )}.
Pelo corolário 5.2.3 temos que, para [v] ∈ P(V ), o grupo de isotropia G[v] é subgrupo de Lie
de G. Pela proposição 5.2.1 e pelo corolário 5.2.2 temos que a ação é transitiva. Portanto,
segue da proposição B.1.9 que P(V ) é uma variedade diferenciável e a ação a é diferenciável.
Além disso, pelo teorema B.1.8 segue que P(V ) ≈ G

G[v]
.

Corolário 5.2.5 P(V ) é conexo e compacto.

Demonstração: Fixado [v] ∈ P(V ), consideremos a função

a([v]) : SO(V ) −→ P(V )
g 7−→ [gv]
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Note que a([v]) é uma aplicação parcial da ação definida em 5.2.2 que, pelo teorema 5.2.4
é diferenciável e, em particular, contínua. Logo a([v]) é contínua e, pela transitividade da
ação, a([v]) é sobrejetora. Além disso temos que SO(V ) é compacto e conexo. Portanto, pela
continuidade e sobrejetividade de a([v]), concluímos que a([v])(SO(V )) = P(V ) é conexo e
compacto.

Observação: É importante destacar que a ação transitiva do teorema 5.2.4 determina uma
topologia em P(V ) que o identifica como variedade diferenciável. No capítulo 4, ao estudar
o fluxo sobre o espaço projetivo determinamos uma métrica em P(V ). Logo é natural que
surja a questão se a topologia definida por essa métrica é a mesma topologia em P(V ) visto
como variedade diferenciável. A resposta à essa questão é sim, o que nos permite realizar os
cálculos desde o capítulo 4. A unicidade da topologia em P(V ) é bem apresentada em [19] na
Proposição 1.2 (página 6) e Proposição C.5 (página 187).

Consideremos o fluxo gt sobre P(V ) induzido pela ação a definida em 5.2.2. Para
esse fluxo seja gt = ethtut sua decomposição de Jordan multiplicativa. Decompondo o
espaço vetorial V como a soma V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn dos autoespaços de h associados aos
autovalores reais positivos λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 demonstramos, na proposição 4.4.1, que o
conjunto{P(V1), . . . ,P(Vn)} é uma decomposição de Morse para gt e, no teorema 4.4.6 que
essa é a decomposição de Morse mais fina para o fluxo.

Proposição 5.2.6 Para todo j ∈ {1, . . . , n}, P(Vj) é subvariedade mergulhada de P(V ).

Demonstração: Seja j ∈ {1, . . . , n}. Consideremos a aplicação inclusão i : P(Vj) −→ P(V ).
Uma vez que aplicação inclusão é contínua e injetiva, P(Vj) é compacto pelo corolário 5.2.5
e P(V ) é espaço de Hausdorff pelo corolário 4.1.4 temos que i é homeomorfismo sobre
i(P(Vj)) = P(Vj). Logo, um mergulho. Pelo teorema 5.2.4, P(V ) e, consequentemente, P(Vj)
são variedades diferenciáveis. Portanto, segue da proposição B.1.5 que i(P(Vj)) = P(Vj) é
variedade mergulhada de P(V ).

Agora, seja Gh ⊂ Sl(V ) o conjunto definido por

Gh = {g ∈ Sl(V ) ; gP(Vi) = P(Vi), ∀i = 1, . . . n} .
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Gh é o subconjunto de Sl(V ) que fixa as componentes de Morse de P(V ).

Lema 5.2.7 Gh é subgrupo de Sl(V ).

Demonstração:

I. I ∈ Sl(V ) pertence à Gh. De fato, I (P(Vi)) = P(Vi), para todo i ∈ {1, . . . , n}.

II. Se g ∈ Gh, então g−1 ∈ Gh. De fato,

g ∈ Gh ⇒ gP(Vi) = P(Vi) ∀ i = 1, . . . n

⇒ g−1gP(Vi) = g−1P(Vi) ∀ i = 1, . . . , n

⇒ P(Vi) = g−1P(Vi) ∀ i = 1, . . . , n

⇒ g−1 ∈ Gh.

III. Se g, q ∈ Gh, então gq−1 ∈ Gh. De fato, se g, q ∈ Gh então g, q−1 ∈ Gh. Assim,

(gq−1)P(Vi) = g(q−1P(Vi)) = gP(Vi) = P(Vi) ∀ i = 1, . . . , n.

Portanto, gq−1 ∈ Gh.

Segue de I, II e III que Gh é subgrupo de Sl(V ).

Lema 5.2.8 Dado g ∈ Sl(V ) segue que:

1) gP(U) = P(gU), para todo U ⊂ V .

2) Para todo i ∈ {1, . . . , n}, P(gVi) = P(Vi), ⇔ gVi = Vi.

Demonstração:

1) Segue da proposição 4.1.2 que:

gP(U) = {g[u] ; u ∈ U}

= {[gu] ; u ∈ U}

= {[gu] ; gu ∈ gU}

= P(gU).
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2) Seja g ∈ Sl(V ) tal que P(Vi) = P(gVi)
(1)= gP(Vi), para todo i ∈ {1, . . . , n}. Tome v ∈ Vi.

Logo, [v] ∈ P(Vi) e, assim, g[v] = [gv] ∈ P(Vi) por hipótese. Desse modo, gv ∈ Vi, ou
seja, gVi ⊂ Vi. Como g ∈ Sl(V ) temos que g : V −→ V é isomorfismo e, daí, gVi = Vi,
para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Reciprocamente, se g ∈ Sl(V ) tal que gVi = Vi, então

gP(Vi)
(1)= P(gVi) = P(Vi),

para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Considere os subconjuntos de Sl(V ) dados por:

G1 = {g ∈ Sl(V ) ; gVi = Vi, ∀ i ∈ {1, . . . , n}} e,
G2 = {g ∈ Sl(V ) ; gh = hg}.

Note que G1 é o subconjunto de Sl(V ) que fixa as componentes da decomposição de V em
autoespaços associados à h enquanto que G2 é o subconjunto dos elementos que comutam com
h. Lembrando que ht é a componente hiperbólica da decomposição de Jordan multiplicativa
do fluxo gt.

Proposição 5.2.9 G1 = Gh = G2.

Demonstração: G1 = Gh segue diretamente do lema 5.2.8(2), uma vez que, pelo lema,

g ∈ Gh ⇔ g ∈ G1.

Vamos mostrar que G1 = G2 e o resultado seguirá. Seja V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn a decomposição
de V em autoespaços de h. Seja g ∈ G2 e tome v ∈ Vi. Uma vez que Vi é autoespaço de h
associado à λi segue que

h(gv) = hg(v) = gh(v) = g(hv) = g(λiv) = λi(gv).

Assim, gv ∈ Vi, isto é, gVi ⊂ Vi e, daí, gVi = Vi, pois g : V −→ V é isomorfismo. Portanto,
G2 ⊂ G1.
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Reciprocamente, seja g ∈ G1 e tome v = v1 + · · ·+ vn ∈ V , com vi ∈ Vi. Segue que

(gh)v = g(hv) = g(h(v1 + · · ·+ vn))

= g(λ1v1 + · · ·+ λnvn)

= λ1 gv1︸︷︷︸
∈V1

+ · · ·+ λn gvn︸︷︷︸
∈Vn

= h(gv1 + · · ·+ gvn)

= h(g(v1 + · · ·+ vn))

= h(gv) = (hg)v.

Portanto, G1 ⊂ G2.

Podemos, com esses resultados, caracterizar as componentes de Morse como órbitas
de Gh.

Proposição 5.2.10 Para cada i ∈ {1, . . . , n}, P(Vi) = Gh · [v], para todo v ∈ Vi.

Demonstração: Primeiramente, note que para v ∈ Vi,

Gh · [v] = {g[v] ; g ∈ Gh} ⊂ P(Vi),

onde a inclusão se dá pela definição de Gh.

Reciprocamente, sejam [w] ∈ P(Vi) e v ∈ Vi. Consideremos
{
w1 = w

‖w‖ , w2, . . . , wdi
}
e{

v1 = v
‖v‖ , v2, . . . , vdi

}
bases ortonormais de Vi. Tome gi ∈ Sl(Vi) tal que givj = wj , para todo

j = 1, . . . di. Definimos g ∈ Sl(V ) tal que g|Vi = gi e g| Vk
k 6=i

= I| Vk
k 6=i

. Observemos que g ∈ Gh

e g[v] = [w]. De fato, g[v] = g
[
v
‖v‖

]
=
[
w
‖w‖

]
= [w] segue imediatamente da definição de g,

já g ∈ Gh segue do fato que g(Vi) = g|Vi (Vi) = gi(Vi) = Vi, para todo i = 1, . . . , n. Isto é,
g ∈ G1 = Gh pela proposição 5.2.9. Daí, P(Vi) ⊂ Gh · [v]. Portanto, como v ∈ Vi foi tomado
arbitrário, concluímos que P(Vi) = Gh · [v] para todo v ∈ Vi.

Para caracterizarmos cada componente de Morse como órbitas de um único elemento
[v] ∈ P(V ), é preciso definirmos mais um conjunto. Para cada i ∈ {1, . . . , n} sejam γi uma
base de Vi e γ = γ1 ∪ · · · ∪ γn. Temos que γ é uma base de V . Agora, seja W o grupo das
permutações dos elementos dessa base de V . Isso nos leva ao próximo resultado.
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Observação: Todo o desenvolvimento de matrizes a partir desse ponto dar-se-á em relação à
base γ descrita acima.

Teorema 5.2.11 Existe [v] ∈ P(V ) tal que, para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe w ∈ W em que
P(Vi) = Gh · w[v].

Demonstração: Seja v = v1 o primeiro elemento da base γ. Agora, sejam vj o primeiro
elemento da base γj de Vj e wj ∈ W uma permutação que leva v1 em vj. Assim, pela
proposição 5.2.10, temos

P(Vj) = Gh · [vj] = Gh · wj[v1].

Observação: Vale-nos observar que para Kh = {g ∈ SO(V ) ; gh = hg} temos, também, para

todo i ∈ {1, . . . , n} a caracterização P(Vi) = Kh · w[v], cuja demonstração segue, de maneira
inteiramente análoga, aos passos feitos para a demonstração sobre o grupo Gh. Além disso,
dentre as caracterizações de Kh, vendo-o como o centralizador de h em SO(V ) tem-se que
Kh = Gh ∩ SO(V ).

Vamos agora caracterizar os espaços estável e instável de cada componente de Morse
por meio do grupo Gh. Para isso, seja V = V1⊕· · ·⊕Vn a decomposição de V em autoespaços
de h. Relembre os subespaços de V definidos por:

• Si = Vi ⊕ · · · ⊕ Vn, ∀ i ∈ {1, . . . n}, e

• Tj = V1 ⊕ · · · ⊕ Vj, ∀ j ∈ {1, . . . , n}.

Consideremos os subconjuntos de Sl(V ) definidos por:

P−h = {g ∈ Sl(V ) ; g(est(P(Vi))) = est(P(Vi)), ∀ i ∈ {1, . . . , n}}, e
P+
h = {g ∈ Sl(V ) ; g(inst(P(Vi))) = inst(P(Vi)), ∀ i ∈ {1, . . . , n}} .

Note que P−h é o subconjunto que fixa o espaço estável de P(Vi) enquanto P+
h fixa o espaço

instável de P(Vi), para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Lema 5.2.12 Para todo g ∈ Sl(V ) e para todo i ∈ {1, . . . , n} segue que:
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1) g(est(P(Vi))) = P(g(Si \ Si+1));

2) g(est(P(Vi))) = est(P(Vi))⇔ g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1;

3) g(inst(P(Vi))) = P(g(Ti \ Ti−1));

4) g(inst(P(Vi))) = inst(P(Vi))⇔ g(Ti \ Ti−1) = Ti \ Ti−1;

Demonstração:

1) Segue do corolário 4.4.2 que est(P(Vi)) = P(Si \ Si+1). Logo, pelo lema 5.2.8(1), temos
que g(est(P(Vi))) = g(P(Si \ Si+1)) = P(g(Si \ Si+1)).

2) Seja g ∈ Sl(V ) tal que g(est(P(Vi))) = est(P(Vi)). Tome v ∈ Si \ Si+1. Logo, [v] ∈
P(Si \ Si+1). Segue da hipótese e do item (1) que g[v] = [gv] ∈ P(Si \ Si+1) e, pela
proposição 4.1.2, gv ∈ Si \ Si+1. Portanto, g(Si \ Si+1) ⊂ Si \ Si+1. Agora, como
P(Si \Si+1) = g(P(Si \Si+1)) segue que g−1(P(Si \Si+1)) = P(Si \Si+1). Pelo raciocínio
análogo ao do parágrafo anterior, conclui-se que g−1(Si \Si+1) ⊂ Si \Si+1. Desse modo,

w ∈ Si \ Si+1 ⇒ g−1w = u ∈ Si \ Si+1

⇒ w = gu ∈ g(Si \ Si+1)

⇒ Si \ Si+1 ⊂ g(Si \ Si+1).

Portanto, g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1.

Reciprocamente, seja g ∈ Sl(V ), tal que g(Si\Si+1) = Si\Si+1. Tome [v] ∈ est(P(Vi)) =
P(Si \ Si+1). Assim, pela hipótese, g[v] = [gv] ∈ P(Si \ Si+1). Desse modo,

P(g(Si \ Si+1)) (1)= g(est(P(Vi))) ⊂ est(P(Vi)).

Agora, seja [w] ∈ est(P(Vi)), onde w ∈ Si \ Si+1. Tome v = g−1w ∈ Si \ Si+1 (tal v
existe, pois supomos g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1). Logo, [w] = [gv] = g[v] ∈ g(P(Si \ Si+1))
e, portanto, est(P(Vi)) ⊂ P(g(Si \ Si+1)) = g(est(P(Vi))).

Os itens 3) e 4) são análogos à 1) e 2), respectivamente.

Lema 5.2.13 Para todo i ∈ {1, . . . , n} segue que:

1) P−h = {g ∈ Sl(V ) ; g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1};
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2) P+
h = {g ∈ Sl(V ) ; g(Ti \ Ti−1) = Ti \ Ti−1}.

Demonstração:

1) Segue imediatamente do lema 5.2.12 itens (1) e (2), uma vez que, por esses itens, temos
que

g ∈ P−h ⇔ g ∈ {g ∈ Sl(V ) ; g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1}.

2) Segue imediatamente do lema 5.2.12 itens (3) e (4), uma vez que, por esses itens, temos
que

g ∈ P+
h ⇔ {g ∈ Sl(V ) ; g(Ti \ Ti−1) = Ti \ Ti−1}.

Podemos, assim, caracterizar os espaços estáveis e instáveis de P(V ) como órbitas de
P−h e P+

h , respectivamente.

Proposição 5.2.14 Para todo i ∈ {1, . . . , n} segue que:

1) est(P(Vi)) = P−h · [v], para todo v ∈ Si \ Si+1;

2) inst(P(Vi)) = P+
h · [v], para todo v ∈ Ti \ Ti−1

Demonstração:

1) Primeiramente, note que para v ∈ Si \ Si+1, tem-se P−h · [v] = {g[v] ; g ∈ P−h } ⊂
est(P(Vi)), onde a inclusão se dá pelo corolário 4.4.2 e pela definição de P−h .

Agora, sejam [w] ∈ est(P(Vi)) e v ∈ Si \ Si+1. Note que w ∈ Si \ Si+1. Logo, podemos
escrever v = vi + vi+1 + · · ·+ vn e w = wi + wi+1 + · · ·+ wn com vj, wj ∈ Vj, vi 6= 0 e
wi 6= 0. Estendemos {vi} à uma base {vi, v′1, . . . , v′di} de Vi. Seja Bj base de Vj para
todo j > i. Segue que {vi, v′1, . . . , v′di} ∪Bi+1 ∪ · · · ∪Bn é base de Si. Assim, note que
{v′1, . . . , v′di} ∪Bi+1 ∪ · · · ∪Bn está contido em Si e gera um subespaço próprio de Si,
digamos S. Além disso, v ∈ Si \ Si+1 é tal que v /∈ S uma vez que v não é gerado
pela base de S. Consequentemente, {v} ∪ {v′1, . . . , v′di} ∪Bi+1 ∪ · · · ∪Bn é um conjunto
linearmente independente em Si e tem a mesma dimensão de Si, ou seja, é base de
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Si. Analogamente, podemos obter uma base {w,w′1, . . . , w′di} ∪Bi+1 ∪ . . . ∪Bn de Si.
Agora, tome gi ∈ Sl(Si) tal que

gi(v′k) = w′k, ∀ k ∈ {2, . . . , di} e gi(v) = w.

Definimos g ∈ Sl(V ) tal que g|Si = gi e g| Vj
j<i

= I| Vj
j<i

. Observemos que g ∈ P−h e g[v] =
[w]. De fato, g[v] = [w] segue imediatamente da definição de g. Já g ∈ P−h segue de que
se z ∈ Si \ Si+1 então z = av + a1v

′
1 + · · ·+ adiv

′
di︸ ︷︷ ︸

6=0

+v′i+1 + · · ·+ v′n, onde v′j ∈ Bj para

todo j > i. Assim, g(z) = aw + a1w
′
1 + · · ·+ adiw

′
di︸ ︷︷ ︸

6=0

+v′i+1 + · · ·+v′n ∈ Si \Si+1, ou seja,

g(Si \Si+1) = gi(Si \Si+1) = Si \Si+1, para todo i = 1, . . . , n. Daí, est(P(Vi)) ⊂ P−h · [v].
Portanto, como v ∈ Si \Si+1 foi tomado arbitrário, concluímos que est(P(Vi)) = P−h · [v]
para todo v ∈ Si \ Si+1 e para todo i ∈ {1, . . . , n}.

2) A demonstração é análoga ao item anterior.

Proposição 5.2.15 Existe [v] ∈ P(V ) tal que, para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe w ∈ W em
que:

1) est(P(Vi)) = P−h · w[v];

2) inst(P(Vi)) = P+
h · w[v]

Demonstração: Seja v = v1 o primeiro elemento da base γ de V . Sejam i ∈ {1, . . . , n}, vi o
primeiro elemento da base γi de Vi e wi ∈ W uma permutação que leva v1 em vi.

1) Como vi ∈ Vi \ {0} ⊂ Si \ Si+1, segue da proposição 5.2.14(1) que

est(P(Vi)) = P−h · [vi] = P−h · wi[v1].

2) Como vi ∈ Vi \ {0} ⊂ Ti \ Ti−1, segue da proposição 5.2.14(2) que

inst(P(Vi)) = P+
h · [vi] = P+

h · wi[v1].
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Agora, para caraterizar os espaços instáveis e estáveis por meio do grupo Gh, conside-
remos os grupos de matrizes triangulares inferiores e superiores à seguir:

N−h =





Id1 0 · · · 0
∗ Id2 · · · 0
... ... . . . ...
∗ ∗ · · · Idn




e N+

h =





Id1 ∗ · · · ∗
0 Id2 · · · ∗
... ... . . . ...
0 0 · · · Idn




,

onde Idj representa uma matriz identidade dj × dj, para todo j ∈ {1, . . . , n} em que, para
cada j, dj é a dimensão da componente Vj da decomposição de V em autoespaços de h.

Teorema 5.2.16 Existe [v] ∈ P(V ) tal que, para todo i ∈ {1, . . . , n} existe w ∈ W em que:

(i) est(P(Vi)) = N−h Gh · w[v];

(ii) inst(P(Vi)) = N+
h Gh · w[v].

Demonstração: Primeiramente, lembremos que Gh = {g ∈ Sl(V ) ; gVi = Vi, ∀ i ∈ {1, . . . , n}}
pela proposição 5.2.9. Assim, consideremos a base γ de V . Em termos de matrizes na base γ,
podemos reescrever Gh por

Gh =





A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · An




,

onde os blocos Aj são matrizes invertíveis dj × dj para todo j ∈ {1, . . . , n} e dj = dim(Vj).
Analogamente, pelo lema 5.2.13 temos que

1) P−h = {g ∈ Sl(V ) ; g(Si \ Si+1) = Si \ Si+1};

2) P+
h = {g ∈ Sl(V ) ; g(Ti \ Ti−1) = Ti \ Ti−1}.

Em termos de matrizes na base γ, podemos reescrever:

P−h =





A1 0 · · · 0
∗ A2 · · · 0
... ... . . . ...
∗ ∗ · · · An




e P+

h =





A1 ∗ · · · ∗
0 A2 · · · ∗
... ... . . . ...
0 0 · · · An




,
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onde os blocos Aj são matrizes invertíveis dj × dj para todo j ∈ {1, . . . , n} e dj = dim(Vj).
Dessa forma, observando a diagonal das representações matriciais de P−h e P+

h note que os
blocos Aj ali dispostos podem ser escritos por IdjAj e para a parte triangular abaixo (acima)
da diagonal podemos determinar um elemento de N−h (N+

h ) correspondente. Assim, ficam
nítidas as relações:

(i) P−h = N−h Gh;

(ii) P+
h = N+

h Gh.

O resultado segue dessas relações unidas à proposição 5.2.15.

Proposição 5.2.17 Gh e N±h são subgrupos de Lie de Sl(V ).

Demonstração: Vamos mostrar que Gh e N±h são subgrupos fechados de Sl(V ) e o resultado
seguirá do Teorema de Cartan B.1.6.

Conforme vimos na proposição 5.2.16, podemos reescrever Gh por

Gh =





A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · An




,

onde os blocos Aj são matrizes invertíveis dj × dj para todo j ∈ {1, . . . , n} e dj = dim(Vj).
Assim, seja g ∈ Gh. Existe uma sequência (gm) em Gh tal que lim

m→∞
gm = g. Para cada

m ∈ N temos que

gm =



Am1 0 · · · 0
0 Am2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · Amn

 .

Uma vez que o limite desses elementos, escritos na forma de matrizes, se dá coordenada à
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coordenada das matrizes, segue que Ami −→ Ai e, dessa forma,

g =



A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · An

 .

Ainda, já que Sl(V ) é fechado e (gm) em particular é sequência em Sl(V ), concluímos que
g ∈ Sl(V ). Logo g ∈ Gh e, portanto, Gh é fechado. Por argumento análogo, mostramos que
N±h são fechados.

Lema 5.2.18 As álgebras de Lie dos grupos de Lie Gh, G[v1], N+ e N− são, respectivamente,
gh, g[v1], n+

h e n−h dadas por:

gh =





A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · An




,

onde os blocos Aj são matrizes dj×dj para todo j ∈ {1, . . . , n}, dj = dim(Vj) e
n∑
i=1

tra(Ai) = 0.

g[v1] =

X ∈ g = sl(V ) ; X =

 a b

0 C


 ,

onde a ∈ R, b é uma matriz linha 1× (d− 1) e C ∈ gl(d− 1) é tal que a+ tra(C) = 0;

n−h =





0d1 0 · · · 0
∗ 0d2 · · · 0
... ... . . . ...
∗ ∗ · · · 0dn




e n+

h =





0d1 ∗ · · · ∗
0 0d2 · · · ∗
... ... . . . ...
0 0 · · · 0dn




.

Onde 0dj representa uma matriz nula dj × dj, para todo j ∈ {1, . . . , n} em que, para cada j,
dj = dim(Vj).

Demonstração: A demonstração segue do cálculo direto do logaritmo de matrizes (vide
definição B.3.6) para os elementos desses conjuntos e que Gh, G[v1] ⊂ Sl(V ).
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Corolário 5.2.19 Se g = sl(V ), então

g = gh ⊕ n+
h ⊕ n−h .

Demonstração: Pelas representações matriciais de gh e n± segue que g = gh +n+
h +n−h . Agora

sejam X ∈ gh, Y ∈ n+
h e Z ∈ n−h tais que X + Y + Z = 0. Novamente, pelas representações

matriciais de X, Y e Z concluímos que se X + Y + Z = 0, então X = Y = Z = 0, ou seja,
gh, n+

h e n−h são espaços independentes.

Proposição 5.2.20 As álgebras de Lie n±h são Gh− invariantes.

Em particular, são Kh−invariantes, onde Kh = {g ∈ SO(V ); gh = hg} conforme
observação da página 106.

Demonstração: Seja g ∈ Gh. Tome X ∈ n−h . Queremos mostrar que Ad(g)X ∈ n−h . De fato,
observemos que pela forma matricial desses conjuntos em relação à base γ temos que:

Ad(g)X = gXg−1 =



A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · An

·


0d1 0 · · · 0
∗ 0d2 · · · 0
... ... . . . ...
∗ ∗ · · · 0dn

·


A−1
1 0 · · · 0
0 A−1

2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · A−1

n

 ,

que pelo cálculo de produto de matrizes obtemos:

Ad(g)X =



0d1 0 · · · 0
∗′ 0d2 · · · 0
... ... . . . ...
∗′ ∗′ · · · 0dn

 ∈ n−h .

Portanto, n−h é Gh−invariante. A demonstração é análoga para n+
h .

Por fim, uma vez que Kh ⊂ Gh segue que n±h são Kh−invariantes.
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6 HIPERBOLICIDADE NORMAL

Este capítulo apresenta o resultado principal desse trabalho. Mostraremos que as
componentes de Morse da decomposição de Morse mais fina para o fluxo induzido sobre P(V )
são normalmente hiperbólicas. Para esse propósito alguns resultados ainda são necessários,
conforme faremos à seguir, mas, inicialmente, vamos estabelecer os critérios para que as
componentes de Morse da proposição 4.4.1 sejam normalmente hiperbólicas e, em seguida,
os passos finais para nosso teorema principal, o Teorema 6.0.16. Este capítulo se baseia nas
referências [7], [19], [20] e [21].

Definição 6.0.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
variedade diferenciável F é uma lei que faz corresponder a cada ponto x de F uma forma
bilinear simétrica, positiva definida (isto é, um produto interno) 〈·, ·〉x no espaço tangente
TxF , que varia diferenciavelmente no sentido: para todo par (X, Y ) de campos de vetores
diferenciáveis em uma vizinhança U de F , a função 〈X, Y 〉 é diferenciável em U .

Definição 6.0.2 Seja φ um difeomorfismo sobre uma variedade Riemanniana F e Dφ sua
derivada. Uma subvariedade invariante E ⊂ F é normalmente hiperbólica se o fibrado
tangente de F sobre E tem subfibrados vetoriais invariantes V + e V − e constantes positivas c
e λ < µ tais que:

1. TF |E= TE ⊕ V + ⊕ V −;

2. |Dφn(v)| ≤ c · e−λn|v|, ∀ v ∈ V − e n ≥ 0;

3. |Dφn(v)| ≤ c · eλn|v|, ∀ v ∈ V + e n ≤ 0;

4. |Dφn(v)| ≤ c · eµ|n||v|, ∀ v ∈ TE e n ∈ Z.

Neste caso, V − é dito ser o fibrado estável e V + o fibrado instável de E. Se φt é um
fluxo diferenciável sobre F , t ∈ R, uma subvariedade E é normalmente hiperbólica se ela é
normalmente hiperbólica para o difeomorfismo no tempo um φ1.

Primeiro construiremos uma métrica Riemanniana apropriada em P(V ). Para tal,
seja G = Sl(V ) grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g = sl(V ) e F = P(V ) variedade
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diferenciável. Seja 〈·, ·〉 o produto interno de Cartan em g, fixado (esse produto interno é o
estabelecido pela proposição B.3.11(1)).

Lema 6.0.3 〈·, ·〉 é SO(V )−invariante, isto é, dados X, Y ∈ g e k ∈ SO(V ) tem-se que

〈Ad(k)X,Ad(k)Y 〉 = 〈X, Y 〉.

Demonstração: Sejam X, Y ∈ g e k ∈ SO(V ). Pelo lema B.3.4 temos que, Ad(k) é automor-
fismo de g e pela proposição B.3.9 segue diretamente que

〈Ad(k)X,Ad(k)Y 〉 = 〈X, Y 〉.

Seja gx a subálgebra de isotropia em x ∈ P(V ). Assim,

g = g⊥x ⊕ gx

onde ⊥ denota o complemento ortogonal com respeito ao produto interno de Cartan:

g⊥x = {X ∈ g ; ∀ Y ∈ gx, 〈X, Y 〉 = 0}.

Lema 6.0.4 Se k ∈ SO(V ) então gkx = Ad(k)gx.

Demonstração:

gkx = {X ∈ g ; etXkx = kx, ∀t ∈ R}

= {X ∈ g ; k−1etXkx = x, ∀t ∈ R}

= {X ∈ g ; et(k−1Xk)x = x, ∀t ∈ R}

= {X ∈ g ; etAd(k)−1Xx = x, ∀t ∈ R}

= {X ∈ g ; Ad(k)−1X ∈ gx}

= Ad(k)gx.

Pela SO(V )−invariância do produto interno de Cartan, segue o resultado abaixo.
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Lema 6.0.5 Se k ∈ SO(V ), então g⊥kx = (Ad(k)gx)⊥ = Ad(k)(g⊥x ).

Demonstração: Primeiramente note que, pelo Lema 6.0.4, g⊥kx = (Ad(k)gx)⊥.

Agora, é suficiente mostrarmos que g⊥kx = Ad(k)(g⊥x ).
Por um lado,

X ∈ g⊥kx ⇒ ∀ Y ∈ Ad(k)gx, 〈X, Y 〉 = 0

⇒ ∀ Z ∈ gx, 〈X,Ad(k)Z〉 = 0

⇒ ∀ Z ∈ gx, 〈Ad(k) Ad(k)−1X,Ad(k)Z〉 = 0

⇒ ∀ Z ∈ gx, 〈Ad(k)−1X,Z〉 = 0

⇒ Ad(k)−1X ∈ g⊥x

⇒ X ∈ Ad(k)g⊥x .

Reciprocamente, se X ∈ Ad(k)g⊥x , então existe Y ∈ g⊥x tal que X = Ad(k)Y . De
modo similar, pelo lema anterior, se Z ∈ gkx, então existe W ∈ gx tal que Z = Ad(k)W . Daí,
segue que

〈X,Z〉 = 〈Ad(k)Y,Ad(k)W 〉 = 〈Y,W 〉 = 0,

ou seja, X ∈ g⊥kx.

Lema 6.0.6 A aplicação
g⊥x −→ TxP(V )
X 7−→ X · x

é um isomorfismo linear.

Demonstração: Pela proposição 5.1.9, a aplicação órbita a(x) : Sl(V ) −→ P(V ) induz uma
aplicação linear sobrejetora

sl(V ) −→ TxP(V )
Y 7−→ Y · x

cujo núcleo é gx. Portanto, uma vez que g = g⊥x ⊕ gx, essa aplicação restrita à g⊥x , dá-nos o
isomorfismo linear desejado.

Definimos o produto interno em TxP(V ) por

〈X · x, Y · x〉x = 〈X, Y 〉

onde X, Y ∈ g⊥x .
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Proposição 6.0.7 O produto interno 〈·, ·〉x define uma métrica Riemanniana, SO(V )−invariante,
em P(V ) tal que a aplicação

g⊥x −→ TxP(V )
X 7−→ X · x

é uma isometria. Além disso, para Y ∈ g, temos

|Y · x|x ≤ |Y |

com igualdade se, e somente se, Y ∈ g⊥x .

Demonstração: Seja X ∈ g⊥x . Logo, pela proposição 5.1.10,

D(a(k))(X · x) = Ad(k)X · a(x)(k),

onde Ad(k)X ∈ Ad(k)g⊥x = g⊥kx. Assim, pela SO(V )−invariância do produto interno de
Cartan temos

〈D(a(k))(X · x), D(a(k))(Y · x))〉a(x)(k) = 〈Ad(k)X · a(x)(k),Ad(k)Y · a(x)(k)〉a(x)(k)

= 〈Ad(k)X,Ad(k)Y 〉

= 〈X, Y 〉

= 〈X · x, Y · x〉x.

Para provar a diferenciabilidade dessa métrica, consideremos as cartas locais ψs de TP(V )
construídas de uma seção local s : U ⊂ P(V ) −→ SO(V ) da projeção

π : SO(V ) −→ P(V )
k 7−→ k[v1]

como segue
ψs : U × g⊥[v1] −→ TP(V )

(x, Y ) 7−→ D(a(s(x)))(Y · [v1])
.

Note que s(x) ∈ SO(V ). Além disso, s(x)[v1] = x. De fato, π(s(x)) = x, logo s(x) ∈ π−1(x)
onde

π−1(x) = {k ∈ SO(V ) ; π(k) = x} = {x ∈ SO(V ) ; k[v1] = x}.

Isso implica que Ad(s(x)) aplica g⊥[v1] em g⊥x , pois

Ad(s(x))
(
g⊥[v1]

)
= g⊥s(x)[v1] = g⊥x .
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Pela SO(V )−invariância, segue que

〈ψs(x,X), ψs(x, Y )〉x = 〈D(a(s(x)))(X · x), D(a(s(x)))(Y · x)〉a(x)(s(x)) = 〈X, Y 〉,

ou seja, a aplicação (x,X, Y ) 7−→ 〈ψs(x,X), ψs(x, Y )〉x não depende de x e, na verdade,
é dada pelo produto interno de Cartan que é diferenciável por ser uma aplicação bilinear
definida num espaço vetorial de dimensão finita.

Para a última propriedade, escrevemos Y = Y1 + Y2 de acordo com g = g⊥x ⊕ gx.
Assim, Y · x = Y1 · x e, daí,

|Y · x|x = |Y1 · x|x = |Y1| ≤ |Y |

com igualdade se, e somente se, Y = Y1 ∈ g⊥x .

Consideremos a decomposição g = k⊕ s onde g = sl(V ), k = so(V ) a subálgebra dos
operadores antissimétricos em relação à base γ e s a subálgebra dos operadores simétricos
em relação à base γ. Seja a ⊂ s a subálgebra de Lie dos operadores cujas matrizes que os
representam, em relação à base γ, são diagonais.

Definição 6.0.8 O conjunto, gα, dado por

gα = {X ∈ g; ad(H)X = α(H)X, ∀H ∈ a},

onde α ∈ a∗ (o dual de a) é chamado espaço de raízes quando gα 6= 0.

Um funcional α : a −→ R, α 6= 0, tal que seu espaço de raízes gα 6= 0 é chamado raiz.
Denotamos o conjunto das raízes por Π.

Observação: Por conveniência denotaremos as raízes por αij e o espaço de raízes por gij . Tal
escolha de notação dá-se pelo resultado à seguir.

Lema 6.0.9 Se H ∈ a, então αij(H) = ai − aj, onde H = diag(a1, a2, . . . , ad).
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Demonstração: Em gl(V ) seja Eij o operador tal que Eij(vk) = δjkvi em relação à base γ.
Vamos aplicar ad(H) nesses elementos.

ad(H)Eij = HEij − EijH

= aiEij − ajEij

= (ai − aj)Eij.

Como {Eij}i,j=1,...,n forma uma base de gl(V ), segue que ad(H) é diagonalizável e os seus
autovalores são ai − aj, i, j = 1, . . . , n, associados aos autovetores Eij, respectivamente.
Portanto, αij(H) = ai − aj.

Observação: Segue do lema anterior que gij = ger{Eij}.

Agora, relembrando a decomposição V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn de V em autoespaços
associados a h, onde λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 e que existe H tal que h = etH , temos o seguinte
resultado.

Lema 6.0.10 n±h =
∑

±αij(H)>0
gij.

Demonstração: Seja H ∈ a tal que h = etH . Uma vez que H = diag(ln λ1, . . . , ln λn) segue
do lema anterior que αij(H) = lnλi − ln λj onde:

• Se i < j, então αij(H) = lnλi − ln λj > 0 e, além disso, ger{Eij} ⊂ n+
h .

• Se i > j, então αij(H) = lnλi − ln λj < 0 e, além disso, ger{Eij} ⊂ n−h .

Da representação matricial de n±h temos que n+
h =

∑
αij(H)>0

ger{Eij} e n−h =
∑

αij(H)<0
ger{Eij}

onde i, j = 1, . . . , n estão de acordo com os autovalores λi de h. Estabelecida a relação entre
i, j e αij o resultado segue.

Exemplo: Vale ressaltar que estamos considerando os índices i e j para a relação entre os
autovalores λ1 > λ2 > · · · > λn > 0 associados a H e, dessa maneira, alguns Eij da base de
gl(V ) não são considerados. A fim de elucidar o lema 6.0.10, analisemos uma matriz 6× 6
de n−h cujas dimensões dos autoespaços associados aos autovalores sejam iguais à 2, isto é,
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temos λ1 > λ2 > λ3 > 0 com d1 = d2 = d3 = 2.

0 0
0 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0 0


Observe que essa matriz é gerada pelos elementos da base de gl(V ) dados por E3,1, E3,2, E4,1,
E4,2, E5,1, E5,2, E5,3, E5,4, E6,1, E6,2, E6,3 e E6,4. Agora, observemos a matriz H:

ln λ1

ln λ1

ln λ2

ln λ2

ln λ3

ln λ3


Vamos adotar a notação λ′1 = λ′2 = ln λ1, λ′3 = λ′4 = ln λ2 e λ′5 = λ′6 = ln λ3 e reescrevemos
H por: 

λ′1

λ′2

λ′3

λ′4

λ′5

λ′6


Finalmente, observe que teremos λ′i − λ′j < 0 para os pares

(i, j) ∈ {(3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4)},

determinando exatamente os geradores Eij de n−h .

Corolário 6.0.11 ad(H) é 〈·, ·〉−simétrica com autovalores em n±h dados por

{±αij(H) ; αij(H) > 0, αij ∈ Π}.
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Demonstração: A simetria de ad(H) segue de que ad(H) é diagonalizável e a base que a
diagonaliza é ortonormal, em relação ao produto de Cartan. Pelos lemas 6.0.9 e 6.0.10,
restringindo ad(H) à n±h , teremos

ad(H)Eij = αij(H)Eij,

donde segue o resultado.

Proposição 6.0.12 Se g[v1] é a álgebra de Lie de G[v1], então

n±h =
(
n±h ∩ g⊥[v1]

)
⊕
(
n±h ∩ g[v1]

)
.

Demonstração: Vamos provar para n−h ; o caso para n+
h é análogo.

Considerando que

g[v1] =

X ∈ g = sl(V ) ; X =

 a b

0 C


 ,

onde a ∈ R, b é uma matriz linha 1× (d− 1) e C ∈ gl(d− 1) é tal que a+ tra(C) = 0, segue
que

g⊥[v1] =

X ∈ g = sl(V ) ; X =

 0 0
b′ 0


 ,

onde b′ é uma matriz coluna (d− 1)× 1. Desse modo, segue imediatamente que:

n−h ∩ g⊥[v1] =





0d1 0 · · · 0
∗ 0d2 · · · 0
... ... . . . ...
∗ 0 · · · 0dn




, n−h ∩ g[v1] =





0d1 0 · · · 0
0 0d2 · · · 0
... ... . . . ...
0 ∗ · · · 0dn




e, além disso,

(
n−h ∩ g⊥[v1]

)
∩
(
n−h ∩ g[v1]

)
= {0}, onde 0 representa uma matriz nula.

Lema 6.0.13 Seja T uma transformação linear injetora e sejam U , V e Z espaços vetoriais.
Se V = U ⊕ Z então T (V ) = T (U)⊕ T (Z).

Demonstração: Seja v ∈ V = U ⊕ Z, logo existem u ∈ U e z ∈ Z tais que v = u+ z. Segue
da linearidade de T que

T (v) = T (u+ z) = T (u) + T (z) ∈ T (U) + T (Z).
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Analogamente, dados u ∈ U e z ∈ Z, segue que T (u) + T (z) = T (u+ z) ∈ T (V ). Além disso,
seja v ∈ T (U) ∩ T (Z). Logo, existem u ∈ U e z ∈ Z tais que

T (u) = v = T (z),

ou seja, T (u) = T (z). Daí, pela injetividade de T , u = z ∈ U ∩ Z = {0}, isto é, v = 0.
Portanto, T (U) ∩ T (Z) = {0} e o resultado segue.

Nessa etapa, relembrando a proposição 4.4.1 e o teorema 5.2.11 em que as componentes
de Morse podem ser representadas porM = Gh ·w[v1], o fibrado tangente à essas componentes,
contido em T (P(V )), conforme discutido ao final da seção 4.1, página 99, é dado por

TM = Gh(gh · w[v1]) ⊂ T (P(V )).

Além disso, surge naturalmente a questão: quais os candidatos à fibrado estável e instável?
Relembrando o Teorema 5.2.16, temos que os espaços estável e instável à cada componente
de MorseM são dados por

• est(M) = N−h Gh · w[v1], e

• inst(M) = N+
h Gh · w[v1].

Assim, se x = k · w[v1] ∈ M, onde k ∈ Gh, o espaço tangente à x em est(M), segundo a
Proposição 5.1.9 e a discussão da página 99, é dado por

Tx est(M) = n−h · x = k(n−h · w[v1]).

A última igualdade segue de que, se Y ∈ n−h e k ∈ Gh, então

Y · (k · w[v1]) = d

dt

(
etY k · w[v1]

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
k(k−1etY k) · w[v1]

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
ketk−1Y k · w[v1]

) ∣∣∣∣
t=0

= k

k−1Y k︸ ︷︷ ︸
∈ n−

h

·w[v1]

 .
Portanto, variando k em Gh temos que

Tx est(M) = Gh(n−h · w[v1]),
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sendo este nosso candidato à fibrado estável. Analogamente, teremos como candidato a
espaço instável, V +, o espaço Gh(n+

h · w[v1]).

Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposição 6.0.14 Se V ± = Gh(n±h · w[v1]) ⊂ T (P(V )), então V ± e TM são subfibrados
vetoriais de T (P(V )) sobreM, Gh−invariantes e vale a soma

T (P(V ))
∣∣∣∣
M

= TM⊕ V − ⊕ V +.

Em particular, V − ⊕ V + é o subfibrado normal à TM. Além disso, v ∈ TxM ou v ∈ V ±x
podem ser escritos unicamente como Y · x para

Y ∈ gh ∩ g⊥x ou Y ∈ n±h ∩ g⊥x

respectivamente.

Demonstração: A Gh−invariância é imediata das definições de V ± e TM.

Para provarmos que V − é subfibrado vetorial, primeiro, notemos queM = Kh · w[v1]
(conforme observação da seção 5.2, página 106) e n−h é Kh−invariante pela proposição 5.2.20.
Isso implica que V − = Kh(n−h · w[v1]). Pela proposição 6.0.12 temos

n−h =
(
n−h ∩ g⊥[v1]

)
⊕
(
n−h ∩ g[v1]

)
.

Uma vez que o grupo W das permutações da base γ é isomorfo ao grupo das matrizes de
permutação d× d, segue que W ⊂ SO(V ) e, daí, com w ∈ W , a Kh−invariância de n−h e os
lemas 6.0.13, 6.0.4 e 6.0.5 implicam que

n−h = wn−h =
(
n−h ∩ wg⊥[v1]

)
⊕
(
n−h ∩ wg[v1]

)
=

(
n−h ∩ g⊥w[v1]

)
⊕
(
n−h ∩ gw[v1]

)
. (6.1)

Seja x ∈M. Temos que x = kw[v1], k ∈ Kh tal que kn−h = n−h ,

kg⊥w[v1]] = g⊥kw[v1] = g⊥x e kgw[v1] = gkw[v1] = gx.

Disso segue que

n−h = kn−h =
(
n−h ∩ g⊥x

)
⊕
(
n−h ∩ gx

)
(6.2)
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e, assim, pelo isomorfismo linear g⊥x −→ Tx(P(V )) do lema 6.0.6 e de V −x = {k(X · w[v1]) =
(kX) · (kw[v1]) ; X ∈ n−h }, conclui-se que a aplicação(

n−h ∩ g⊥x
)
−→ V −x

Y 7−→ Y · x

é um isomorfismo linear. Agora, vamos provar a trivialidade local. Como, pela proposição 5.2.6,
M = Kh ·w[v1] é uma subvariedade mergulhada de P(V ), existe uma seção local diferenciável
s̃ : Ũ −→ Kh da projeção Kh −→M, l 7−→ l ·w[v1], sobre uma vizinhança Ũ emM, tal que s̃
é a restrição de uma seção local s : U −→ SO(V ) da projeção SO(V ) −→ P(V ), k 7−→ k ·w[v1]
sobre uma vizinhança U em P(V ). Consideremos a carta local ψs(x, Y ) = s(x)(Y · w[v1]) de
T (P(V )) como na proposição 6.0.7. Isso implica que ψs restrita à Ũ ×

(
n−h ∩ g⊥w[v1]

)
é uma

carta local de V − dada por

ψs̃ : (x, Y ) 7−→ s̃(x)(Y · w[v1]).

Uma vez que s̃(x) ∈ Kh e s̃(x)w[v1] = x, segue que s̃(x) aplica n−h ∩ g⊥w[v1] em n−h ∩ g⊥x . Isso
mostra que V − é subfibrado vetorial.

Sabendo que (6.1) e (6.2) também valem para n+
h , os mesmos argumentos asseguram

que V + é também um subfibrado vetorial. Naturalmente, (6.1) e (6.2) também valem para
gh e, portanto, segue da decomposição g = gh ⊕ n−h ⊕ n+

h que

g⊥x =
(
gh ∩ g⊥x

)
⊕
(
n−h ∩ g⊥x

)
⊕
(
n+
h ∩ g⊥x

)
é uma soma ortogonal e tal que as aplicações

(
gh ∩ g⊥x

)
−→ TxM,

(
n±h ∩ g⊥x

)
−→ V ±x

dadas por Y 7−→ Y · x são isomorfismos lineares.

Em particular, como a aplicação

g⊥x −→ T (P(V ))
X 7−→ X · x

é uma isometria, segue que T (P(V ))
∣∣∣∣
M

= TM⊕ V − ⊕ V +.
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Lema 6.0.15 Se H 6= 0, então

|htY | ≤ e−µt|Y |, para Y ∈ n−h , t ≥ 0

e
|htY | ≤ eµt|Y |, para Y ∈ n+

h , t ≤ 0

onde
µ = min {αij(H); αij(H) > 0, αij ∈ Π} .

Demonstração: Para Y ∈ n±h , pelo lema B.3.7(1), temos que Ad(ht)Y = Ad(etH)Y = et ad(H)Y ,
onde pelo corolário 6.0.11 segue que et ad(H) é 〈·, ·〉−simétrica com autovalores em n±h dados
por {

e±αij(H)t ; αij(H) > 0, αij ∈ Π
}
.

Escrevendo Y como a soma ortogonal de autovetores
∑
β

Yβ, segue que

|htY | =

∣∣∣∣∣∣
∑
β

e±αij(H)tYβ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
β

e±αij(H)t|Yβ|.

Para t > 0 e Y ∈ n−h , temos que

|htY | ≤ e−µt
∑
β

|Yβ| = e−µt|Y |,

uma vez que e−αij(H)t < e−µt, para todo αij ∈ Π com αij(H) > 0 e t > 0. Para t < 0 e
Y ∈ n+

h temos
|htY | ≤ eµt

∑
β

|Yβ| = eµt|Y |

uma vez que eαij(H)t < eµt para todo αij ∈ Π com αij(H) > 0 e t < 0.

Agora, finalmente, chegamos ao resultado principal deste trabalho: provar a hiperbo-
licidade normal das componentes de Morse da decomposição de Morse mais fina do fluxo
induzido sobre o espaço projetivo P(V ).

Teorema 6.0.16 Cada componente de Morse Gh · w[v1] é normalmente hiperbólica.



126

Demonstração: Pela decomposição de Jordan multiplicativa de gt temos que

gt = ethtut

onde ht = etH , com H ∈ g hiperbólica, ut = etN , com N ∈ g nilpotente e et, ut ∈ Gh que pela
proposição 5.2.9 é o centralizador de h em G = Sl(V ). Além disso, podemos considerar que
H = diag(a1, . . . , ad), a1 ≥ · · · ≥ ad e que et ∈ Kh que é o centralizador de h em K = SO(V ),
uma vez que, na norma em que et é isometria, ‖et‖ = 1. Pela proposição 6.0.14, um vetor
tangente v ∈ V ±x M pode ser escrito como v = Y · x, para Y ∈ n±h ∩ g⊥x . Pela proposição 6.0.7
temos que |v| = |Y | e também que

|gtv| = |gtY · gtx| ≤ |gtY |.

Uma vez que gt ∈ Gh segue do lema 5.2.20 que gtY ∈ n±h e isso é suficiente para mostrar que
as desigualdades da definição 6.0.2 valem para gt restritas à n±h .

Pelo lema 6.0.15, existe µ > 0 tal que |htX| ≤ e−µt|X|, para todo t ≥ 0 e X ∈ n−h .
Como podemos assumir et ∈ Kh, isso implica que

|gtY | = |htutY | ≤ e−µt|utY |.

Sendo ut = etN para algum N ∈ g nilpotente, temos que utY = et ad(N)Y . Pela desigualdade
triangular temos que

|utY | = |et ad(N)Y | ≤
∑
k≥0

tk

k!‖ ad(N)k‖|Y | = p(t)|Y |, (6.3)

onde ‖ · ‖ é o operador norma, induzido pela norma | · | em g e p(t) é um polinômio já que
ad(N) é nilpotente. Assim, para v ∈ V −x M, segue que

|gtv| ≤ e−µtp(t)|v|, t > 0.

O caso para V + é completamente análogo e teremos, para v ∈ V +
x M, que

|gtv| ≤ eµtp(t)|v|, t < 0.

Em relação à TM note que para x ∈M = Gh · w[v1] temos gtx = etutx, de fato

x ∈M ⇒ x = qwj[v1], q ∈ Gh

⇒ gtx = ethtutqwj[v1]

= etutqht[vj]

= etutq[λjvj] = etutqwj[v1] = etutx.
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Assim, gt atua como etut em TM. Pela proposição 6.0.14 um vetor tangente v ∈ TxM pode
ser escrito como v = Y · x, para Y ∈ gh ∩ g⊥x . Pela proposição 6.0.7 temos que |v| = |Y | e
também que

|gtv| = |etutY · etutx| ≤ |etutY | = |utY |
(6.3)
≤ p(t)|Y | = p(t)|v|

onde usamos que et ∈ Kh e a desigualdade para |utY | em (6.3). Como e−µ2 tp(t) −→ 0 quando
t −→ +∞, e−µ2 tp(t) é limitado por c1 para t ≥ 0 tal que

e−µtp(t) = e
−µ
2 t
(
e
−µ
2 tp(t)

)
≤ c1e

−µ
2 t, t ≥ 0.

Pelo mesmo argumento

eµtp(t) = e
µ
2 t
(
e
µ
2 tp(t)

)
≤ c2e

µ
2 t, t ≤ 0.

Finalmente, como e−µ|t|p(t) −→ 0, quando t −→ ±∞, e−µ|t|p(t) é limitado por c3 para
T ∈ {Z,R} e, assim,

p(t) = eµ|t|
(
e−µ|t|p(t)

)
≤ c3eµ|t|, t ∈ T.

Dessa maneira, as condições (ii), (iii) e (iv) de hiperbolicidade normal da definição 6.0.2
seguem por escolhermos λ = µ

2 e c = max{c1, c2, c3} enquanto a condição (i) foi provada na
proposição 6.0.14 e, portanto, o resultado está provado.

Observação: Segue do Teorema 6.0.16 que V ± são os fibrados instável/estável de gt.
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7 CONCLUSÃO

A caracterização das componentes de Morse via órbitas assim como seus espaços
estável e instável, a decomposição de Jordan multiplicativa para o fluxo e a teoria de Lie são
ferramentas de grande peso para a realização desse estudo, uma vez que por meio das órbitas
a compreensão do comportamento do fluxo e os espaços tangentes se dá de maneira mais
“natural”.

A hiperbolicidade normal de uma variedade invariante é a generalização natural de
hiperbolicidade de um ponto fixo, uma vez que assegura a existência de uma linearização numa
vizinhança da variedade invariante conforme o estudo apresentado em [21]. Dessa maneira,
uma vez que o Teorema 6.0.16 assegura a hiperbolicidade normal de cada componente de
Morse, concluímos que, para cada componente de morseM da decomposição de Morse mais
fina, existe uma vizinhança U tal que o fluxo nessa vizinhança é conjugado à um fluxo linear.

Desse modo, surgem motivações para estudos futuros, dentre elas, realizar esse estudo
sobre as variedades Grassmannianas que é uma generalização de espaços projetivos e, também,
um caso particular de variedades Flag ou, por outro lado, seguindo o estudo da dinâmica de
translações em espaços projetivos, pode-se estudar condições para as quais dois fluxos sobre
P(V ) são conjugados.

Por fim, este trabalho serve como base para aqueles que se interessarem por estudar
os temas abordados em [5], [20] e [19] sobre dinâmica de translações em variedades flag
identificando os cálculos realizados, neste trabalho, sem a Teoria de Lie semissimples e como
esta é requisitada para o caso generalizado.
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APÊNDICE A – Topologia Geral

Neste apêndice recordaremos algumas noções e resultados de Topologia Geral. O
propósito é proporcionar uma fonte rápida de referências acerca dos resultados utilizados ao
longo do trabalho visando uma leitura autocontida do mesmo, mas ressaltando que muitos
dos assuntos não presentes nos apêndices, podem ser consultados nas referências apresentadas
aqui. Apresentamos os resultados de topologia geral utilizados ao longo dos três primeiros
capítulos, onde dispomos os conceitos principais utilizados diretamente nas demonstrações.
Ao leitor interessado em aprofundar os temas neste apêndice, recorrer ao conteúdo completo
de Topologia (como por exemplo a topologia quociente presente em P(V )) recomendamos os
livros: Lima [13], [14], Lee [11] e Munkres [16].

Definição A.0.1 Seja X um espaço métrico e A ⊂ X um subconjunto de X. O conjunto
dado por

V (A, ε) = {x ∈ X; d(x,A) < ε}

é chamado ε−vizinhança aberta de A em X.

Proposição A.0.2 Seja X um espaço métrico e A um subconjunto de X. Se U(A, ε) é uma
ε−vizinhança aberta de A em X, então U(A, ε) é igual à união de bolas aberta Bd(a, ε) para
a ∈ A.

Demonstração:
⋃
a∈A

Bd(a, ε) =
⋃
a∈A
{x ∈ X; d(x, a) < ε} = {x ∈ X; d(x, a) < ε e a ∈ A} ⊂

U(A, ε).

Reciprocamente, seja x ∈ U(A, ε). Logo, d(x,A) = δ < ε. Seja a ∈ A qualquer.
Se d(x, a) < ε então x ∈ Bd(a, ε) e o resultado segue. Agora, se d(x, a) ≥ ε, como ε >
inf
a∈A
{d(x, a)} = δ, existe b ∈ A tal que d(x, b) < ε e, daí, x ∈ Bd(b, ε).

Definição A.0.3 Um espaço topológico X é dito ter base enumerável em x ∈ X se existe
uma coleção enumerável β de vizinhanças de x tal que cada vizinhança de x contém pelo
menos um elemento de β.

Um espaço que possui uma base enumerável em cada um de seus pontos é dito que
satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
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Lema A.0.4 Todo espaço metrizável satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Demonstração: Seja (X, d) um espaço topológico metrizável com métrica d. Para cada x ∈ X
o conjunto

{
Bd

(
x, 1

n

)
; n ∈ N

}
é uma base enumerável em x.

Proposição A.0.5 (Propriedade de Cantor). Dada uma sequência

K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Km ⊃ · · ·

de subconjuntos Ki ⊂ Rn, ∀ i, compactos e não-vazios, a interseção
∞⋂
k=1

Kk é não-vazia.

Demonstração: Item 12.4, página 45 de [12].

Lema A.0.6 Se Y é um subespaço compacto de um espaço Hausdorff X e x0 ∈ X \Y , então
existem abertos disjuntos U, V ⊂ X tais que Y ⊂ V e x0 ⊂ U .

Demonstração: Para cada y ∈ Y , como y 6= x0 e X é Hausdorff, existem abertos disjuntos
Uy e Vy tais que y ∈ Vy e x0 ∈ Uy. Tem-se que Y ⊂

⋃
y∈Y

Vy. Como Y é compacto, possui

subcobertura finita, ou seja, existem y1, . . . , yn ∈ Y tais que Y ⊂ V =
n⋃
i=1

Vyi . Seja U =
n⋂
i=1

Uyi .

Assim, U é aberto e contém x0. Note que U ∩ Vyi = ∅ para todo i ∈ {1, . . . , n} uma vez que

U ⊂ Uyi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Desse modo, U ∩ V = U ∩
(

n⋃
i=1

Vyi

)
= ∅ e o resultado

segue.

Teorema A.0.7 Seja X um espaço topológico de Hausdorff. Se A e B são subespaços
compactos e disjuntos, então existem conjuntos abertos disjuntos U e V contendo A e B,
respectivamente.

Demonstração: Seja x ∈ A. Como A e B são disjuntos, temos que x /∈ B. Uma vez que B é
compacto e X é de Hausdorff, segue do lema A.0.6 que existem abertos disjuntos Ux e Vx
tais que x ∈ Ux e B ⊂ Vx. Logo, A ⊂

⋃
x∈A

Ux é uma cobertura aberta de A que é compacto
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e, daí, existem x1, . . . , xn ∈ A tais que A ⊂
n⋃
i=1

Uxi . Consideremos os abertos U =
n⋃
i=1

Uxi

e V =
n⋃
i=1

Vxi . Note que A ⊂ U e B ⊂ V , pois B ⊂ Vxi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Ainda,

U ∩ V =
(

n⋃
i=1

Uxi

)
∩
(

n⋃
i=1

Vxi

)
=

n⋃
i=1

(Uxi ∩ Vxi) = ∅.

Corolário A.0.8 Seja X um espaço topológico Hausdorff. Se A1, . . . , An são subespaços de

X compactos e disjuntos dois a dois, então existe aberto Ui tal que Ai ⊂ Ui e Ui∩
 n⋃
j=1

Aj

 = ∅

para todo i ∈ {1, . . . , n} e j 6= i.

Demonstração: Tome i ∈ {1, . . . , n}. Seja B =
n⋃
j=1

Aj, j 6= i. B é compacto uma vez que

essa propriedade é preservada pela união finita. Assim, pelo teorema A.0.7 segue que existem
Ui e Vi abertos disjuntos de X tais que Ai ⊂ Ui e B ⊂ Vi, ou seja, Ui é vizinhança de Ai e

Ui ∩

 n⋃
j=1

Aj

 = ∅ para todo i ∈ {1, . . . , n} e j 6= i.

Lema A.0.9 Seja X um espaço métrico. Se Y ⊂ A ⊂ X, onde Y é fechado e A é aberto
então existe aberto U tal que Y ⊂ U ⊂ U ⊂ A.

Demonstração: Considere a função contínua f : X −→ [0, 1], definida por f(x) = d(x,Y )
d(x,Y )+d(x,X−A)

(função de Urysohn do par de fechados disjuntos Y e X − A). Temos que f(Y ) = 0 e
f(X − A) = 1. Basta então tomar U =

{
x ∈ X; f(x) < 1

2

}
.

Teorema A.0.10 (Teorema de Blaschke). O conjunto de subconjuntos fechados não
vazios de um espaço métrico compacto torna-se um espaço métrico compacto sob a distância
de Hausdorff

dH(A,B) = max
{

max
a∈A

{
min
b∈B

d(a, b)
}
,max
b∈B

{
min
a∈A

d(a, b)
}}

.

Demonstração: Para uma demonstração veja o Apêndice C, páginas 209 à 212 de [1] ou a
proposição A.2.1, página 97 de [24].
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APÊNDICE B – Variedades Diferenciáveis

Este apêndice aborda conceitos acerca de Variedades Diferenciáveis mais especifica-
mente no trato de aplicações diferenciáveis, ações de grupo, campos de vetores, grupos e
álgebras de Lie. Para informações mais detalhadas sobre o material do Apêndice B o leitor
pode consultar os livros Lima [15], Lee [10], San Martin [22] e [23] e Warner [26].

B.1 Ações de Grupos

Definição B.1.1 Sejam F e E variedades diferenciáveis e f : F −→ E uma aplicação
diferenciável. Define-se o posto de f em x ∈ F como sendo o posto da aplicação linear
Dfx : TxF −→ Tf(x)E, isto é, posto de f em x é igual à dim(imDfx).
Dizemos que f tem posto constante k quando o posto de f é k, para todo x ∈ F .

Definição B.1.2 Uma aplicação f : F −→ E de posto constante é chamada:

• Imersão, quando posto(f) = dimF , isto é, Dfx : TxF −→ Tf(x)E é injetora para todo
x ∈ F .

• Submersão quando posto(f) = dimE, isto é, Dfx : TxF −→ Tf(x)E é sobrejetora
para todo x ∈ F .

• Mergulho quando f é uma imersão e, também, um mergulho no sentido topológico,
isto é, um homeomorfismo sobre sua imagem f(F ) ⊂ E com a topologia induzida de E.

Teorema B.1.3 (Teorema do Posto Equivariante). Sejam F e E variedades dife-
renciáveis e seja G um grupo de Lie. Se f : F −→ E é uma aplicação diferenciável que
é equivariante em relação a uma G−ação diferenciável transitiva em F e alguma G−ação
diferenciável em E, então f tem posto constante.

Demonstração: Sejam a e b as G−ações sobre F e E, respectivamente, e seja x0 um ponto
qualquer em F . Para um ponto arbitrário x ∈ F , escolha g ∈ G tal que a(g)(x0) = x. (Tal g
existe pois G age transitivamente sobre F ). Como b(g) ◦ f = f ◦ a(g), o seguinte diagrama
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comuta:
Tx0F

Dfx0//

Da(g)
��

Tf(x0)E

Db(g)
��

TxF Dfx0

// Tf(x)E

.

Uma vez que as aplicações lineares verticais no diagrama são isomorfismos, as horizontais
têm mesmo posto. Noutras palavras, o posto de Df em um ponto arbitrário x é o mesmo
que o posto de Df em x0. Portanto, f tem posto constante.

Teorema B.1.4 Seja f : F −→ E uma aplicação diferenciável de posto constante.

a) Se f é sobrejetora, então ela é uma submersão.

b) Se f é injetora, então ela é uma imersão.

c) Se f é bijetora, então ela é um difeomorfismo.

Demonstração: Teorema 7.15, páginas 168 e 245 de [10].

Proposição B.1.5 Sejam E e F variedades diferenciáveis e f : E −→ F é uma imersão
de classe Ck, k ≥ 1. A imagem f(E) é uma subvariedade imersa de F se, e somente se,
f : E −→ f(E) é uma aplicação aberta. Em particular, se f é um mergulho, então f(E) é
uma subvariedade mergulhada de F .

Demonstração: Proposição V I.5, página 160 de [15].

Teorema B.1.6 (Teorema de Cartan). Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G
é um subgrupo de Lie. Mais precisamente, um subgrupo fechado H admite uma estrutura de
variedade mergulhada que o torna um subgrupo de Lie.

Demonstração: Teorema 6.15, página 136 de [23].
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Lema B.1.7 Se F é um G−espaço diferenciável, então para cada x ∈ F , o grupo de isotropia
Gx é um subgrupo de Lie fechado e mergulhado de G.

Demonstração: Lema 9.23, página 230 de [10].

Teorema B.1.8 (Teorema de Caracterização para Espaços Homogêneos). Seja
F um G−espaço homogêneo e seja x um ponto qualquer de F . A aplicação f : G

Gx
−→ F

definida por f(gGx) = g · x é um difeomorfismo equivariante.

Demonstração: Teorema 9.24, página 230 de [10].

Proposição B.1.9 Se F é um conjunto e G é um grupo de Lie que age transitivamente em
F tal que o grupo de isotropia de um ponto x ∈ F é um subgrupo de Lie fechado de G, então
F tem uma única estrutura de variedade diferenciável tal que a dada ação é diferenciável.

Demonstração: Proposição 9.31, página 234 de [10].

B.2 Campos de Vetores

Um campo de vetores numa variedade diferenciável F é uma aplicação X : F −→ TF

que satisfaz X · x ∈ TxF para x ∈ F .

Definição B.2.1 Seja φ : F −→ E uma aplicação diferenciável. Os campos de vetores X em
F e Y em E são ditos φ−relacionados se Dφ aplica X em Y , isto é, se Dφx(X ·x) = Y ·φ(x)
para qualquer x ∈ F . Nesse caso, a imagem por φ de uma trajetória de X é uma trajetória
de Y . Em termos de fluxos isso significa que

φ ◦Xt = Yt ◦ φ.

Definição B.2.2 Sejam X e Y dois campos de vetores. O colchete de Lie entre eles é
definido por

[X, Y ] · x = d

dt

(
D(X−t)Xt(x)(Y (Xt(x))

) ∣∣∣∣
t=0
.
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O colchete de Lie preserva campos φ−relacionados.

Proposição B.2.3 Sejam φ : F −→ E uma aplicação diferenciável e X1, X2 campos em F .
Se os campos Y1, Y2 são φ−relacionados com X1 e X2, respectivamente; Então os campos
[X1, X2] e [Y1, Y2] são φ−relacionados.

Demonstração: O resultado segue da definição de colchete de Lie juntamente com a regra da
cadeia e a igualdade φ ◦Xt = Yt ◦ φ se X e Y são φ−relacionados. De fato,

[Y1, Y2] · φ(x) = d

dt

(
D(Y1−t)Y1t (φ(x))Y2(Y1t(φ(x)))

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
D(Y1−t)φ(X1t (x))Y2(φ(X1t(x)))

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
D(Y1−t)φ(X1t (x))DφX1t (x)(X2(X1t(x))

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
D(Y1−t ◦ φ)X1t (x)(X2(X1t(x))

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
D(φ ◦X1−t)X1t (x)(X2(X1t(x)))

) ∣∣∣∣
t=0

= d

dt

(
D(φ)x(D(X1−t)X1t (x)(X2(X1t(x))))

) ∣∣∣∣
t=0

= Dφx

(
d

dt

(
D(X1−t)X1t (x)(X2(X1t(x)))

)) ∣∣∣∣
t=0

= Dφx ([X1, X2] · x) .

B.3 Grupos de Lie e Álgebras de Lie

Definição B.3.1 Seja G um grupo de Lie. Dado um espaço vetorial V , uma representação
de G em V é um homomorfismo de G em Gl(V ).

Analogamente, seja g uma álgebra de Lie. Dado um espaço vetorial V , uma repre-
sentação de g em V é um homomorfismo de g em gl(V ).

Existe uma representação natural de um grupo de Lie G em sua álgebra de Lie g. Essa
representação é construída da seguinte forma: um elemento g ∈ G define o automorfismo
interno Cg(x) = gxg−1. É claro que Cg(1) = 1, portanto, D(Cg)1 é uma aplicação linear
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g −→ g. Dados g, h ∈ G,

Cg ◦ Ch(x) = g(hxh−1)g−1 = Cgh(x),

o que implica que D(Cg)1 ◦ D(Ch)1 = D(Cgh)1. Daí que a aplicação g 7−→ D(Cg)1 é uma
representação de G em g, isto é, um homomorfismo de G em Gl(g).

Definição B.3.2 Seja G ⊂ Gl(V ) um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie. A representação
adjunta Ad : G −→ Gl(g) é dada por:

Ad(g) : g −→ g

X 7−→ gXg−1
.

Seja g uma álgebra de Lie. Denotamos por ad a representação ad : g −→ gl(g) dada por:

ad(X) : g −→ g

Y 7−→ [X, Y ]
.

Observação: A representação adjunta Ad é dada por Ad(g) = D(Cg)1.

Proposição B.3.3 Sejam G e H grupos de Lie com álgebras de Lie g e h, respectivamente.
Se φ : G −→ H é um homomorfismo diferenciável, então Dφ1 : g −→ h é homomorfismo,
isto é,

Dφ1[X, Y ] = [Dφ1X,Dφ1Y ]

com o colchete invariante à direita ou à esquerda.

Demonstração: Proposição 5.16, página 110 de [23].

Lema B.3.4 Para todo g ∈ G, a representação adjunta Ad(g) é um automorfismo.

Demonstração: De acordo com a observação acima, para cada g ∈ G, temos que Ad(g) =
D(Cg)1 e, de acordo com a proposição B.3.3, Ad(g) é, então, um homomorfismo de g. O fato
de ser automorfismo segue de que Ad(g)−1 = Ad(g−1).
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Definição B.3.5 Dado X ∈ gl(V ), a exponencial eX é dada por:

eX = I +X + X2

2! + · · ·+ Xk

k! + · · · .

Definição B.3.6 Dado X ∈ gl(V ), o logaritmo logX é dado por:

logX = (X − I)− (X − I)2

2 + (X − I)3

3 − (X − I)4

4 + · · · .

O logaritmo de matrizes está bem definido para matizes próximas da identidade.

Lema B.3.7 Seja X ∈ gl(V ). Então valem as relações:

1. ead(X) = Ad(eX);

2. ad(X) = d
dt

Ad(etX)
∣∣∣∣
t=0

.

Demonstração: Seções 3.32 e 3.46 de [26].

Definição B.3.8 Dada uma representação ρ de dimensão finita da álgebra de Lie g, define-se
em g a forma traço βρ que é a forma bilinear simétrica dada por:

βρ(X, Y ) = tra (ρ(X)ρ(Y )) .

Para as representações adjuntas, a forma traço é denominada de forma de Cartan-Killing
da álgebra e será denotada de maneira mais simples por 〈·, ·〉 ou por 〈·, ·〉g quando se quiser
ressaltar a álgebra g.

Como o traço de duas transformações lineares conjugadas é o mesmo, a forma traço
é invariante por conjugações. Em termos da álgebra de Lie, essa invariância se traduz nas
seguintes afirmações:

Proposição B.3.9 As adjuntas dos elementos da álgebra são antissimétricas em relação a
βρ, isto é,

βρ([X, Y ], Z) + βρ(Y, [X,Z]) = 0

para todo X, Y, Z ∈ g.
Já no caso específico da forma de Cartan-Killing, tem-se 〈φX, φY 〉 = 〈X, Y 〉 se φ é um
automorfismo de g.
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Demonstração: Para a primeira afirmação, note que

βρ([X, Y ], Z) = tra(ρ([X, Y ])ρ(Z))

= tra([ρ(X), ρ(Y )]ρ(Z))

= tra(ρ(X)ρ(Y )ρ(Z)− ρ(Y )ρ(X)ρ(Z))

= tra(ρ(Y )ρ(Z)ρ(X)− ρ(Y )ρ(X)ρ(Z))

= tra(ρ(Y )[ρ(Z), ρ(X)])

= tra(ρ(Y )ρ([Z,X]))

= − tra(ρ(Y )ρ([X,Z]))

= −βρ(Y, [X,Z]).

e o resultado segue. Já no caso da forma de Cartan-Killing, notemos primeiro que se φ é um
automorfismo de g então

ad(φX)(Y ) = [φX, Y ]

= [φX, φ(φ−1(Y ))]

= φ[X,φ−1(Y )]

= φ ad(X)φ−1(Y ).

Ou seja, ad(φX) = φ ad(X)φ−1. Logo,

〈φX, φY 〉 = tra(ad(φX) ad(φY ))

= tra((φ ad(X)φ−1)(φ ad(Y )φ−1))

= tra(φ ad(X) ad(Y )φ−1)

= tra(φφ−1 ad(X) ad(Y ))

= tra(ad(X) ad(Y ))

= 〈X, Y 〉.

Sejam V um espaço vetorial real de dimensão finita, dim V = d < ∞ munido de
um produto interno e a álgebra de Lie gl(V ) dos operadores lineares de V . Consideremos
a subálgebra sl(V ) = {X ∈ gl(V ); tra(X) = 0}, onde X é a matriz do operador em gl(V )
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numa base B de V . A forma de Cartan-Killing de sl(V ) (veja seção 1.1.6, página 46 de [9]) é
dada por

〈X, Y 〉 = 2d tra(XY ).

Consideremos a aplicação
θ : sl(V ) −→ sl(V )

X 7−→ −X t
,

onde X t representa a matriz adjunta de X em relação ao produto interno de V .

Proposição B.3.10 A aplicação θ é automorfismo de sl(V ).

Demonstração: Sejam X, Y ∈ sl(V ) e λ ∈ R. Temos que

θ(X + λY ) = −(X + λY )t = −X t − (λY )t = −X t − λY t = θ(X) + λθ(Y ).

Logo θ é linear. Além disso, pelas propriedades da transposição de matrizes, segue que

θ([X, Y ]) = θ(XY − Y X) = −(XY − Y X)t = −(XY )t + (Y X)t

= −Y tX t +X tY t = θ(X)θ(Y )− θ(Y )θ(X) = [θ(X), θ(Y )].

Agora, consideremos a aplicação 〈·, ·〉θ : sl(V ) × sl(V ) −→ R definida por (X, Y ) 7−→
〈X, Y 〉θ = −〈X, θ(Y )〉.

Proposição B.3.11 Seja θ o automorfismo da proposição B.3.10.

1. 〈·, ·〉θ é produto interno.

2. θ é simétrica em relação à 〈·, ·〉θ.

3. θ2 = I|sl(V ).

4. 1 e −1 são os únicos autovalores de θ.

5. θ é diagonalizável.

Demonstração:
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1. Uma vez que, para todos X, Y ∈ sl(V ) temos

〈X, Y 〉θ = −〈X, θ(Y )〉 = 〈X, Y t〉 = 2d tra(XY t) = 2d[X]B[Y t]B = 2d[X]B[Y ]tB,

o resultado segue, pois [X]B[Y ]tB é um produto interno no espaço de matrizes.

2. Para X, Y ∈ sl(V ) segue que

〈θ(X), Y 〉θ = 2d tra(θ(X)Y t) = −2d tra(X tY t) = −2d tra((Y X)t)

= −2d tra(Y X) = −2d tra(XY ) = 2d tra(X(−Y t)t)

= 2d tra(Xθ(Y )t) = 〈X, θ(Y )〉θ.

3. Para X ∈ sl(V ) temos que

θ2(X) = θ(θ(X)) = θ(−X t) = −θ(X t) = (X t)t = X = I|sl(V )(X).

4. Pelo item 3 temos que θ2 = I, logo (θ − I)(θ + I) = 0. Assim, o polinômio minimal de
θ tem três possibilidades, a saber,

a) mθ(x) = x− I,

b) mθ(x) = x+ I ou

c) mθ(x) = (x− I)(x+ I).

Note que se X ∈ sl(V ) é simétrica, então θ(X) = −X e, portanto, θ 6= I, ou seja,
mθ(x) 6= x − I. Analogamente, se X ∈ sl(V ) é antissimétrica, θ(X) = X, ou seja,
θ 6= −I e, daí, mθ(x) 6= x + I. Portanto, mθ(x) = (x − I)(x + I), donde concluímos
que os únicos autovalores de θ são 1 e −1.

5. Pelo item 2 temos que θ é simétrica logo é diagonalizável pelo Teorema Espectral.

Dessa maneira, obtemos a decomposição de sl(V ) em autoespaços associados aos autovalores
de θ. Ou seja, a decomposição

sl(V ) = aut(θ, 1)⊕ aut(θ,−1) = so(V )⊕ s,

no espaço dos operadores antissimétricos e simétricos. O produto interno 〈·, ·〉θ é chamado
produto de Cartan.
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Proposição B.3.12 Se sl(V ) = so(V )⊕ s é uma decomposição de sl(V ) com automorfismo
θ, então ad(X), X ∈ so(V ) é antissimétrica em relação a 〈·, ·〉θ enquanto que ad(Y ), Y ∈ s é
simétrica. Além disso, so(V ) e s são ortogonais tanto em relação à forma de Cartan - Killing
〈·, ·〉 quanto a 〈·, ·〉θ.

Demonstração: Proposição 12.22, pág. 345 de [23].

Observação: O produto de Cartan utilizado no capítulo 5 é a forma bilinear 〈·, ·〉θ que, por
questão de notação, utilizamos apenas 〈·, ·〉 omitindo o automorfismo θ.
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