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“Three lights are lit, but the fourth one’s out

I can tell ‘cause it’s a bit darker than the last night’s bout
I forgot about the drought of light bulbs in this house

So I head out down a route I think is heading south

But I’'m not good with directions and I hide behind my
mouth

I'm a pro at imperfections and I'm best friends with my
doubt

And now that my mind’s out and now I hear it clear and
loud

I'm thinking: Wow, I probably should’ve stayed inside my
house”. (The Judge, Twenty One Pilots)



RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a analise de um modelo ma-
tematico para descrever a resposta imune inata a infeccao por Brucella spp., um
patégeno intracelular de importancia veterinaria e zoondtica. O modelo proposto
considera as principais populagoes celulares e moleculares envolvidas no processo
infeccioso, incluindo bactérias, citocinas e macrofagos, bem como a dinamica do
tecido infectado. A formulagao foi discretizada pelo Método dos Volumes Finitos
(MVF) e implementada computacionalmente para simulagoes espago-temporais
em uma dimensao. Foram conduzidas andlises de sensibilidade para identificar
parametros relevantes, além de ajustes paramétricos baseados em dados experi-
mentais de citocinas ex vivo. A robustez do modelo foi ainda avaliada por meio da
quantificacao de incertezas relacionadas a distribuicao espacial dos vasos sangui-
neos. Os resultados obtidos reproduzem qualitativamente o ciclo tipico da resposta
imune inata, com fases de ativagao celular, eliminacao bacteriana e recuperacao
tecidual, evidenciando a consisténcia bioldgica e o potencial preditivo da abor-
dagem. Conclui-se que o modelo fornece uma base sélida para estudos futuros
envolvendo a resposta imunologica a brucelose e pode ser expandido para incluir a
resposta adaptativa, ampliando sua aplicabilidade em estratégias de prevencao e
controle da doenga. Palavras-chave: brucelose; modelagem matematica; imunologia

computacional; brucella spp..



ABSTRACT

This work presents the development and analysis of a mathematical model
describing the innate immune response to infection by Brucella spp., an intra-
cellular pathogen of veterinary and zoonotic importance. The proposed model
incorporates the main cellular and molecular populations involved in the infec-
tious process, including bacteria, cytokines, macrophages, and the dynamics of
infected tissue. The formulation was discretized using the Finite Volume Method
(FVM) and implemented computationally to enable spatio-temporal simulations
in one dimension. Sensitivity analyses were performed to identify key parameters,
followed by parameter fitting based on ex vivo cytokine data. The robustness of
the model was further assessed through uncertainty quantification associated with
the spatial distribution of blood vessels. The results qualitatively reproduce the
characteristic cycle of the innate immune response, with stages of cell activation,
bacterial clearance, and tissue recovery, highlighting both the biological consistency
and predictive potential of the approach. We conclude that the model provides a
solid foundation for future studies of the immune response to brucellosis and can
be extended to incorporate the adaptive response, enhancing its applicability in

disease prevention and control strategies.

Keywords: brucellosis; mathematical modeling; computational immunology;

brucella spp.
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1 Introducao

A brucelose, infeccdo causada pela bactéria do género Brucella, é uma
zoonose de alta contagiosidade que afeta diversas espécies animais e representa um
risco significativo para a saude humana. Caracterizada por um longo periodo de
incubagao que pode evoluir para uma condi¢ao cronica e debilitante, a doenga é
endémica em vastas regides da América do Sul e Central, Asia, Oriente Médio e
Africa, com menor prevaléncia em paises da Europa e América do Norte, onde é

mais controlada.

Essa bactéria Gram-negativa e intracelular facultativa infecta hospedeiros
especificos, como ovinos e caprinos (B. melitensis e B. ovis), suinos (B. suis),
caninos (B. canis), mamiferos marinhos (B. ceti) e, notavelmente, bovinos, zebuinos
e bubalinos (B. abortus). O potencial zoonético varia entre as espécies, sendo B.
melitensis a de maior risco, seguida por B. abortus e B. suis com risco moderado,
e B. canis com baixo risco. A espécie B. ovis nao é considerada zoondtica. A
diversidade de espécies e seu potencial zoondtico, ilustrados na Figura 1, ressaltam
a complexidade epidemioldgica da doenca e os desafios de seu controle em nivel

populacional [23].

Apesar de controlada em muitos paises desenvolvidos, a brucelose permanece
um desafio sanitario em nacoes em desenvolvimento. No Brasil, por exemplo, todos
os estados reportaram casos da doenga em rebanhos nos tltimos anos. Contudo,
o avan¢o no entendimento da doenca enfrenta barreiras. Historicamente, doen-
cas bacterianas como a brucelose tendem a receber menor atengao em pesquisas
quando comparadas a doencas virais. Além disso, lacunas criticas de conhecimento
persistem, especialmente sobre o comportamento da bactéria em individuos as-
sintomaticos, o surgimento de cepas resistentes a antibiéticos e seus sofisticados
mecanismos de evasao imune e sobrevivéncia intracelular. Tais mecanismos sao
dificeis de serem observados com precisao apenas por meio de experimentacao in

vitro ou em modelos animais tradicionais, como roedores.

Para superar essas limitacoes, a busca por abordagens alternativas tem
se intensificado. Embora a experimentacido animal tenha sido um pilar na pes-

quisa imunolégica, preocupacoes éticas, diferencas fisiologicas entre espécies e a
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Figura 1 — Potencial de transmissao zoondtica entre diferentes subespécies de
Brucella. As subespécies conectadas por setas vermelhas nao apresentam potencial
zoonodtico conhecido, enquanto aquelas conectadas por setas verdes possuem risco
de transmissdo ao homem. Adaptado de Khan e Zahoor [23].
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necessidade de modelos mais preditivos impulsionaram o desenvolvimento de novas
estratégias. Nesse contexto, a modelagem matematico-computacional, especial-
mente por meio de modelos in vivo-in silico (iViS), surge como uma ferramenta
poderosa. Essa abordagem permite simular interagoes complexas entre patogeno
e sistema imune, reduzindo a dependéncia de testes em animais e facilitando a
obtencao de dados que seriam invidveis de coletar experimentalmente. Simulagoes
computacionais permitem, por exemplo, analisar a dindmica espaco-temporal das
células imunes e quantificar fatores que influenciam o curso da doenca, revelando

novos alvos para tratamentos e vacinas.

Diante do exposto, este trabalho tem como objetivo investigar, por meio de
modelagem matematico-computacional, os mecanismos da resposta imune inata
durante a infeccao por Brucella spp., buscando compreender de que maneira pro-
cessos como a producao de citocinas, o recrutamento e a maturagado de macrofagos
influenciam a dindmica da infecgdo. A proposta é gerar conhecimento que auxilie
na identificacdo de possiveis alvos para estratégias terapéuticas e vacinais, ampli-
ando a compreensao dos mecanismos de evasao e persisténcia do patdégeno. Nesse
sentido, busca-se avaliar o papel do recrutamento e da maturacao de macréfagos no
controle da carga bacteriana, partindo da hipétese de que atrasos nesses processos
podem favorecer a persisténcia da Brucella spp.. Por fim, objetiva-se quantificar a
contribuicao da producao de citocinas reguladoras e pré-inflamatérias na dinamica
espaco-temporal da infeccdo, com a hipdétese de que desequilibrios na producgao des-
sas moléculas podem comprometer de forma significativa a capacidade do sistema

imune inato de controlar a doenca.

1.1 Revisao Bibliografica

Os modelos matematicos de brucelose descritos na literatura tém como foco
principal, em sua maioria, a avaliacdo no nivel populacional, descrevendo estra-
tégias de controle como vacinagao, isolamento de animais infectados e vigilancia
epidemiolégica. Apesar dos avancos nesse campo, ainda nao existem descrigoes
que explorem diretamente a dinamica da resposta imune dentro do hospedeiro
frente a infeccdo por Brucella, foco do presente trabalho. Em geral, os estudos

concentram-se em rebanhos bovinos e populagoes de bisoes, avaliando os efeitos
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de intervengoes em areas endémicas e livres da doenca [1, 2, 18, 51, 57]. Predo-
minam modelos deterministicos, como as formulagoes do tipo SIR ou SEIV, e,
em menor escala, variantes estocdsticas como o Scenario Tree Modeling. Esses
trabalhos reforcam o papel do niimero reprodutivo bésico, com Ry < 1 levando a
erradicacao e Ry > 1 sustentando a manutencao endémica, além de indicarem que
estratégias baseadas na reducao de contato e no tratamento ampliado sdo as mais
eficazes para o controle [51]. Tais resultados sdo tteis para estabelecer métricas
analogas em nivel intra-hospedeiro, como limiares de parametros que determinam a
eliminagao bacteriana, mas também evidenciam uma lacuna: ainda faltam modelos
mecanicistas que explicitem células inatas, citocinas e a heterogeneidade espacial

necessarias para compreender a persisténcia da Brucella no organismo.

Paralelamente, a imunologia computacional tem avancado na representacao
formal das interacoes entre patogenos e hospedeiros. Em infec¢oes pulmonares por
Streptococcus pneumoniae, demonstrou-se que o equilibrio inicial entre macrofagos e
neutréfilos pode definir a gravidade da doenca [45]; estudos adicionais investigaram
a dindmica de migracao de neutrdfilos em tecidos [33] ou recorreram a equagoes
diferenciais parciais para distinguir entre respostas agudas e cronicas, revelando a
formagao de granulomas e o papel de células regulatérias [50]. Nesse mesmo campo,
Pigozzo et al. [34] propuseram um modelo mecanicista baseado em EDPs para
descrever a resposta inata desencadeada por lipopolissacarideo (LPS) bacteriano,
incorporando difusao, quimiotaxia, ativacao de macrofagos e regulagao por citocinas
anti-inflamatérias. De forma complementar, Adimy et al. [4] desenvolveram um
sistema de EDOs para investigar como a imunidade passiva materna pode favorecer
a ocorréncia de dengue hemorragica em lactentes, explorando a competicao entre
funcgoes de neutralizacao e de aumento da infeccao mediadas por anticorpos, e
reproduzindo o intervalo critico em que a queda desses anticorpos coincide com
maior suscetibilidade a doenca severa. Embora tratem de patégenos distintos,
esses trabalhos fundamentam algumas das escolhas de modelagem aqui adotadas,
como a compartimentalizagao explicita de macréfagos em repouso e maduros, a
representacao da maturacao e recrutamento dessas células e a inclusao de citoci-
nas regulatorias e pré-inflamatérias com difusao e acoplamentos nao lineares. A

diferenca central é que, enquanto Adimy et al. focam em um virus e no fenémeno
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de Ampliagdo Dependente de Anticorpos (ADE), aqui busca-se representar uma
bactéria intracelular capaz de evasao imune e persisténcia cronica, privilegiando
o papel dos macrofagos e o impacto de atrasos em sua maturagdo no curso da

infeccgao.

Modelos que acoplam processos locais representados por EDPs a descricoes
sistémicas via EDOs mostram ainda que a resposta inata isolada nao é suficiente
para erradicar o antigeno, enquanto a inclusao da adaptativa garante a eliminagao
em cerca de vinte dias, com a ativagao de macrofagos e a migracao de anticorpos
emergindo como determinantes [37]. Nesse sentido, embora o presente trabalho
enfatize a fase inata, ele prepara o terreno para futuros acoplamentos com a resposta
adaptativa e ja quantifica como atrasos de recrutamento ou maturacao de macréfa-
gos podem prolongar a permanéncia bacteriana. Além disso, outras metodologias
computacionais tém se consolidado como ferramentas de apoio a modelagem. O
uso de redes de correlacao parcial, por exemplo, permitiu analisar dados complexos
e identificar alteragoes sutis em estados imunologicos, como a deplecao de células
B apés vacinagdo com BCG intravenosa em primatas [53]. Modelos baseados em
agentes, como o C-ImmSim [9], possibilitaram simula¢oes em nivel molecular da
interacao entre receptores linfocitarios e epitopos, aplicando-se tanto a investi-
gagao de haplétipos de MHC quanto & avaliacdo de vacinas adenovirais [39, 47].
Também se destacam estudos quantitativos sobre apresentacao de antigenos, que
mostraram rotas distintas entre macréfagos (pinocitose) e linfécitos B (endocitose
mediada por receptores), estimando-se que poucas centenas de complexos anti-
geno—MHC ja sao suficientes para ativar linfécitos T, enquanto milhares garantem
a resposta méaxima [22]. Mais recentemente, redes neurais informadas por fisica
(Physics-Informed Neural Networks) foram aplicadas a dindmicas inflamatorias,
atingindo erros minimos e desempenho superior a métodos numéricos tradicionais
em EDOs [15]. Tais redes tém potencial de substituir emuladores cldssicos, como a

Expansao em Caos Polinomial [55], em andlises de quantificacao de incerteza.

Ainda nesse panorama, surgem modelos tridimensionais que incorporam
aspectos hidromecanicos da inflamacao. Um exemplo é a formulagdo de EDPs que
descrevem interacoes entre bactérias, neutrofilos e o campo de pressao intersticial

em tecidos, associando a formagao de edema ao aumento da permeabilidade vascular
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e ao acimulo de fluidos [14]. Finalmente, esfor¢os de acoplamento multissistémico,
como o modelo de Passos et al. [31], que integrou sistemas imune e cardiovascular
para investigar os efeitos da infeccao por SARS-CoV-2 e mostrou como tempestades
de citocinas impactam diretamente a fun¢ao cardiaca, ilustram o potencial dessas
abordagens em capturar a complexidade de interacoes intersistémicas. Para o caso
da brucelose, a analogia recai sobre a persisténcia cronica e a modulacao imune: a
modelagem aqui proposta representa o primeiro passo necessario para compreender
0s mecanismos iniciais de evasao e persisténcia bacteriana, constituindo uma base

solida para acoplamentos mais amplos.

A estrutura deste trabalho estd organizada da seguinte forma: o Capitulo 2
apresenta a base tedrica utilizada, abordando as leis de Fendmenos de Transporte que
fundamentam o modelo, bem como uma revisao detalhada do Sistema Imune Inato e
da dindmica da infeccao pela Brucella spp.. O Capitulo 3 trata do equacionamento
matematico, descrevendo os processos biologicos representados em cada termo
e as simplificagoes adotadas. Em seguida, sao apresentados o método numérico
empregado para a resolucao do modelo, os dados experimentais extraidos da
literatura utilizados para o ajuste, o algoritmo de geracao das malhas, além dos
procedimentos metodoldgicos referentes a Analise de Sensibilidade, ao Ajuste
de Parametros e a implementagao computacional necessaria para assegurar a

reprodutibilidade dos resultados.

Na sequéncia, o Capitulo 4 expde os cendrios simulados, os resultados
obtidos e as respectivas discussoes, destacando a relevancia dos achados e suas
implicacoes para a compreensao da brucelose. Por fim, o Capitulo 5 sintetiza as
principais conclusoes do estudo, discute suas limitagdes e aponta possiveis diregoes

para pesquisas futuras.
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2  Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo sdo apresentadas defini¢oes, conceitos e formulagoes tedricas
necessarias para a compreensao do modelo matematico desenvolvido no capitulo
seguinte. A primeira parte aborda os fundamentos matematicos e fisicos, iniciando
com uma revisao de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs), seguida pela defini¢ao
das Leis de Fick e do processo de difusao, culminando na formulagao da Equacao do
Transporte. A segunda parte apresenta conceitos bioldgicos relevantes: uma visao
geral do Sistema Imune Inato, destacando seus principais mecanismos de defesa, e
uma revisao sobre a bactéria estudada neste trabalho, Brucella spp., enfatizando

seu processo de infecgao, potencial zoondtico e a resposta imune desencadeada.

2.1 Equagodes Diferenciais Parciais

A descricao matematica de fené6menos naturais frequentemente envolve
relagoes complexas, que nao podem ser expressas de forma simples ou com as
ferramentas disponiveis no momento da observacao. Isaac Newton', por exemplo,
desenvolveu o que chamou de “método das fluxées” (hoje conhecido como Célculo
Diferencial e Integral) para formular matematicamente suas observagoes, que mais
tarde se consolidariam como as Leis do Movimento e da Gravitagao Universal [30].
Com a evolucao do célculo, tornou-se possivel expressar a fisica de problemas
observaveis de maneira mais rigorosa, e as Equagoes Diferenciais passaram a ser
amplamente utilizadas para descrever rela¢oes entre grandezas fisicas e responder
questoes de dificil solucao direta. Um exemplo classico decorre da Segunda Lei de
Newton, que relaciona forca, massa e aceleracao. Como a aceleracao é a derivada da
velocidade no tempo (ou, equivalentemente, a segunda derivada da posi¢ao), essa
relacao pode ser expressa por uma equacao diferencial. Problemas desse tipo eram
recorrentes nos estudos de Newton e de outros cientistas da época, que necessitavam

de ferramentas para tratar grandezas que variam continuamente.

Com o tempo, percebeu-se que nem todos os problemas poderiam ser

descritos por fungoes de varidvel tinica. Assim, surgiram dois grandes grupos:

L Considerado um dos fundadores do Célculo Diferencial e Integral e da Mecénica

Cléassica. Viveu entre 1643 e 1727.
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as Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), que envolvem derivadas de fungoes
de uma variavel independente, e as Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs), que
envolvem funcdes dependentes de miiltiplas variaveis independentes. Como este
trabalho emprega EDPs em sua formulacao, a seguir sao apresentados conceitos

béasicos dessa ferramenta matemaética.

2.1.1 Defini¢oes formais

Uma Equacgao Diferencial Parcial pode ser definida como uma identidade
que relaciona varidveis independentes, dependentes e suas derivadas parciais [49].
Recebe esse nome por envolver fungoes que dependem de mais de uma variavel
independente. Formalmente, uma EDP linear pode ser representada, na notacao
de Leibniz?, da seguinte forma:
0%u 0%u 0%u ou 0

u
A—+B —4+D—+F—+Fu=
Ox? + Oxdy * CayQ * Ox + oy +Fu=G,

em que A, B, C, D, E, F' e GG sao constantes, x e y sdo variaveis independentes e
u é a variavel dependente. Essa forma genérica auxilia na classificacao das EDPs,

que pode ser feita em quatro categorias principais:

« Parabédlicas, quando B? — 4AC = 0, associadas a processos difusivos;

« Hiperbdlicas, quando B? — 4AC > 0, associadas a propagacio de ondas;

Elipticas, quando B? — 4AC < 0, associadas a problemas estaciondrios; e

Mistas, que podem envolver caracteristicas tanto de ondas quanto de difusao.

Embora EDPs mistas frequentemente sejam nao lineares, é importante

destacéa-las, dado seu papel na modelagem de fenomenos fisicos complexos.

Além de seu uso tedrico, EDPs sao amplamente aplicadas como ferramentas
de modelagem em Fisica, Quimica, Biologia e Engenharias. Como raramente

admitem solugoes analiticas, recorrem-se a operadores vetoriais para simplificar

2 Embora seja a mais utilizada, nao é a tnica notacao existente; hd também a notagao

de Newton.
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notagoes e generalizar o nimero de dimensoes. Dois operadores sao de uso recorrente

neste trabalho:

Vu = grad(u) = —xz +—J+ —Zk, (2.1)

ou, ouU, U,
V.U = div(U) = T 8yy+ 5

(2.2)

em que u é uma funcdo escalar, U é um campo vetorial e 1, 7, k sdo os vetores
unitarios cartesianos. O operador gradiente (Eq. (2.1)) transforma uma fungao
escalar em um vetor, indicando a direcao e intensidade do crescimento da grandeza.
Ja o operador divergente (Eq. (2.2)) transforma um vetor em uma fungao escalar,
quantificando a intensidade de fontes ou sumidouros, ou seja, a dispersao da

grandeza. A combinacao desses operadores define o Laplaciano, dado por

Pu  0*u  *u
Viu=Au=V-(Vu) = + = + =
“ “ (Vu) ox?  0y? 022
Embora o Laplaciano seja relevante em muitas aplicagoes, neste trabalho

ele sera utilizado de forma simplificada devido ao método numérico empregado.

2.1.2 Condicoes de Contorno e Inicial

A resolu¢ao de EDPs gera, em geral, uma familia de solugoes [49]. Para
selecionar uma solugao tnica e fisicamente significativa, é necessario impor restrigoes
derivadas do contexto fisico, conhecidas como condi¢oes de contorno e condigoes
iniciais.

Seja a EDP definida em um dominio §2: todas as fronteiras (contornos) desse
dominio devem estar associadas a uma condi¢ao de contorno, que pode assumir

trés formas principais [49]:

o Dirichlet: especifica o valor da funcao no contorno;

o« Neumann: especifica o valor da derivada da func¢ao no contorno; e
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e Robin: combina linearmente o valor da funcao e de sua derivada no contorno.

Uma condi¢ao de Neumann com valor nulo é denominada condi¢do de fluxo
nulo e tem ampla aplicagdo em modelos bioldgicos, como o proposto neste trabalho.
Ja a condicao inicial define o valor da fungao em um tempo ¢y, ou seja, no estado

inicial do sistema.

2.2 Leis de Fick e Difusao

De forma andloga ao que Newton fez ao formalizar as observacoes de
Johannes Kepler, estabelecendo uma teoria matematica para descrever fendmenos
fisicos, o fisiologista alemao Adolf Eugen Fick formulou, em 1855, as leis que levam
seu nome. A partir de ideias pré-existentes e de seus proprios experimentos, Fick

introduziu um rigor matemaético para descrever processos de difusao [16, 17].

No século XIX, o entendimento dos fendmenos de transporte despertava
crescente interesse em Fisica, Quimica e Biologia. A nocao de que particulas se
movem aleatoriamente e tendem a ocupar uniformemente o espaco ja era conhecida,
mas faltava uma descricao quantitativa. Enquanto Joseph Fourier formulava as
Leis de Condugao de Calor [7], Fick identificou uma analogia entre a propagagao do
calor e a difusdao de substéncias em solugdo. Sua contribuicao, fortemente inspirada
em Fourier, revolucionou as Ciéncias Naturais e as Engenharias, abrindo caminho
para aplicaces praticas e tedricas em diversas areas, inclusive na Fisiologia, ao
estudar a difusdo de gases pelas membranas pulmonares e o transporte de nutrientes

NnO organismo.

De modo geral, as Leis de Fick descrevem a difusao: o movimento espontaneo
de particulas de regides de maior concentragao para regioes de menor concentracao,
até que seja atingida a homogeneidade do meio [16, 17]. Uma analogia cotidiana é

o espalhamento de uma gota de leite em um copo de café.

Como a difusdo constitui um processo fundamental para os modelos dis-
cutidos neste trabalho, a seguir apresentam-se as Leis de Fick e suas formulagoes

matematicas, que servirao de base para a derivacao da Equacao Geral do Transporte.
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2.2.1 Primeira Lei de Fick

A Primeira Lei de Fick estabelece a relacao entre o gradiente de concentragao
de uma substancia e seu fluxo difusivo. Define que o soluto se desloca da regiao
de maior para a de menor concentragao, seguindo o gradiente. Matematicamente,

pode ser escrita como

J=-TV¢, (2.3)

em que

o J representa o fluxo difusivo, isto é, a quantidade de soluto que atravessa

uma unidade de area por unidade de tempo;
e I' é o0 coeficiente de difusao; e

e ¢ representa a concentragao do soluto.

2.2.2 Segunda Lei de Fick

A Segunda Lei de Fick descreve a variacao da concentragao em func¢ao do
tempo. Inspirada na formulacao de Fourier para a conducao do calor, assume uma

secao transversal constante e é expressa como

9¢

— =TV?p, 2.4
2 — vy (24)
em que
e t denota o tempo; e
o — indica a derivada parcial em relacao ao tempo, ou seja, a taxa transiente

ot

de variagao.

Tanto a Eq. (2.3) quanto a Eq. (2.4) incluem o coeficiente de difusao, que
pode ser uma constante, uma func¢ao do espago (ou, mais raramente, do tempo) ou

depender de outras grandezas, como temperatura e pressao. A literatura oferece



27

valores consolidados de coeficientes de difusao para diferentes meios, determinados

experimentalmente [7, 52].

2.3 Equagao do Transporte

Ao contrario das Leis de Fick ou das Leis de Newton, a Equacao Geral
do Transporte nao é atribuida a um tnico cientista. Trata-se de uma formulacao
consolidada e generalizada de principios de conservacao, desenvolvidos e aplicados
a diferentes fendmenos ao longo dos séculos. Sua expressao matematica descreve
essencialmente o principio da conservagao de uma propriedade (massa, quantidade
de movimento, energia, entre outras) em um sistema. A percepcao de que as diversas
leis de conservacao poderiam ser expressas de forma unificada ocorreu entre os
séculos XIX e XX, acompanhando o desenvolvimento da mecanica dos fluidos, da
termodinamica e da fisica estatistica. Entre as leis que podem ser descritas pela
Equagao Geral do Transporte encontram-se: a conservacao de energia (Primeira
Lei da Termodinadmica [11], Lei de Fourier da Conducao de Calor e Equagao
do Calor [7]), a conservagao de quantidade de movimento (Leis de Newton [30],

Equagoes de Navier—Stokes [46]) e a conservagao de massa (Lei de Lavoisier [26]).

O uso da Equacao Geral do Transporte é amplo, abrangendo Mecanica dos
Fluidos, Engenharia Térmica, Engenharia Quimica, Biomedicina, Meteorologia,
Oceanografia e diversas outras areas. Sua versatilidade decorre do fato de poder
descrever o transporte de qualquer propriedade escalar. Como essa equacao servira
de base para a modelagem de uma das dinamicas abordadas neste trabalho, torna-se

necessario apresentar sua deducgao, ressaltando os principios que a fundamentam.

2.3.1 Problema fundamental e defini¢oes

Antes da formulacao da Equacao Geral do Transporte, algumas defini¢oes
devem ser estabelecidas. Considera-se um Volume de Controle (VC'), definido
arbitrariamente e com dimensoes tao pequenas quanto possivel. A Figura 2 ilustra,

em duas dimensoes, um VC' com dimensoes dz e dy.
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Figura 2 — Ilustracao da convecgao e difusdao de um corante em um fluido.

A Figura 2 também exemplifica a injecdo de um corante em um fluido,
problema classico para ilustrar os processos de conveccao e difusao que compdem a
Equacao Geral do Transporte. Embora a formulacao esteja associada inicialmente
a mecanica dos fluidos, seus conceitos aplicam-se a qualquer contexto em que se

utilizem principios de conservagao.

2.3.1.1 Equacao da Continuidade

A Equagao da Continuidade estabelece que a taxa de variacdo de uma
grandeza escalar em um V(' é dada pelo balango entre os fluxos de entrada e saida,

acrescido dos termos de geracao ou consumo no interior do volume [7]. Em termos

matematicos, tem-se:

06
5=V IS (2.5)

em que:

e ¢ ¢ a grandeza escalar considerada;

0
. 99 representa a variacao transiente de ¢;

ot

o J ¢ o fluxo associado a grandeza; e

S representa a taxa de geragdo ou consumo de ¢.

A Eq. (2.5) é conhecida como Equagao da Continuidade.
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2.8.1.2 Fluxo escalar

O termo fluxo descreve o movimento de uma entidade (substéncia quimica,
célula, particula, etc.) em um meio. Neste trabalho, adota-se a nogao de fluzo
escalar, composto por duas contribui¢oes: um movimento dirigido (convecgao) e
um movimento aleatério de regides de maior para menor concentragao (difusao).

Assim, genericamente:

J= Jcom)eccao + Jdifusao; (26)

em que os dois componentes sao definidos como

Jconvecczzo - V¢7 (27>

Jdifusao = _Fv¢7 (28)

sendo v o vetor velocidade (componente convectiva) e I' o coeficiente de difusao

(componente difusiva).

2.3.2 Derivacao da Equacao Geral do Transporte

Para derivar a Equacao Geral do Transporte, considera-se um VC' estatico
com a conveng¢ao mostrada na Figura 3, que apresenta a nomenclatura das fronteiras

e fluxos.

A deducao segue o principio da conservagao, mostrando separadamente os
termos convectivo, difusivo e de geragao/consumo. Assim, obtém-se a formulacao

geral:

¢
9~ Vg - VIV + s . (29
~ termo convectivo  termo difusivo ~ termo fonte-sumidouro

termo transiente
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Jy+d
y+dy y+dy
° Jx 3 A JIx+dx 3
y
—
X x+dx Jy

(a) Nomenclatura das fronteiras
do volume. (b) Nomenclatura dos fluxos.

Figura 3 — Convencoes utilizadas na derivacao da Equacao Geral do Transporte.

2.3.3 Forma Diferencial e Integral

Um aspecto central para a aplicacdo numérica da Eq. (2.9) é a possibilidade
de expressa-la em suas formas diferencial e integral. A forma diferencial pode ser

escrita como:

9 _
ot

Nesta formulagao, o termo difusivo representa a tendéncia de uniformizagao

V- (DVe) — V- (Vo) + Sy (2.10)

da grandeza ¢ no meio, enquanto o termo convectivo descreve o transporte liquido no
VC [52]. Essa convengao de sinais serd essencial para a compreensdo da equagao de

quimiotaxia de Patlak—Keller—Segel [6, 32], utilizada posteriormente neste trabalho.

Integrando a Eq. (2.10) em um volume de controle (V' ('), obtém-se:

o6
/Vcadv_/vcv-(rw)dV—/ch-(v¢)dv+/vcs¢dv. (2.11)

Pelo Teorema de Gauss (ou Teorema da Divergéncia), que relaciona o fluxo
de um campo vetorial em uma superficie fechada com a divergéncia desse campo

no volume delimitado [5], tem-se:
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/ V~udV:/u-ndA,
ve A

em que n é o vetor normal unitario a superficie A. Aplicando esse teorema a
Eq. (2.11), obtém-se:

;( ¢dv>:/A(Fw)).ndA_/A(ng).ndAJr/VCSMV

Ve

Como a Eq. (2.10) descreve um processo transiente, é necessario integrar

também no tempo, obtendo:

/Atgi< VCWV) dt:/At/A(FVcb)-ndA—/At/A(vgb)-ndA+/At/VCS¢dV.
(2.12)

Assim, a Eq. (2.10) é denominada Forma Diferencial, enquanto a Eq. (2.12)
é chamada de Forma Integral da Equacao Geral do Transporte [52].

2.4 Introducao aos mecanismos de defesa

O conceito de “imunidade” deriva do latim immunitas, originalmente empre-
gado para indicar privilégios de isen¢ao concedidos a determinados grupos sociais
na Roma antiga [3]. Com o desenvolvimento da biomedicina, o termo passou
a caracterizar a capacidade do organismo em resistir a agentes infecciosos, por
meio de mecanismos mediados por células e moléculas especializadas do sistema de

defesa.

De forma geral, a “resposta imune” pode ser entendida como o conjunto
de processos desencadeados frente a presenca de microrganismos ou de estrutu-
ras moleculares anomalas, independentemente de os desfechos assumirem carater
protetor ou patolégico. A imunologia, enquanto disciplina cientifica, dedica-se
a analise desses fendmenos, investigando tanto os fatores que os desencadeiam
quanto os mecanismos celulares e moleculares que os sustentam. Esse campo, além

de propor modelos conceituais, busca reproduzir experimentalmente as respostas
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observadas, permitindo maior compreensao de sua dinamica e aplicabilidade em

contextos clinicos e experimentais [3].

Para fins de sistematizacao, ¢ usual distinguir entre duas modalidades prin-
cipais de defesa: os mecanismos inatos, de carater inespecifico e imediatamente
disponiveis, e os mecanismos adaptativos, dotados de especificidade e memoria
imunoldgica [3]. Embora essa compartimentalizacio seja 1til em termos pedagé-
gicos (e frequentemente aplicada em modelagens computacionais que exploram a
interacao com diferentes patégenos), a realidade biologica evidencia uma atuagao
integrada. Estudos experimentais demonstram que tais processos ocorrem de ma-
neira interdependente, ainda que em escalas temporais distintas: poucas horas para

os mecanismos inatos e alguns dias para a ativacao plena da resposta adaptativa.

A defesa inata corresponde a primeira barreira contra a infec¢ao, englobando
tanto estruturas fisicas, como epitélios e mucosas, quanto fatores soliiveis, como
peptideos antimicrobianos, e um conjunto de células efetoras, entre elas fagocitos
(macroéfagos e neutréfilos), células dendriticas, linfécitos inatos, mastécitos e natural
killers [3]. Essa linha de protecao inicial, apesar de inespecifica, é capaz de controlar
de forma eficiente muitos episédios infecciosos em seus estdgios iniciais. Em
contrapartida, a defesa adaptativa é ativada de forma mais tardia e distingue-
se pela elevada precisao na deteccao de antigenos, além da capacidade de gerar
memoria imunolégica [3]. Por meio de linfécitos T e B, bem como da produgao de
anticorpos, essa resposta confere nao apenas a eliminagao do patégeno primario,

mas também prote¢ao de longa duragdo contra reinfecgoes [3].

De maneira integrada, o sistema de defesa do hospedeiro é capaz de reco-
nhecer e neutralizar estruturas nao proprias, ao mesmo tempo em que preserva a
tolerancia a componentes do proprio organismo. Essa discriminagao entre o proprio
e o estranho constitui um principio fundamental para a manutencao da homeostase

imunologica, equilibrando eficacia protetora e prevencao de reagoes autoimunes.

2.4.1 Visao geral do sistema imune inato

Por apresentar um carater genérico, as respostas do sistema imune inato
sao invariaveis, de modo que exposi¢oes subsequentes ao mesmo patogeno resultam

em reagoes essencialmente idénticas [3]. Essa caracteristica também implica em
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uma limitacao: os receptores do sistema inato nao sao capazes de distinguir
variagoes sutis entre microrganismos pertencentes ao mesmo grupo taxondémico, o

que restringe a especificidade de sua atuagao [3].

Os principais componentes desse sistema incluem as barreiras epiteliais,
que atuam como obstaculos fisicos a entrada de microrganismos; células sentinelas
residentes nos tecidos, responsaveis pela detecgao inicial de invasores; leucécitos
circulantes, ou glébulos brancos, que migram rapidamente para os sitios de infeccao;
e proteinas plasmaticas que participam diretamente do combate a patogenos
microbianos. Em conjunto, esses elementos desempenham papel central na indugao

da inflamacgdo e na defesa contra virus [3].

O processo inflamatoério caracteriza-se pela migragao de leucocitos e proteinas
plasmaticas para o local da infec¢ao, promovendo o acimulo de mediadores e células
efetoras no tecido afetado. Além de atuar contra microrganismos invasores, a
inflamagao também ¢é desencadeada em resposta a células danificadas, contribuindo

para a contengdao do dano tecidual e para o inicio da reparagao [3].

As células do sistema imune inato exercem fungoes essenciais tanto como
barreira inicial a infeccao quanto como agentes ativos na eliminacao de patégenos.
Através do reconhecimento de padrdes moleculares conservados em microrganismos
(PAMPs - Padroes Moleculares Associados aos Microorganismos) e pelos receptores
de reconhecimento de padroes (PRRs), essas células sdo capazes de ativar vias de
sinalizagdo que culminam na producao de citocinas pré-inflamatérias e de proteinas
antivirais [3]. Esses mediadores desempenham papel fundamental na contengao
inicial da infecgao e na coordenagao de respostas subsequentes, estabelecendo a

base para a integracao com os mecanismos do sistema imune adaptativo.

Entre os principais efetores da imunidade inata destacam-se os mondcitos,
que circulam no sangue periférico e, ao migrarem para os tecidos, diferenciam-se em
macrofagos [3]. Esses tltimos apresentam elevada plasticidade funcional, podendo
assumir perfis distintos conforme o microambiente inflamatoério. Os macréfagos
exercem papel central no controle inicial da infeccao, atuando tanto na fagocitose
de microrganismos quanto na orquestracao da resposta inflamatéria por meio da

secregao de mediadores soluveis [3].

A ativagao dessas células é acompanhada pela producao de citocinas pré-
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inflamatorias, como o fator de necrose tumoral alfa (TNF-a) e o interferon gama
(IFN-v). O TNF-« induz a ativagdo endotelial, aumentando a expressao de mo-
léculas de adesdao e promovendo o recrutamento de leucécitos adicionais para
o foco infeccioso. Além disso, participa na inducao da febre e no aumento da
permeabilidade vascular. Ja o IFN-v, produzido sobretudo por células natural
killer e linfécitos T auxiliares do tipo 1, potencializa a atividade microbicida dos
macrofagos, promovendo o aumento da producao de espécies reativas de oxigénio e
de 6xido nitrico, fundamentais para a eliminagao intracelular de patégenos. Assim,
a interagao entre mondécitos/macréfagos e citocinas pré-inflamatérias constitui um

eixo essencial para o éxito da resposta imune inata [3].

2.4.2 Visao geral do processo de resposta imune inata

O desencadeamento da resposta imune inata inicia-se com a entrada do pa-
togeno no tecido, geralmente por ruptura de barreiras epiteliais. Células sentinelas,
como macrofagos residentes e células dendriticas, reconhecem padroes moleculares
associados a patdgenos por meio de receptores de reconhecimento de padroes. Esse
contato promove a ativacao celular imediata e o inicio da produc¢ao de mediadores

inflamatorios.

Em seguida, moléculas como TNF-q, IL-1 e quimiocinas induzem alteragoes
endoteliais que facilitam a migracao de neutréfilos e mondécitos circulantes para o
local da infec¢ao. Os neutréfilos, primeiros leucécitos recrutados, exercem atividade
fagocitica intensa e liberam produtos microbicidas que contribuem para a eliminacao
rapida dos invasores. Posteriormente, os monocitos infiltrados diferenciam-se em

macroéfagos, reforcando a fagocitose e sustentando a resposta inflamatoéria [3].

Simultaneamente, células natural killer reconhecem células infectadas e
secretam IFN-v, intensificando a ativacao de macrofagos e promovendo maior
eficiéncia na destruicao intracelular dos microrganismos. A resposta inata culmina
na contencao inicial do patogeno, associada a producao de mediadores antivirais,
como o interferon tipo I, e no estabelecimento de um ambiente inflamatoério que

favorece a ativagao subsequente da imunidade adaptativa [3].
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2.4.3 Limitagoes do sistema imune inato

Apesar de sua rapidez e eficicia inicial, a imunidade inata apresenta li-
mitacoes intrinsecas. Por basear-se no reconhecimento de padroes moleculares
conservados, nao distingue com precisdo microrganismos intimamente relacionados,
nem gera memoria imunolégica duradoura. Assim, exposi¢oes subsequentes ao
mesmo patogeno resultam em respostas essencialmente idénticas, sem ganho de
eficiéncia. Além disso, embora os mecanismos efetores possam eliminar grande
parte das infec¢oes iniciais, muitos patogenos desenvolveram estratégias para evadir
ou resistir as agoes da imunidade inata, tornando indispensavel a participacao da

resposta adaptativa para a resolugao completa e duradoura da infecgao [3].

2.5 Brucella spp.

O género Brucella compreende cocobacilos Gram-negativos intracelulares
facultativos, responsaveis pela brucelose, uma zoonose de importancia global que
afeta tanto a saude animal quanto a humana [43]. As diferentes espécies apre-
sentam preferéncia por hospedeiros naturais especificos, como bovinos, caprinos,
ovinos e suinos, mas algumas também possuem reconhecido potencial zoonético,
representando risco de transmissao ao homem por contato direto com animais

infectados ou pelo consumo de produtos de origem animal contaminados.

Nos hospedeiros naturais, a infec¢ao tende a assumir carater cronico, susten-
tando o ciclo epidemiologico sem provocar mortalidade imediata, mas ocasionando
perdas reprodutivas significativas, como abortos e infertilidade em bovinos e pe-
quenos ruminantes. Essa adaptacao ilustra a capacidade da Brucella em equilibrar
persisténcia e resposta imune, garantindo sua manutencao em populacoes ani-
mais [23].

Um dos principais determinantes do sucesso da infeccao ¢é a evasao do sistema
imunolégico. Apds fagocitose por macrofagos ou células dendriticas, a bactéria so-
brevive em um compartimento intracelular denominado vactolo contendo Brucella
(BCV), que bloqueia a fusao fagolisossémica e protege o microrganismo da degra-
dagdo [43]. Além disso, a Brucella reduz a produgao de citocinas pré-inflamatérias,

como TNF-«a e IL-6, modula a apoptose de células hospedeiras infectadas e altera a
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expressao de genes relacionados a vias de defesa [43]. Em conjunto, essas estratégias
favorecem a sobrevivéncia intracelular, atenuam a resposta inflamatoria inicial e

permitem o estabelecimento de uma infec¢ao persistente.

A resposta imune envolve a integragdo entre mecanismos inatos e adaptati-
vos. Inicialmente, receptores de reconhecimento de padrao detectam componentes
bacterianos e ativam células fagociticas, mas a modulagao exercida pelo patégeno
reduz a eficacia dessa etapa. A resposta adaptativa, particularmente mediada por
linfécitos T CD4" do subtipo Thl, é decisiva: essas células secretam IFN-v, que
potencializa a atividade microbicida dos macréfagos e intensifica a apresentacao
antigénica via MHC. Linfécitos T CD8' também contribuem, eliminando células
infectadas e restringindo a disseminagdo bacteriana. Paralelamente, a resposta
humoral participa com a produgado de anticorpos especificos, que promovem op-
sonizacao e facilitam a fagocitose. Apesar disso, a capacidade da Brucella de
remodelar o perfil de citocinas e persistir em nichos intracelulares impede sua com-
pleta eliminagao, favorecendo infecgoes cronicas associadas a manifestacoes clinicas
variadas no homem, como febre recorrente, artrite e complicagoes neurologicas ou

cardiovasculares [54, 56].

No homem, a brucelose manifesta-se predominantemente como uma do-
enca febril que inicialmente parece benigna, caracterizada pela febre ondulante,
que pode persistir por semanas ou meses [23]. Os sintomas iniciais incluem fe-
bre intermitente, suores noturnos, fadiga, anorexia e perda de peso. Em casos
cronicos, podem ocorrer manifestacoes localizadas, como osteoartrite, espondilite,
orquite e hepatomegalia. Complicagoes graves, embora menos frequentes, incluem
endocardite, principal causa de mortalidade associada a doenca, e manifestacoes
neurolégicas, como meningite e meningoencefalite. A natureza inespecifica dos
sintomas clinicos frequentemente dificulta o diagnostico diferencial, resultando
em atrasos terapéuticos que favorecem a cronificacao da infecgdo. A transmissao
ocorre principalmente pela ingestao de laticinios nao pasteurizados, pela inalacao
de aerosséis contaminados (em laboratérios ou abatedouros) ou pelo contato direto
com fluidos de animais infectados, explicando sua prevaléncia em regides rurais e

em ocupagoes de risco [23].

Modelos murinos sdo amplamente utilizados para investigar esses mecanis-



37

mos, permitindo analise detalhada da dinamica celular e molecular da infeccao.
Experimentos em roedores, como ratos e camundongos, possibilitam estudar o
recrutamento e a maturacao de células apresentadoras de antigenos, a producao de
citocinas e a eficacia de vacinas experimentais. Contudo, esses modelos apresentam
limitagoes: ratos e camundongos nao sao hospedeiros naturais da Brucella e nao
reproduzem integralmente o quadro clinico observado em bovinos ou pequenos
ruminantes. Ainda assim, constituem ferramentas fundamentais para o avango
do conhecimento sobre a patogénese da brucelose e para o desenvolvimento de

estratégias profildticas e terapéuticas [8].
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3 Métodos

O presente capitulo descreve o método adotado nesta dissertacao, desde as
escolhas de discretizacao até as estratégias computacionais usadas para resolver o
sistema de equacgoes diferenciais parciais. Detalha-se também o desenvolvimento
do modelo matematico proposto neste trabalho, sua formulacao e a fundamentagao
tedrica subjacente. Serao apresentados, de forma integrada, os métodos de discreti-
zagao espacial e temporal e os aspectos praticos da implementacao que asseguram

a reprodutibilidade dos resultados.

3.1 Modelo Matematico

Apoés as bases tedricas expostas no Capitulo 2, apresentamos aqui uma
formulagao baseada nos principios dos fenémenos de transporte para descrever a
resposta imune inata espacial frente a infeccao bacteriana em estudo. A proposta
corresponde a um sistema de seis equagoes diferenciais parciais que acopla, as dina-
micas do patogeno, das citocinas (pré-inflamatorias e reguladoras), dos macréfagos
nas formas naive e ativada, e do tecido saudavel. Uma versao preliminar e simplifi-
cada deste modelo, considerando apenas uma citocina que atua simultaneamente
como mediadora pré-inflamatoéria e fator de recrutamento celular, foi publicada

anteriormente [13].

A seguir sao expostas as equacoes governantes do modelo. A apresentacao
estd organizada em seis subsecoes, cada uma dedicada a populagao correspondente;
em cada subsecao a equacgao é detalhada termo a termo e sao explicitadas as

simplificacoes adotadas para a construgdo do modelo.

Em todas as equacoes do modelo empregaram-se condi¢oes de contorno
de Neumann homogéneas, impondo fluxo nulo nas fronteiras do dominio, escolha
alinhada a formulagdes consolidadas na literatura [33, 37| e que representa de
modo simples a barreira fisica do tecido, além de garantir conservagao de massa no

interior do dominio [7, 20].
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3.1.1 Dinamica das Bactérias

A Eq. (3.1) descreve a evolugao espago-temporal da populagao bacteriana

no tecido:
3([91:] = V- (DyVI[B]) + 1[B] — e, [BI[Ma], em 2 x T,
(DyV[B])-n =0, em dQ x T, (3.1)
[B](.,0) — [Blo, em Q x T.

O termo difusivo V - (D,V[B]) modela a dispersao das bactérias no tecido,
onde [B] denota sua concentragdo e Dj, é o coeficiente de difusdo. O termo
Ty[ B] representa o crescimento populacional, assumido exponencial, o que incorpora
reprodugdo e morte natural em um tinico parametro efetivo. Ja c¢,,, [B][Ma] expressa
a eliminagdo bacteriana por macréfagos ativos ([M4]), sendo ¢,,, o coeficiente que

quantifica a eficiéncia desse processo.

3.1.2 Dinamica das Citocinas

A Eq. (3.2) modela as citocinas pré-inflamatorias, enquanto a Eq. (3.3)

descreve as citocinas reguladoras de entrada celular:

68[7{] =V - (D:V 1)) + pi [B] [Th] — we[l], em Q@ x T,
(D.V[I])-n =0,em IQ x T, (3.2)
[£](.,0) = [I]p, em Q x T,
aﬁ[f] =V (D.V [E]) + p. [B] [Mg] — we[E], em Q x T,
(D.VIE]) n =0,em 0Q x T, (3.3)
[E](.,0) = [E]p, em Q x T.

Foram adotados os mesmos coeficientes de difusao e degradacao natural

(D, w.) para ambas as citocinas. Assim, os termos difusivos V - (D.V[I]) e V -
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(D.V[E]) descrevem sua dispersao no tecido, enquanto w.[I] e w.[E] correspondem

ao decaimento natural.

A principal diferenca reside na producao: as citocinas pré-inflamatérias
sao sintetizadas pela interacao entre bactérias e tecido saudavel, modelada por
pi|Bl[TH]; ja as citocinas reguladoras de entrada resultam da ativacdo de macréfagos

naive em resposta a presenca bacteriana, descrita por p.[B][Mg].

3.1.3 Dinamica dos Macréfagos Naive

A Eq. (3.4) representa a dindmica espago-temporal dos macrofagos naive

no tecido:

0 [MRg]

y =V - (D,V [Mg] = x [MR] V [I]) + ¢, [E) (Mynaq — [MRg])

—Cpy, [B] [MR] — Wy [MR] ; €l Q x T>
(D,V[Mg])-n =0,em dQ x T,
[MEg](.,0) = [MRglo, em Q x T.

(3.4)

A difusdo natural é dada por V- (D, V[Mg]), enquanto —V - (x[Mg|V[I]) mo-
dela a quimiotaxia induzida por gradientes de citocinas pré-inflamatérias, conforme
o modelo de Patlak—Keller—Segel [6, 21, 32|, sendo x o coeficiente de sensibilidade
quimiotatica.

O termo ¢, [F](Mpner — [Mg]) representa o recrutamento de macréfagos
naive, limitado pela capacidade maxima M,,,,, em resposta a citocinas reguladoras
de entrada. Embora o modelo nao especifique espacialmente os vasos sanguineos,

assume-se que o recrutamento ocorre apenas nas regioes em que estes estao presentes.

3.1.4 Dinamica dos Macrofagos Ativos

A Eq. (3.5) descreve a evolugao dos macréfagos ativos no tecido:
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& [é\fA] =V (D, V [Ma]) + ¢y, [B] [Mg] — wy [Ma], em Q x T,
(D V[M4])-n =0,em 0Q x T,
[Ma](.,0) = [M4lop, em Q x T.

(3.5)

O termo V - (D,,V[M,]) modela a difusao dos macréfagos ativos. Sua
ativagao ¢é descrita por ¢, [B][MEg], que representa a diferenciacdo de macréfagos
naive na presenga bacteriana. O termo wy,[M4] corresponde a morte natural desta
populagao.

Adotou-se um tnico parametro de morte natural para macréfagos naive e

ativos, assumindo, como simplificacdo, que a ativacao nao altera esta taxa bioldgica.

3.1.5 Dinamica do Tecido

A Eq. (3.6) representa a evolucao do tecido saudavel sob a acao da infec¢ao

bacteriana:

oy (m,4ﬂ4
ot ¢ K,,
[T](.,0) = [T]o, em Q x T.

> [Tu] — ey [Tu] [B], em Q@ x T, (3.6)

Kts_[TH]
Kts

saudével, limitado pela capacidade de suporte Ky,. Ja ¢, 7,[TH|[B] representa o

O termo 4 ( ) [Ty corresponde ao crescimento logistico do tecido
dano tecidual provocado pela infeccao, proporcional a disponibilidade de tecido

saudavel [Ty| e & concentragao de bactérias [B].

Assumiu-se que [T] € (0,1), de modo que esta varidvel represente a fra¢ao
de tecido viavel, enquanto para as outras popula¢ées assumiu-se um dominio nos

reais positivos.
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3.2 Método Numérico

Modelos matematicos, como os discutidos no Capitulo 1 e o proposto neste
trabalho (Segao 3.1), raramente admitem solugoes exatas devido a auséncia de
ferramentas analiticas adequadas, sobretudo quando a complexidade do sistema
aumenta. Nesse cenario, métodos numéricos oferecem uma alternativa pratica e

confiavel, ainda que produzam apenas solugoes aproximadas.

Entre os esquemas disponiveis para a discretizacao espacial de equacoes
diferenciais parciais, trés abordagens destacam-se pelo amplo uso: o Método dos
Elementos Finitos (FEM), o Método das Diferencas Finitas (FDM) e o Método dos
Volumes Finitos (FVM). Cada técnica apresenta vantagens especificas, dependendo
do tipo de equagao e da geometria do dominio. O FEM ¢ indicado para geometrias
complexas e malhas nao estruturadas; o FDM ¢ eficiente em dominios retangulares,
especialmente em problemas dominados por processos difusivos ou de difusao-
reacao; ja o FVM mostra-se mais robusto em equacoes com termos advectivos ou
convectivos, que frequentemente geram instabilidades numéricas, como nos modelos
de quimiotaxia do tipo Patlak-Keller-Segel [21, 32].

Dado que o modelo aqui proposto inclui explicitamente um termo advectivo
associado a quimiotaxia descrita por Patlak-Keller-Segel (Eq. (3.4)), optou-se pelo
uso do Método dos Volumes Finitos para a discretizacao espacial, em consonancia
com aplicagbes semelhantes reportadas na literatura [41]. Para o avango temporal,
adotou-se um esquema explicito de primeira ordem. Essa escolha equilibra custo
computacional e estabilidade: embora métodos implicitos ou de ordem superior
possam aumentar a precisao, o ganho nao justificaria o acréscimo no tempo de

simulagao neste caso especifico.

Assim, esta secao descreve em detalhe a formulacdo unidimensional do
Método dos Volumes Finitos aplicada as trés classes de equagoes presentes no
modelo: difusao-reagao, difusdo-adveccao e reacao pura. Ao final, apresenta-se
a aplicagao pratica do método ao modelo desenvolvido, com a discretizagao das

equacgoes segundo os principios estabelecidos.
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3.2.1 Método dos Volumes Finitos
3.2.1.1 Problemas de Difusao

Considera-se inicialmente a forma genérica da equacao de difusdao em um

dominio unidimensional:

o D o
- (%<D 81‘) +ro, (3.7)

em que v representa a variavel de interesse (por exemplo, uma populacao), D o

coeficiente de difusao e r, o termo da reacao, incluindo fontes e sumidouros.

» OXop e OXp,. N
) OXop A1 OXpy
o L
® e ———  — ®
<& P 3!
A AX = OXgy §

Figura 4 — Volume de Controle P em um dominio unidimensional €2 discretizado
pelo Método dos Volumes Finitos. Adaptado de Versteeg e Malalasekera [52].

Integrando a Eq. (3.7) sobre o volume de controle da Figura 4, como foi

feito para se obter a Eq. (2.12), obtém-se

/AV aaqf V= AV 8w( gﬁ>dv +_/ ry dV. (3.8)

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo ao termo difusivo e aproxi-

mando os demais termos, resulta em:

sV = (05:4)] - (2554)

em que A é a area da secdo transversal da face, AV o volume de controle e 7y, o

+ 7 AV (3.9)

o

valor médio do termo reacional.
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As derivadas nas faces leste (I) e oeste (o) podem ser aproximadas por

diferencas centradas entre os pontos vizinhos L e O:

oY N A
(D (91: A) l - D 50[ + 5ol+l Al’ <310)
2
oY _nYr—o
(D ox A) o b dot + 0011 Ao, (3.11)
2

onde A; e A, sdo as areas das faces leste e oeste, respectivamente, e D é a constante

de difusao.

Adotando discretizacao uniforme, com pontos igualmente espacados, tem-se
Ax =0y = 0op = 0p;, Ay = A; = AA e AV = AAAz. Assim, os fluxos difusivos

podem ser escritos como:

¢r =L —Vp, (3.12)
po = p — Yo. (3.13)

Substituindo em (3.9), resulta:

N D _
EAAAQ; = Az <¢L - ¢o> + rp AAAx. (3.14)

O termo transiente é aproximado por diferencas progressivas no tempo:

o vt - up
E ~ T, (3.15)

em que n denota o instante atual, n + 1 o préximo passo temporal e Ak o tamanho

do passo.

Substituindo (3.15) em (3.14), obtém-se:

s D .
TAAAx = Ar <¢L - ¢o> + ry AAAz. (3.16)



45

Isolando %™, e simplificando os termos AA, chega-se & forma explicita da

equacao de difusao discretizada pelo Método dos Volumes Finitos em 1D:

D —n n
B = Ak (¢z - qsg) + 7 Ak + . (3.17)

3.2.1.2 Problemas de Transporte

Inicialmente, considera-se a forma genérica da equacao de transporte em

um dominio unidimensional:

on 0 an

5% = <D8x + vn) + 1y, (3.18)

em que 7 representa a variavel de interesse (populacao), D o coeficiente de difusao,
v a velocidade associada ao transporte advectivo e r,, o termo reacional, que agrega

fontes e sumidouros.

De forma analoga ao tratamento do termo difusivo, aplica-se o Teorema
Fundamental do Calculo ao gradiente e aproximam-se os demais termos, resultando

em:

My _[(po [(pn _ )} -
atAV_KDax VT;)AL [(Dax vn)4| +7, (3.19)

em que A corresponde a area da secao transversal da face do volume de controle,

AV ao volume do controle e 7, ao valor médio do termo reacional.

Assim como realizado para a equacao de difusao, as derivadas nas faces leste
(1) e oeste (0) podem ser aproximadas por diferengas centradas entre os pontos
nodais vizinhos L e O, conforme as Eqs. (3.10) e (3.11). O termo transiente, por
sua vez, é aproximado por uma diferenca progressiva no tempo, de acordo com a
Eq. (3.15).

Para completar a discretizagao da Eq. (3.19), é necessario aproximar o termo
advectivo v nas faces leste e oeste. Uma estratégia simples, mas eficaz, consiste
no uso do esquema de Upwind. Considerando que o fluxo advectivo neste trabalho

é significativo, mas nao excessivamente elevado (uma caracteristica tipica das
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quimiotaxias do tipo Patlak-Keller-Segel) optou-se pela utilizagao do esquema First-
Order Upwind Scheme (FOU) [52]. Esse esquema garante estabilidade numérica,
evitando oscilagdoes na solugdo, ao mesmo tempo em que mantém baixo custo
computacional em comparagdao com métodos de ordem superior. O FOU ¢ definido

pelas expressoes:

np se v >0,

m (3.20)

nr  se v <0,

o sev,>0
— o (3.21)
np  se v, <0,
em que 7; e 1, representam os valores aproximados da variavel transportada nas

faces leste e oeste, respectivamente.

Por fim, aplicando as mesmas simplificacbes adotadas na discretizacao
difusiva (malha uniforme, dreas constantes e volume de controle unidimensional),
obtém-se a forma explicita da equagao de transporte discretizada pelo Método
dos Volumes Finitos, adotando a mesma notacao de fluxo difusivo utilizada nas
Egs. (3.12) e (3.13):

D v

nptt = mAk (¢7 — &5) + FxAk(Uf — 1) + 17y (3.22)

3.2.1.83 Problemas reativos

Considera-se agora o caso particular de uma equacdo puramente reativa,
em que nao ha contribui¢ao de termos difusivos ou advectivos. A forma genérica

dessa equagao em um dominio unidimensional pode ser escrita como:

K _
ot @

em que ( representa a variavel de interesse (por exemplo, a populacao celular ou a

(3.23)

fracdo de tecido) e 7 corresponde ao termo reacional, englobando simultaneamente

processos de producao (fontes) e remocao (sumidouros).
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Integrando a Eq. (3.23) em um volume de controle AV, tem-se:

¢
/AV Spdv = reav. (3.24)

Assumindo que a variagao de ¢ e do termo de reacao é aproximadamente

uniforme dentro do volume de controle, pode-se escrever:

ggmf — 7 AV, (3.25)

em que 7¢ representa o valor médio do termo reacional no volume de controle.

Para discretizar o termo transiente no tempo, adota-se novamente a aproxi-
magao por diferenga progressiva, como feito na Eq. (3.15). Substituindo em (3.25),

obtém-se:

n+1

P — P
AV = LAV (3.26)

Simplificando a expressao, chega-se a forma explicita final da equacao
puramente reativa discretizada pelo Método dos Volumes Finitos em um volume

de controle unidimensional:

P = (B + AR (3.27)

Essa expressao evidencia que, na auséncia de transporte difusivo ou advec-

tivo, a evolucao temporal da variavel em cada ponto do dominio depende unicamente
da taxa local de reacao, com o passo de tempo Ak modulando a contribuicao de

fontes e sumidouros ao longo da simulacao.

3.3 Aplicagdo do MVF no Modelo Matematico da Brucelose

Uma vez definido o método numérico, torna-se necessario aplica-lo as equa-
¢oes governantes do modelo. Esta secao descreve em detalhe a aplicagao do Método
dos Volumes Finitos (MVF) nas Egs. (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6).
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3.3.1 Discretizacao das Bactérias

A Eq. (3.1) segue um padrao difusivo-reativo. Assim, aplica-se diretamente

a forma discreta da equagao de difusao (Eq. (3.17)), resultando em:

BIp = Ak (0h, - o, )+ SR(nlBp - e [BROLIE).  (329)

3.3.2 Discretizagao das Citocinas

As Egs. (3.2) e (3.3), que regem a dindmica das citocinas, também apresen-

tam natureza difusivo-reativa. Aplicando novamente a Eq. (3.17), obtém-se:

13 = s Ak(0f, — o1, ) + AR(p[BITAlE — wllE),  (329)

para a citocina pro-inflamatoria, e

B = A9, — o, ) + Ak(pBHMAp — wlBE),  (3:30)

para a citocina reguladora de entrada.

3.3.3 Discretizagdo dos Macréfagos Naive

A Eq. (3.4) é a tnica a incluir um termo advectivo, associado ao processo
de quimiotaxia do tipo Patlak-Keller-Segel, que direciona os macréfagos naive
para regides com maior concentracao de citocinas pro-inflamatérias. Nesse caso, a
velocidade de advecgdo nao é constante, pois depende do gradiente de concentracao
de [1].

A discretizagao do termo advectivo utiliza o esquema FOU, adaptado para
a quimiotaxia:

o
M se — >0,
fr Az
Mg, = (3.31)

seﬁ<0

M, Ax ’
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e
Mg,  se 1, > 0,
Mp, = a7 (3.32)
Mg, se A—; < 0,

em que ¢y, e ¢, representam os fluxos de citocinas pré-inflamatérias nas faces leste

e oeste, responsaveis pela determinacao da velocidade de quimiotaxia:

v = 21;, Vo = Zﬁ‘;. (3.33)
Substituindo esses termos em (3.34), obtém-se:
n+1 DT & n Vo n
(Ml = Tk (6, = 0ny) — XAR( M+ 22My ). (334)

3.3.4 Discretizacao dos Macrofagos Ativos

A Eq. (3.5), que descreve a dindmica dos macréfagos ativos, é novamente

difusivo-reativa. Aplicando a Eq. (3.17), obtém-se:

R = A6, — 6, ) + Ak(e B MR — M) (335)

3.3.5 Discretizacao do Tecido

A Eq. (3.6), que rege a evolugao do tecido saudavel, nao possui termos difu-

sivos nem advectivos. Sua discretizacdo, portanto, segue a formulacdo puramente
reativa (Eq. (3.27)):

Kts - [TH]n

[Tulp™ = Ak <Mt K,

[Tu]" - Cb_Th[TH]n[B]n> : (3.36)

3.3.6 Condicao de Contorno de Neumann de Fluxo Nulo

No presente modelo, o dominio unidimensional possui fronteiras A e B
(Figura 5), onde se adota a condi¢do de Neumann homogénea de fluxo nulo,

conforme descrito na Secao 3.1.
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Fronteiras dos volumes de
controle

Volume de Controle Pontos Nodais

Figura 5 — Esquema do dominio unidimensional {2 discretizado pelo Método dos
Volumes Finitos. Adaptado de Versteeg e Malalasekera [52].

No contexto do MVF, essa condigdo ¢ tratada diretamente nos fluxos: basta
verificar se o fluxo ocorre dentro do dominio ou nas fronteiras. Para uma populacao

genérica 1, a condi¢ao é representada por:

0 se P=DB,
oL = (3.37)
’QDL — ’QZ)p se P 7é B,

0 se P=A,
b0 = (3.38)
,QZ}P - ¢O se P 7é A7

assegurando a implementacao da condigao de fronteira com fluxo nulo.

3.4 Dados experimentais

Para a calibragao do sistema de equacoes desenvolvido neste trabalho,
foram utilizados dados experimentais reportados na literatura sobre a infeccao pela
subespécie Brucella abortus [12]. Como discutido na Segao 2.5, trata-se de um
patogeno de reconhecido potencial zoondtico, responsavel por impactos relevantes

na saude publica e na economia pecudria.
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Os dados experimentais foram obtidos a partir de um estudo em que
camundongos da linhagem 129Sv/Ev, tanto selvagens quanto com knockout do
gene da citocina anti-inflamatoéria IL-10 (IL-10 KO), foram infectados por via
intraperitoneal com 10? unidades formadoras de colonia da cepa virulenta B. abortus
2308 [12]. Apés a infec¢do, os animais foram acompanhados e sacrificados em
diferentes pontos temporais (1, 2, 3 e 6 semanas), quando amostras do bago foram
coletadas. Nesses tecidos, quantificaram-se as citocinas IFN-v, TNF-a e 1L-17,
tanto no soro quanto em sobrenadantes de culturas de esplendcitos estimulados
ex vivo, utilizando ensaios imunoenzimaticos. O estudo mostrou que a auséncia
de IL-10 promove uma resposta pré-inflamatoria exacerbada, resultando em maior

producao dessas citocinas e eliminacao mais eficiente da bactéria.

Neste trabalho, as citocinas [FN-v e TNF-« foram incorporadas diretamente
a formulagao matematica, representando, respectivamente, o papel de mediadora
pré-inflamatoria e de recrutadora de células de defesa teciduais [3]. Seus valores
experimentais foram extraidos manualmente dos gréficos do estudo [12], empregando

a ferramenta WebPlotDigitizer!.

Como as medidas originais estavam expressas em concentragoes volumétricas
(pg/mL), foi necessaria a conversao para as unidades unidimensionais utilizadas
no modelo (pg/mm). Para isso, considerou-se: (i) o volume médio do bago de
camundongos IL-10 KO, reportado em diferentes estudos como aproximadamente
450mm? [10, 19, 24, 25, 28, 38, 44]; (ii) a equivaléncia 1pg/mL = 10"3pg/mm?; e
(iii) a densidade da dgua como 1g/mL. Aplicando uma regra de trés simples aos
valores extraidos, obteve-se o fator de conversao 0, 05882, que compatibilizou as

unidades experimentais com as dimensoes do modelo matematico.

Os dados convertidos, ja ajustados a escala do modelo, estao apresentados

nas Figuras 6 e 7, com os respectivos intervalos de confianca.

3.5 Geracao dos tecidos com as devidas propriedades

A representagao computacional do baco do camundongo foi realizada por

meio de malhas unidimensionais de comprimento unitario, discretizadas em pontos

! https://automeris.io



52

IFN-y ex vivo IL-10 KO

200 ¢
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:
S 100 I
a
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o] -e ® Dados Experimentais (Média + STD)

0 1 2 3 4 5 6
Tempo (semanas)

Figura 6 — Resultados do experimento biolégico ex vivo para a citocina IFN-v [12].

igualmente espacados, seguindo o Método dos Volumes Finitos. Esse comprimento
foi normalizado para 1, de modo a simplificar a analise numérica sem perda de
generalidade. A cada ponto do dominio foi associado um tipo de regiao do tecido:

vasos sanguineos (bv), vasos linfaticos (Iv) ou tecido puro.

A proporc¢ao entre esses elementos foi estabelecida de acordo com infor-
magoes disponiveis na literatura sobre a composigao estrutural do bago [10, 19,
24, 25, 28, 38, 44]. Assim, definiu-se que aproximadamente 15% dos pontos da
malha corresponderiam a vasos sanguineos e 2% a vasos linfdticos, enquanto o
restante do dominio seria ocupado por tecido puro. Essa proporcao foi escolhida de
forma a refletir, ainda que de maneira simplificada, a distribuicao relativa desses

componentes no 6rgao.

O processo de descrigao das propriedades do tecido foi feito de maneira
estocastica. Cada ponto da malha ¢é sorteado de acordo com um nimero aleatério

extraido de uma distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1). Caso o valor sorteado
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TNF-a ex vivo IL-10 KO
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Figura 7 — Resultados do experimento biolégico ex vivo para a citocina TNF-av [12].

seja menor que o limite definido para a propor¢ao de vasos sanguineos, o ponto
é classificado como tal; se o valor estiver entre esse limite e o correspondente aos
vasos linfaticos, o ponto recebe essa classificacao; nos demais casos, ¢ atribuido

como tecido puro. Esse procedimento é resumido no Algoritmo 1.

Dessa forma, o método proposto permite construir malhas 1D representativas
do bago, nas quais as propor¢oes estruturais globais sao preservadas, mas a posi¢ao
relativa dos elementos varia aleatoriamente. Essa abordagem torna possivel avaliar
tanto o comportamento médio do modelo quanto sua sensibilidade a heterogeneidade
espacial, aspecto essencial para analises de robustez e quantificacdo de incertezas,

que serd realizada em um experimento posterior.
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Algoritmo 1: GERACAO DAS PROPRIEDADES DO TECIDO.
Entrada: tamanho, prop_bv, prop_lv
Saida: Malha Base para o Problema

1 inicio

2 Malha < vetor(tamanho)

3 limite_bv < 0+ prop_bv

4 limite 1v < limite bv + prop_ [v

5 para cada ponto € Malha faga

6

7

8

9

rnd < prng(U(0;1))
se rnd < limite_bv entao
‘ Malha[ponto] «+ 0

fim
10 senao se rnd < limite_lv entao
11 ‘ Malha[ponto] 1
12 fim
13 senao
14 ‘ Malha[ponto] <« 2
15 fim
16 fim
17 fim

18 retorna Malha

3.6 Analise de Sensibilidade

A técnica de Polynomial Chaos Ezxpansion (PCE) foi empregada como base
para a andlise de sensibilidade e para o calculo dos indices de Sobol. O PCE
consiste em aproximar a saida do modelo por meio de uma combinagao linear de
polindmios ortogonais, cujos coeficientes sao determinados a partir de amostras
do espago paramétrico. Essa formulagao permite reduzir de forma significativa o
custo computacional de analises baseadas apenas em simulacoes diretas, além de

fornecer estimativas precisas das medidas de sensibilidade global [27].

O nimero minimo de amostras necessarias para a construgao de um PCE
depende do niimero de variaveis de entrada d e da ordem maxima do polinémio p.

O total de coeficientes a serem ajustados é dado por
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d+p\ _ (d+p)
Ncoe = = T - .
; ( , ) i (3.39)

Para que todos os coeficientes sejam identificados, o niimero de amostras N

deve satisfazer

N > Neot. (3.40)

Esse valor corresponde a um sistema exatamente determinado, conhecido
como regressao quadrada. Entretanto, em aplicacoes praticas, recomenda-se adotar
N > Ngoef, de forma a garantir maior estabilidade numérica e reduzir o impacto de
ruidos. Usualmente, valores de duas a trés vezes Ng.of sao suficientes para obter

aproximacoes robustas.

No presente trabalho, foram considerados d = 16 parametros e construida
uma expansao polinomial de grau p = 4, o que resultaria em Noef = (%f) = 4.845
coeficientes. Para a estimacao do modelo, foram utilizadas N = 30.524 amostras,
0 que representa aproximadamente 6,3 vezes o nimero minimo necessario, asse-
gurando assim elevado excedente de estabilidade. As amostras foram geradas a
partir de uma sequéncia de Sobol, tendo como referéncia os intervalos de variagao
apresentados na Tabela 1. O PCE construido foi do tipo esparso por Least Angle
Regression (LARS), de modo a reduzir a dimensionalidade efetiva do problema,
e apresentou raiz do erro quadratico médio (RMSE) méxima de apenas 2%, con-
firmando a qualidade da aproximagao obtida. Se faz importante destacar que
a quantidade emulada pelo PCE correspondeu a soma final de cada populacao
ao longo do intervalo de tempo analisado, o que permitiu avaliar diretamente os

impactos globais de cada parametro na dindmica do sistema.

A malha utilizada neste experimento foi construida a partir do Algoritmo 1,
seguindo o Método dos Volumes Finitos em uma dimensao, com discretizacao espa-
cial de Az = 1/100 pontos. Como o sistema modelado envolve termos advectivos
resolvidos de forma explicita, foi necessario atentar para a condicao de estabilidade

numérica de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [52], expressa pela Eq. (3.41):

uAk
— < 41
A.’L' g Cmaz‘a (3 )



26

em que u corresponde a velocidade caracteristica maxima do sistema e C,,,,, assume
tipicamente o valor 1 para métodos explicitos. Tendo em vista que o valor de u
poderia variar de maneira significativa durante a simulagao, adotou-se um passo
temporal Ak = 1075, de modo a garantir a estabilidade do esquema sem introduzir

erros relevantes de truncamento [29].

As condigOes iniciais foram estabelecidas com uma carga infecciosa de
10® CFU para a populacao bacteriana e 1,96 x 10 macréfagos nao ativados por
milimetro, valores compativeis com a proporcao de células de defesa descrita para
bagos de animais IL-10 KO. As demais populagbes iniciaram com valores nulos, a
excecao do tecido saudavel, definido como 1,00 em todo o dominio. O intervalo de

simulacao compreendeu o periodo de t = 0 até ¢t = 6 semanas.

3.7 Ajuste de Parametros

O ajuste de parametros é o processo de encontrar valores numéricos para os
parametros de um modelo matematico ou computacional, de forma que suas saidas
sejam capazes de reproduzir adequadamente dados experimentais ou comporta-
mentos desejados, ou seja, desejamos otimizar uma func¢ao objetivo que mede a
discrepancia entre os resultados produzidos pelo modelo e os dados experimentais.
Diversos algoritmos podem ser usados para este fim, como o SaDE (Self-Adaptive
Differential Evolution) [35]. O SaDE é uma extensao do algoritmo de Evolugao
Diferencial (DE) [48], voltada para problemas de otimizagao continua. Sua princi-
pal caracteristica é a auto-adaptacao: tanto os parametros de controle (fator de
mutagdo e taxa de cruzamento) quanto as estratégias de evolugdo sdo ajustados
dinamicamente ao longo das geracoes, de acordo com seu desempenho historico.
Esse mecanismo de aprendizado estatistico confere ao SaDE maior robustez, redu-
zindo a necessidade de calibragao manual e ampliando a capacidade de explorar
eficientemente espagos de busca complexos e multimodais [36]. A fungao objetivo
utilizada para o ajuste foi a minimizacao do erro calculado pela norma L? entre os
dados experimentais das Fig. 6 e 7, e os resultados retornados pelo modelo [29]. A

norma em questao é dada pela férmula

N 1/2
|u — up |2 ~ (; (u(a;) — up(x;))? Aa:) : (3.42)
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Parametro

Limite inferior

Valor Central

Limite superior

Pe

Xri

Tb

Cr.b

Cm,b

Cb,Th

Cr.c
Ht

Tm
We

Mmaw

1,000 x 10=3 mm?2/h
1,600 x 103 mm?/h
1,600 x 1073 mm?2/h
1,900 x 10~2 mm?2/h

1,000 x 1073  (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

5,000 x 107* (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

1,000 x 10=2 mm?3/(pg -
h)

5,500 x 103 A1

5,000x10~* mm/(CFU-
h)

7,500 10=* mm/(cel-h)

5,000x10~* mm/(CFU-
h)

1,400 x 1072 mm/(pg-h)
1,000 x 10~1 b1
5,000 x 10~* !
2,250 x 10~2 !

5,000 x 10 cel

2,000 x 10~2 mm?/h
3,200 x 10~3 mm?2/h
3,200 x 10~2 mm?2/h
3,800 x 1072 mm?/h

2,000 x 1073 (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

1,000 x 1073 (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

2,000 x 1072 mm?/(pg -
h)

1,100 x 1072 p~1

1,000x10~3 mm/(CFU-
h)

1,500 1073 mm/(cel-h)

1,000x10~3 mm/(CFU-
h)

2,800 x 1072 mm/(pg-h)
2,000 x 10~1 ;1
1,000 x 1073 p1
4,500 x 1072 p~1

1,000 x 102 cel

3,000 x 10~3 mm?/h
4,800 x 1072 mm?/h
4,800 x 1073 mm?2/h
5,700 x 102 mm?/h

3,000 x 1073 (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

1,500 x 1073  (mm -
pg)/(CFU - cel - h)

3,000 x 10=2 mm?/(pg -
h)

1,650 x 1072 b1

1,500x10~3 mm/(CFU-
h)

2,250% 1072 mm/(cel-h)

1,500x10~3 mm/(CFU-
h)

4,200 x 1073 mm/(pg-h)
3,000 x 10~ ;1
1,500 x 1073 h~1
6,750 x 1072 =1

1,500 x 102 cel

Tabela 1 — Cenario para o experimento da Anélise de Sensibilidade.

onde u representa os valores experimentais considerados como referéncia e wy,

corresponde aos valores previstos pelo modelo no mesmo conjunto de pontos x;.

O sistema matematico a ser ajustado pelo SaDE apresenta um nimero

elevado de pardmetros ajustéveis (16 no total), constituindo um desafio para

a realizacao do ajuste.

Para reduzir a dimensionalidade do problema, foram
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aproveitados os resultados do experimento de Andlise de Sensibilidade (Secgao 3.6),

combinados com conhecimento prévio sobre o comportamento do sistema.

O processo de ajuste foi conduzido com uma populacao inicial de 256
individuos, gerados via amostragem de Sobol [42], de modo a garantir maior
cobertura do espago de busca. As avaliagoes foram realizadas em paralelo (duas por
nicleo da CPU), otimizando o uso dos recursos computacionais. A discretizagao
espacial seguiu a malha gerada pelo Algoritmo 1, baseada no Método dos Volumes
Finitos em uma dimensao, com N, = 100 pontos. Novamente deve-se destacar que
a restrigdo de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) [52](Eq. (3.41)). Considerando que,
durante o processo de ajuste, o valor de u poderia variar de forma significativa,
optou-se por adotar um passo de tempo Ak = 107°, assegurando a estabilidade
numérica sem incorrer em erros de truncamento decorrentes do uso de passos

demasiadamente pequenos [29].

As condicoes iniciais do sistema foram definidas como 10? CFU para as
bactérias e 1,96 x 10%cel/mm para macréfagos nao ativos, valores compativeis com
a proporcao de células de defesa observada no bago de animais IL-10 KO. Todas as
demais populagoes foram inicializadas com valor nulo, exceto o tecido saudavel, que
foi definido com valor inicial 1,00 em todos os pontos do dominio. As simulac¢oes
foram conduzidas no intervalo de t = 0 a t = 6 semanas, e os valores utilizados no
ajuste foram obtidos a partir da integracao temporal das populagoes de citocinas
pré-inflamatoérias e reguladoras de entrada de células de defesa, considerando os
pontos de observacao experimental (1, 2, 3 e 6 semanas). Esse procedimento
permitiu estabelecer uma correspondéncia direta entre os resultados numéricos e

os dados experimentais.

3.8 Quantificacao de Incertezas

A quantificacdo de incerteza (UQ) é um método voltado para analisar como
variacoes ou incertezas inerentes aos parametros de entrada, as condig¢oes iniciais ou
até mesmo a estrutura de um modelo impactam seus resultados. Em vez de consi-
derar apenas um cenario deterministico, a UQ permite caracterizar a variabilidade
das previsoes e avaliar sua confiabilidade, fornecendo nao apenas valores médios,

mas também intervalos de confianca e medidas de robustez. Essa abordagem é
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especialmente relevante em sistemas bioldgicos complexos, nos quais pequenas
mudancas estruturais ou funcionais podem levar a respostas significativamente

diferentes.

Com o intuito de avaliar a influéncia da distribuicdo espacial dos vasos
sanguineos sobre a dindmica do sistema, foi conduzido um experimento adicional
no qual diferentes malhas foram utilizadas, alterando a posicao relativa dos vasos.
Essa andlise buscou investigar se a localizacao dos vasos poderia modificar signi-
ficativamente a resposta imune simulada, tanto em termos quantitativos quanto

qualitativos, e avaliar a robustez do modelo diante dessa heterogeneidade estrutural.

A partir do Algoritmo 1, foram geradas cento e vinte e nove malhas adicionais,
além da malha original previamente utilizada. Esse valor foi escolhido por ter sido
o primeiro que apresentou uma convergéncia nos resultados. Como a posicao dos
vasos sanguineos e linfaticos é definida a partir de uma proporcao pré-estabelecida,
mas distribuida aleatoriamente ao longo do dominio, essa propor¢ao nem sempre foi
mantida exatamente, apresentando variacoes de até aproximadamente 3%. Assim,
além da variacao espacial das posi¢oes, também foi considerada como fonte de

incerteza a pequena flutuagdo na proporcao relativa de vasos no tecido.

Todas as malhas geradas seguiram uma discretizacao espacial unidimensional
baseada no MVF, com N, = 100 pontos. De forma consistente com os experimentos
anteriores, a necessidade de garantir estabilidade numérica frente a condicao de

CFL levou a adocao de um passo de tempo Ak = 10~ horas.

Para a UQ, o método utilizado foi o de Monte Carlo. Esse procedimento con-
siste em realizar multiplas simulagoes independentes a partir de diferentes amostras
dos pardmetros de entrada, geradas segundo suas distribui¢oes de probabilidade [42].
A repeticao do modelo em larga escala permite aproximar estatisticamente mé-
dias, varidncias e outros momentos de interesse das saidas, fornecendo estimativas

robustas da incerteza associada as predigoes.

3.9 Implementacdo e Ambiente Computacional

O simulador utilizado foi implementado em linguagem C. Nos estudos

apresentados nas Secoes 4.1 e 4.2, sua execucao foi acompanhada por scripts
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auxiliares escritos em Python, conforme detalhado nas respectivas se¢oes. Todos
os codigos em C foram compilados com o GNU GCC versao 13.2.0, utilizando a
flag de otimizacao -03. Para os scripts em Python, foi criado um ambiente virtual
via Anaconda?, configurado com Python versdo 3.11.11. A geracao dos graficos foi
realizada por meio de um script em Python, utilizando as bibliotecas Matplotlib

e Seaborn.

A implementacao do método para ajuste de parametros foi realizada em
Python, utilizando a biblioteca Distributed Evolutionary Algorithms by Py-
thon (DEAP)? para a construcao do SaDE. Partindo do algoritmo original descrito
na literatura [36], foram necessarias adaptagoes para adequar sua aplicacao ao
problema aqui estudado, entre as quais: substituicao de algumas estratégias de
recombinacao por alternativas menos agressivas; definicio de uma probabilidade
minima de escolha para cada estratégia, evitando que determinadas opgoes fossem
permanentemente descartadas apés falhas iniciais; inclusao de mecanismos de
restart do processo evolutivo; e adi¢do de um novo critério de parada, baseado na
homogeneizagao da populagao.

Todas as simulagoes foram executadas em um sistema SMP com Linux
(kernel 4.18.0-513.9.1.el8 9), equipado com dois processadores AMD EPYC 7713,
totalizando 128 ntcleos fisicos e 503 GB de memoria principal. Cada nicleo dispoe
de 64 KB de cache de dados L1, 64 KB de cache de instrucao L1 e 512 KB de cache

unificado L2, além de compartilhar 32 MB de cache L3 com outros sete ntcleos.

2
3

https://www.anaconda.com
https://deap.readthedocs.io/en/master/



61

4 Experimentos, resultados e discussoes

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos a partir dos experi-
mentos realizados. Para fins de organizacao, os experimentos foram divididos em
trés grupos. O primeiro experimento apresenta a andlise de sensibilidade global
do modelo matematico proposto ao longo da Secao 3.1. O segundo experimento
apresenta os resultados do ajuste de parametros do modelo aos dados experimentais
apresentados na Se¢ao 3.4. Por fim, o tltimo experimento apresenta a quantificagao

de incertezas para um cenario do modelo.

4.1 Experimento 1: Anélise de Sensibilidade

O primeiro experimento consistiu na avaliagao da influéncia relativa dos
parametros do modelo por meio de uma analise dode sensibilidade global. Para tal,
foram empregados os indices de Sobol totais, obtidos com o auxilio da biblioteca

UQpy, considerando o horizonte temporal de seis semanas de simulagao.

Os indices de Sobol e a andlise de sensibilidade dos parametros fornecidos

na Tabela 1 sdo mostrados na Fig. 8 (quadros A a J).

Os resultados obtidos revelaram que os parametros difusivos (Dy, D., D,,
e D,) e de quimiotaxia (x) apresentaram indices de Sobol muito baixos ao longo
de todo o periodo analisado, sugerindo que a heterogeneidade espacial associada a
difusao e advecgao tem papel secundério na evolucao macroscopica das populagoes
modeladas, e, por esse motivo, seus resultados nao foram incluidos neste trabalho.
Esse comportamento pode ser explicado pelo fato da dindmica global do sistema
ser fortemente governada pelas taxas de crescimento bacteriano e pelas interacoes
celulares, enquanto a difusao atua apenas como mecanismo de redistribuigao espacial.
Além disso, o uso da integracao do dominio, avaliando apenas a quantidade final
em cada espaco de tempo, e o uso de condicao de Neumann de fluxo nulo também

podem ter influenciado a pouca sensibilidade do modelo aos parametros difusivos.

Em contraste, os parametros associados as taxas de produgao e interagao
mostraram-se altamente relevantes. Observa-se que p; e p. (Figuras 8-A e 8-B),

responsaveis pela produc¢ao de citocinas pro-inflamatoérias e reguladoras, atingem
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Y (H), we (1), Mypae (J).



63

valores de sensibilidade superiores a 0,8 em determinados instantes, destacando-se
como determinantes para a amplitude da resposta imune. Em andlises de Sobol,
a importancia relativa nao é definida por um limiar fixo, mas pela comparacao
entre parametros. O limiar de 0,8 citado anteriormente foi utilizado apenas como
referéncia heuristica para destacar contribui¢oes dominantes, nao como critério
excludente. Assim, da mesma forma, 7, ¢, p € ¢ (Figuras 8-C, 8-D e 8-E) também
apresentaram elevada contribuicao, refletindo a importancia do recrutamento e
da ativagdo dos macréfagos na contencao da infeccdo. Esses resultados estao
em consonancia com o papel central dessas populacoes celulares no controle de

patégenos intracelulares, como a Brucella spp.

No caso do parametro ¢,y (Figura 8-F), observou-se influéncia interme-
didria, principalmente durante a fase de pico da infecgdo (entre a segunda e a
terceira semana), sugerindo que a ativagao de células auxiliares desempenha papel
modulador, embora ndo dominante. O pardmetro ¢, . (Figura 8-G), por sua vez,
apresentou relevancia notavel em diferentes estagios da simulagao, evidenciando
a sensibilidade do sistema a intensidade de sinalizacao das citocinas reguladora.
Esse achado reforca a necessidade de uma formulacao cuidadosa para os termos de

recrutamento, que modulam diretamente a resposta imune inata.

Parametros relacionados a degradacao e capacidade celular, como p, exi-
biram contribui¢oes bem pequenas, motivo pelo qual suas contribui¢oes também
nao foram apresentadas na Figura 8. J& os pardmetros v, e w. (Figuras 8-H
e 8-I) apresentaram uma sensibilidade nao desprezivel. Enquanto o pardmetro ,,
(Figura 8-H) teve uma sensibilidade crescente ao longo da simulagdo, alcangando
valores préximos a 25%, o parametro w. (Figura 8-1), manteve sensibilidade alta,
préoxima dos 75%, para as populagoes de citocinas, o que ja era esperado, devido
ao seu papel no modelo. O pardmetro M,,,, (Figura 8-J) apresentou impacto
principalmente na evolugao da populacao de macréofagos, modulando a saturagao do
sistema, mas sem alterar de forma decisiva as demais variaveis. Assim, sua influén-
cia pode ser considerada relevante apenas em contextos especificos de densidade

celular elevada.

De maneira geral, a andlise de sensibilidade dos parametros em questao

permitiu concluir que a dinamica do modelo ¢ fortemente dependente de um conjunto
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restrito de pardmetros associados a produgao de citocinas e & ativagao/recrutamento
de células de defesa, enquanto parametros puramente difusivos ou de degradacao

exercem influéncia secundaria.

4.2 Experimento 2: Ajuste dos pardmetros do modelo utilizando os dados experi-

mentais das citocinas IFN-y e TNF-« ez-vivo

Nesta secao sao apresentados os resultados do processo de ajuste de para-
metros do sistema proposto. Para tal, foi necessario aplicar o método numérico
previamente descrito e empregar um algoritmo populacional de otimizacao, a
Evolucao Diferencial Auto-Adaptativa (SaDE) (Secao 3.7).

Tendo por base os resultados apresentados na segao anterior, foram selecio-
nados apenas os 6 parametros mais influentes, considerados prioritarios para ajuste.
A Tabela 2 apresenta o cenario inicial utilizado no algoritmo SaDE, indicando os
pardmetros ajustados e os limites de variacao (inferior e superior) adotados. Esses
limites foram definidos a partir de pequenas variagoes em torno dos valores centrais

da Tabela 1, fundamentados em analises anteriores sobre a dinAmica do modelo.

Deve-se observar que o nimero de parametros ajustados excede o nimero de
pontos de dados experimentais (cinco instantes de tempo). Tal escolha foi motivada
pela necessidade de ajustar conjuntamente duas citocinas, o que inerentemente
impoe restri¢coes adicionais ao processo de ajuste. Para mitigar os riscos de over-
fitting, o procedimento de ajuste adotou diversas estratégias de regularizagao e
validacao. Primeiramente, foi estabelecido um intervalo de variagao dos pardme-
tros mais restrito (Tabela 2), fundamentado em valores biologicamente plausiveis.
Adicionalmente, implementou-se a penalizacdo implicita mediante a norma Lo, a
qual favorece solugbes mais parcimoniosas com menor erro global, em detrimento
de ajustes excessivamente pontuais aos dados de treinamento. Por fim, realizou-se
uma verificacao qualitativa dos resultados para assegurar que a dindmica temporal
simulada seja fisiologicamente condizente com as tendéncias descritas nos experi-
mentos bioldgicos, ao invés de focar na otimizacao estritamente numérica do erro.
Nao obstante as medidas implementadas para reduzir a propensao ao overfitting, a
sua ocorréncia nao pode ser completamente descartada devido a limitacao inerente

do conjunto de dados experimentais.
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Parametro Limite inferior Limite superior
i 3,000 x 10~ (mm - pg)/(CFU - 4,000 x 107 (mm - pg)/(CFU -
cel - h) cel - h)
Pe 1,000 x 107 (mm - pg)/(CFU - 2,000 x 1073 (mm - pg)/(CFU -
cel - h) cel - h)
Ty 5,500 x 1073 b1 2,040 x 1072 b1

Crb 2,250 x 10~* mm/(CFU - h) 3,000 x 1073 mm/(CFU - h)
Cmb 4,200 x 10~ mm/(cel - h) 5,600 x 1073 mm/(cel - h)

We 6,750 x 1073 b1 9,000 x 1072 b1

Tabela 2 — Cenario para o ajuste do modelo pelo experimento ex-vivo.

Os resultados do processo de ajuste estao apresentados nas Figuras 9 e 10,
que comparam as curvas obtidas numericamente com os dados experimentais das
citocinas IFN-v (pré-inflamatéria) e TNF-a (reguladora de entrada de células
de defesa), respectivamente. Nas figuras, os pontos triangulares representam a
resposta do modelo ajustado, enquanto os pontos circulares, acompanhados de
barras de erro, correspondem as medig¢oes experimentais, incluindo seus intervalos

de confianca.

Como o objetivo principal deste experimento foi a calibracao paramétrica, a
Tabela 3 retne os valores finais estimados pelo algoritmo SaDE para os parametros
selecionados, resultantes do processo de ajuste. Adicionalmente sao apresentados

os valores para os demais parametros, estes estimados.

Observando primeiramente os resultados mostrados na Figura 10 para a
citocina reguladora de entrada de células de defesa, nota-se que a calibracao dos
parametros foi plenamente efetiva. O modelo mateméatico conseguiu reproduzir com
erro minimo os valores obtidos na semana 6 de infeccao, enquanto os resultados
das semanas intermediarias (1, 2 e 3) permaneceram dentro da faixa de confianca
experimental, ainda que com pequenas variacoes. Além da proximidade quantita-

tiva, o comportamento qualitativo também foi capturado: a citocina reguladora
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Pardmetro Valor Origem do Valor
D, 2,000 x 10~2 mm?/h Empirico
D, 3,200 x 10~2 mm?/h Empirico
D,, 3,200 x 102 mm?/h Empirico
D, 3,800 x 1072 mm?2/h Empirico
Pi 1,391 x 1073 (mm - pg)/(CFU - cel - h)  Ajustado
Pe 5,000 x 10=% (mm - pg)/(CFU -cel - h)  Ajustado
Xri 2,000 x 1072 mm3/(pg - h) Empirico

Krg 1,000 cel/mm -

Th 1,1727 x 1072 =1 Ajustado
Crb 3,4266 x 102 mm/(CFU - h) Ajustado
Cm.b 2,4969 x 10=2 mm/(cel - h) Ajustado
Cb,Th 1,000 x 1073 mm/(CFU - h) Empirico
Cre 2,800 x 1072 mm/(pg - h) Empirico

bt 2,000 x 10~ o1 Empirico

Ym 1,000 x 1073 A1 Empirico
We 3,8954 x 1072 p! Ajustado

Mooz 1,000 x 102 cel Empirico

Tabela 3 — Valor de todos os parametros do modelo, com valores ajustados e os
escolhidos empiricamente.
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Figura 9 — Resultados do ajuste do modelo para a citocina [FN-v.

apresenta crescimento inicial nas primeiras semanas, compativel com o auge da
infeccao, seguido por um declinio no periodo intermedidrio, sugerindo que a resposta

imunolégica ja comegava a conter o patogeno.

Em contraste, a Figura 9 referente a citocina pré-inflamatéria (IFN-v) revela
uma aderéncia parcial. Embora as semanas 1 e 6 apresentem valores bem ajustados,
com erro reduzido e dentro dos intervalos de confianga, o desempenho nas semanas
2 e 3 foi inferior: na segunda semana o valor previsto encosta no limite superior
da faixa experimental, e na terceira semana afasta-se de forma significativa do
esperado. Esse resultado sugere que o modelo, na forma atual, tende a antecipar

ou superestimar o pico de IFN-~.

Algumas hipdteses podem explicar esse descompasso. A cinética de pro-
ducao do IF'N-v, representada por um termo bilinear dependente das populacoes
interagentes, pode ter simplificado excessivamente o processo; picos mais tardios

e menos acentuados poderiam exigir uma formulagao nao linear com saturacao



68

TNF-a in vitro IL-10 KO
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Figura 10 — Resultados do ajuste do modelo para a citocina TNF-a.

(como um termo de Hill), ou ainda a inclusao de um atraso efetivo entre a ativagao
celular e a secrecao detectavel. Também é possivel que o acoplamento entre a
dindmica de macrofagos e tecido tenha levado a uma ativagao demasiadamente
rapida das células efetoras, comprimindo temporalmente o pico. Nesse caso, ajustes
em parametros como o recrutamento celular (¢,.), a quimiotaxia (x) ou a ativagao
dos macréfagos (¢, ) poderiam redistribuir a resposta inflamatoria entre as semanas
dois e trés. Outra possibilidade é que a taxa de degradagao tnica assumida para
todas as citocinas (w.) nao reflita as diferengas biologicas conhecidas, uma vez
que IFN-v e TNF-a possuem meias-vidas distintas e rotas de depuragao especifi-
cas. Permitir taxas diferenciadas, ou incluir termos adicionais de consumo celular,
poderia prolongar o platdé de IFN-v sem prejudicar o ajuste do TNF-«. Por fim,
nao se pode descartar limitagoes inerentes ao préprio experimento ex vivo: como
as medigoes derivaram de sobrenadantes de esplendcitos estimulados, pequenas

variagoes de protocolo, na janela de coleta ou na resposta entre animais podem ter



69

Bactéria
50
40
c — Semana 6
g 30 —— Semana 3
'S\ —— Semana 2
Lu3 Semana 1
— 20 Semana 0
10
0
0 20 40 60 80 100

Posicao no dominio

Figura 11 — Distribuicao espacial da populacao de bactérias ao longo do tempo.

introduzido defasagens temporais no pico observado em comparagao ao simulado.

Na Figura 11, observa-se a dinamica da populacao bacteriana ao longo das
semanas de simulagdo. Apds a inoculagao inicial (semana 0), verifica-se réapida
expansao pelo dominio, atingindo valores méaximos ja na primeira semana. A partir
da segunda semana, entretanto, inicia-se um declinio progressivo, culminando na

eliminagao completa das bactérias até a sexta semana.

A evolugao da citocina reguladora esta apresentada na Figura 12. Inicial-
mente ausente, sua concentragado aumenta ja na primeira semana, atingindo valores
maximos em torno da terceira semana, seguido de declinio gradual até retornar a

niveis proximos de zero ao final da simulagao.

Comportamento semelhante é observado para a citocina pro-inflamatoria
(Figura 13). Sua concentracio cresce de forma acentuada entre a primeira e a
segunda semanas, atingindo pico no intervalo entre a segunda e a terceira semanas.
Posteriormente, ocorre reducao consistente, estabilizando-se em niveis mais baixos

até a sexta semana.

A Figura 14 mostra a evolucao dos macréfagos naive. Inicialmente distribui-



70

Citocina Reguladora

1.2
1.0
0.8
Semana 0
€ Semana 1
£06 —— Semana 2
g —— Semana 3
0.4 —— Semana 6
0.2
0.0
0 20 40 60 80 100

Posicao no dominio

Figura 12 — Distribuicao espacial da citocina reguladora de entrada de células de
defesa.
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Figura 13 — Distribuigdo espacial da citocina pré-inflamatéria.
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Macréfagos Naive
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Figura 14 — Distribuicao espacial dos macréofagos naive.
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Figura 15 — Distribuicao espacial dos macroéfagos ativos.
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Figura 16 — Evolucao da fracao de tecido saudavel ao longo da simulacao.

dos de forma quase homogénea, esses macréfagos apresentam redugdo progressiva
a partir da primeira semana, em decorréncia do processo de diferenciacdo em

macroéfagos ativos.

Esse comportamento é complementado pelos resultados da Figura 15, que
apresenta a dinamica dos macréfagos ativos. Praticamente ausentes no instante
inicial, essas células surgem em quantidade crescente a partir da primeira semana,
atingindo valores maximos entre a segunda e a terceira semanas. Apds esse periodo,
sua populagao se estabiliza, mantendo-se em niveis constantes até o final da
simulacao.

Por fim, a Figura 16 ilustra a evolucao do tecido saudavel ao longo do
processo infeccioso. Apesar da colonizacao inicial pelas bactérias, a fracao de tecido
preservado manteve-se elevada, apresentando apenas pequenas flutuacoes locais.
Ao final da simulacao, a proporc¢ao de tecido saudavel retorna a valores proximos

aos iniciais, evidenciando recuperagao quase completa.

De maneira geral, os resultados obtidos reproduzem qualitativamente o ciclo
caracteristico da resposta imune inata: producao inicial de mediadores inflamatorios,

ativacgao celular efetora, eliminacao do patdgeno e subsequente recuperacao tecidual.



73

A correlagao temporal entre o pico da citocina reguladora de entrada, o aumento da
populacao de macréfagos ativos e o declinio bacteriano reforca a coeréncia biologica
do modelo. Além disso, o equilibrio alcancado entre a eliminagao do patdgeno e a
preservacao do tecido sugere que a calibracao paramétrica foi adequada, uma vez

que nao se observou perda substancial de tecido saudavel.

Cabe destacar, ainda, a andlise da estabilidade numérica. Como discutido na
defini¢ao do valor de Ak, a condi¢do de CFL constituia preocupagao central devido
a presenca de termos advectivos. Apds a execugao da simulacdo, constatou-se um
valor méximo de u = 7,49568858 x 107!, resultando em uma condicao de CFL
igual a 1,49913772 x 10~*. Esse valor ndo apenas se encontra muito abaixo do
limite maximo de 1, como também esta distante do valor de referéncia usualmente
adotado na literatura (0,8) [40]. Assim, confirma-se que a escolha do passo de
tempo foi adequada, garantindo estabilidade numérica sem comprometer a acuracia

dos resultados.

4.3 Experimento 3: Quantificagdo de Incertezas

Para o experimento final, que avalia a influéncia da distribuicao espacial dos
vasos sanguineos sobre a dindmica do sistema (Secao 3.8), foram mantidos idénticos
os valores dos parametros e condicoes iniciais empregados no estudo descrito da
Secao 4.2.

Os resultados do experimento podem ser observados na Figura 17, que
apresentam as populagoes do sistema com os valores médios das simulagoes e seus
respectivos desvios padroes. O maior impacto da variacao espacial da posicao dos
vasos foi observado na populagdo de macréfagos naive. A Figura 17-D mostra
que esse efeito torna-se evidente a partir do final da primeira semana, crescendo
de forma gradual até o término da simulacao, na sexta semana, quando o desvio
padrao atinge aproximadamente 180. Esse resultado decorre principalmente do
fato de que os macréfagos naive ingressam no tecido apenas nas regioes em que hé
presenca de vasos sanguineos; assim, alteragoes na localizagao desses vasos, bem
como pequenas variagoes em sua quantidade total, influenciam diretamente o fluxo

de entrada de células no tecido.
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Figura 17 — Impacto da incerteza da posicao dos vasos sanguineos para cada
populacao do modelo ao longo de 6 semanas. As incertezas para a populagao de
bactérias (A), macréfago ativo (B), citocina pré-inflamatéria(C'), macréfago naive
(D), citocina reguladora(F) e tecido saudéavel(F') sdo apresentadas ao longo de 6
semanas de simulagdo. A linha sélida apresenta o valor médio e a parte sombreada
os desvios observados.

Curiosamente, essa incerteza nao se transfere integralmente para a populacao
de macrofagos ativos, que depende diretamente da presenca dos macrofagos naive.
Como mostra a Figura 17-B, a variabilidade cresce ao longo da simulagao, mas
em menor escala, mantendo-se em torno de 50. Esse comportamento pode indicar
que, embora a entrada de macrofagos naive seja aumentada pelo maior nivel de
citocinas reguladoras, a baixa densidade bacteriana apos a segunda semana limita
a ativagao celular, fazendo com que a taxa de maturacao ndo acompanhe o mesmo

ritmo do recrutamento.

No caso das bactérias (Figura 17-A), a incerteza associada a variacao espacial
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dos vasos mostrou-se praticamente nula. Esse resultado indica que, independen-
temente da configuracao vascular, a dinamica bacteriana é predominantemente
governada por fatores de crescimento intrinsecos e pela acao efetora das células
imunes ja presentes, e nao pelo posicionamento relativo dos vasos. Assim, a robus-
tez desse resultado sugere que o controle da carga bacteriana no modelo é pouco

sensivel & heterogeneidade estrutural do tecido.

As populagoes de citocinas apresentaram baixa propagacao das incerte-
zas. Para a citocina pré-inflamatéria (Figura 17-C), o desvio padrao permaneceu
préximo de 10, enquanto para a citocina reguladora (Figura 17-E) esse valor se
manteve em torno de 20. Esses resultados indicam que, embora a posicao dos
vasos seja determinante para a entrada de macrofagos, a variacao espacial nao afeta
significativamente a producao e a difusao das citocinas, mantendo estavel o ajuste

numérico do modelo para esses mediadores.

4.4 Discussao

A interpretacao dos resultados obtidos neste capitulo evidencia aspectos
relevantes sobre a dinamica da resposta imune inata frente a infeccao por Brucella
abortus. A analise de sensibilidade revelou que os pardmetros ligados ao crescimento
bacteriano e a producao de citocinas desempenham papel determinante no curso da
infecgcdo. Essa observagao esta de acordo com estudos experimentais que destacam
a importancia do equilibrio entre replicacao do patogeno e ativacao inflamatoria
inicial para o desfecho clinico. O fato de parametros difusivos apresentarem menor
impacto relativo sugere que, no contexto unidimensional explorado, a evolucao
local das populagoes celulares tem maior influéncia que a dispersao espacial. Esse
resultado reforga a no¢ao de que, em fases iniciais da infeccao, a regulagao da

inflamacao é mais critica que a heterogeneidade espacial dos sinais imunologicos.

O ajuste paramétrico frente aos dados ex vivo de IFN-vy e TNF-a demonstrou
que o modelo é capaz de reproduzir padroes temporais observados biologicamente. O
comportamento das curvas simuladas, refletindo ativagdo inicial, pico inflamatoério
e posterior declinio, é compativel com descrigoes experimentais da resposta a
Brucella. No entanto, as discrepancias pontuais entre simulacao e dados sugerem

que mecanismos adicionais participam da regulagao dessas citocinas, como a acao de
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neutroéfilos ou o papel de células dendriticas, nao explicitamente representados. Tais
diferencas indicam que, embora o modelo capte tendéncias globais, ainda simplifica

processos celulares que modulam a intensidade e a duragao da inflamacao.

Observou-se ainda a formacao de gradientes de citocinas associados ao
recrutamento e a maturacao de macrofagos, em concordancia com evidéncias
experimentais sobre a resposta inata. Diferentemente do que ocorre em infecc¢oes in
vivo, nas quais a Brucella pode persistir em nichos intracelulares e estabelecer um
quadro cronico, neste trabalho verificou-se a eliminacao da populacao bacteriana ao
longo do tempo. Esse resultado deve ser interpretado a luz do contexto experimental
e das hipoteses adotadas: a modelagem foi ajustada a dados exr wvivo, em que
a disponibilidade de nutrientes e fatores ambientais é limitada, restringindo a
capacidade de manutencao do patégeno. Além disso, conforme apontado na
literatura, a auséncia de citocinas com func¢ao anti-inflamatoria no sistema favorece
a predominancia de sinais pro-inflamatorios, intensificando a resposta imune e
contribuindo para a completa eliminagdo da bactéria. Assim, a soma dessas
condi¢oes, um ambiente controlado, com recursos finitos e sem moduladores anti-
inflamatorios, explica o desfecho observado nas simulagoes, coerente com o cenario

ex vivo em que os dados de ajuste foram obtidos.

Embora as Figuras 11 a 16 revelem uma dinamica espacial que rapidamente
tende a homogeneidade, esse comportamento nao era o esperado inicialmente. O
resultado provavelmente decorre do fato de que os parametros do modelo foram
ajustados com base em dados ez vivo, obtidos em condicoes experimentais de alta
homogeneidade, sem os gradientes tipicos do microambiente in vivo. Nesse contexto,
a difusao estimada a partir de tais dados tende a ser super-representada, levando
a um alisamento espacial mais rapido do que ocorreria em tecidos reais, onde a
presenca de vasos sanguineos, barreiras extracelulares e anisotropias estruturais
impde heterogeneidade as concentragoes de citocinas e células. Assim, mesmo que
as simulagoes nao tenham revelado gradientes espaciais pronunciados, a formulagao
baseada em equacoes diferenciais parciais permanece conceitualmente necessaria,
pois garante a capacidade do modelo de representar fen6menos espaciais reais caso
parametros derivados de experimentos in vivo estejam disponiveis. Além disso, essa

abordagem fornece uma base flexivel para extensoes futuras, como o acoplamento
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a modelos tridimensionais ou a inclusao de quimiotaxia dependente do tecido.

A analise de incertezas acrescentou uma dimensao critica a interpretacao
dos resultados, ao mostrar que diferentes popula¢oes respondem de forma desigual
a variabilidade paramétrica. Enquanto a populacao bacteriana apresentou menor
dispersao, indicando relativa robustez do sistema frente a flutuagoes, as citocinas
mostraram maior sensibilidade. Esse comportamento ressalta o papel central
da regulacao inflamatoéria: pequenas variagoes nos parametros que governam a
produgao e a difusao de citocinas podem levar a cenérios de controle parcial ou falha
na contencao do patégeno. Esse achado é consistente com a literatura, que descreve
a inflamacao como um processo nao linear, altamente suscetivel a perturbagdes em

seus componentes regulatorios.

Portanto, a visao geral dos resultados mostra que o modelo desenvolvido nao
apenas reproduz aspectos qualitativos da resposta imune descritos em experimentos,
como também permite explorar, em um ambiente controlado, hipéteses sobre os
mecanismos que favorecem a persisténcia da Brucella. Ao articular diferentes
experimentos numéricos, analise de sensibilidade, ajuste paramétrico, simulacao
espaco-temporal e avaliacao de incertezas, foi possivel destacar tanto os fatores que
sustentam a robustez da infec¢do quanto aqueles que representam potenciais alvos

para intervencao imunoldgica.
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5  Conclusoes, limitacoes e trabalhos futuros

Neste trabalho foi proposto um modelo matemético novo capaz de repre-
sentar a resposta imune inata a infeccao pela bactéria Brucella spp., com foco na
dindmica entre a populacao bacteriana, as citocinas pré-inflamatoéria e reguladora

de entrada, os macréfagos (naive e ativos) e o tecido saudével.

Com base em modelos temporais e espaciais disponiveis na literatura,
formulou-se um sistema composto por seis equagoes diferenciais parciais (EDPs),
descrevendo a evolucao das populacoes de interesse por meio de abordagens de

difusdo-reacao, transporte e processos puramente reativos.

O primeiro experimento realizado consistiu em uma andlise de sensibilidade,
cujo objetivo foi identificar os parametros mais relevantes para o ajuste do modelo.
Apesar da limitagdo imposta pelo nimero total de pardmetros (16), a andlise
permitiu compreender como cada um deles influencia a saida do sistema, destacando
em especial os parametros relacionados a reproducao e eliminacao bacteriana, a

producao e ao decaimento de citocinas, bem como as taxas de maturacgao celular.

Em seguida, o modelo foi calibrado em sua formulacdo unidimensional
utilizando dados experimentais disponiveis na literatura, provenientes de estudos
em camundongos knockout para a citocina anti-inflamatoria IL-10, ao longo de um
periodo de seis semanas. Os resultados mostraram boa adequagao, com a dinamica
das citocinas reguladoras de entrada ajustada dentro dos intervalos de confianga
experimentais. Ainda que alguns desvios tenham sido observados para a citocina
pré-inflamatoéria IFN-+, especialmente em momentos intermediarios da infecgao,
o modelo foi capaz de reproduzir satisfatoriamente o comportamento global da

resposta imune observada nos experimentos biologicos.

Como a solugao do modelo exigiu a construcao de malhas com propriedades
heterogéneas baseadas em proporgoes entre vasos sanguineos e linfaticos, com
distribuicoes aleatérias no dominio, foi conduzido um experimento de quantificagao
de incertezas para avaliar o impacto da variabilidade na posicao dos vasos san-
guineos sobre as diferentes populagoes modeladas. Os resultados indicaram que a
populacao mais afetada foi a de macréfagos naive, embora essa incerteza nao se

propague de forma significativa para as populagoes diretamente acopladas a ela.
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Tal comportamento sugere que, embora a posicao dos vasos influencie diretamente
a quantidade de macréofagos que ingressam no tecido, esse fator nao exerce efeito
determinante sobre a dindmica global da resposta imune. Isso se deve ao fato
de que os processos subsequentes, como a ativagao de macréfagos, producao de
citocinas e dano tecidual, dependem fundamentalmente da presenca bacteriana no

tecido.

Embora o modelo tenha sido validado com base em dados laboratoriais,
uma das extensoes naturais deste trabalho consiste em sua aplicagao como ferra-
menta de predi¢cao da resposta a infecgao por Brucella abortus. Para isso, seria
necessario acoplar ao modelo ja ajustado populagoes de citocinas anti-inflamatorias,
possibilitando uma representagdo mais abrangente da resposta imune. De forma
complementar, a integragdo com um modelo do sistema imune adaptativo permitiria
explorar de maneira mais realista os mecanismos de defesa, ampliando o potencial
das simulagoes para o desenvolvimento de novas estratégias de controle e prevengao

da brucelose.

Adicionalmente, recomenda-se uma reavaliacdo dos parametros do modelo,
aliada a uma nova analise de sensibilidade, com vistas a sua extensao para dominios
bidimensionais e tridimensionais. Essa expansao implicaria naturalmente em maior
custo computacional, tornando imprescindivel o uso de técnicas de paralelizacao de
c6digo, como CUDA, OpenMP e MPI, de modo a viabilizar a execucao eficiente das

simulagoes em escalas mais complexas.
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