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RESUMO

O trabalho visa a elaboragao e analise de modelos em economia e finangas com
agentes heterogéneos e racionalidade limitada. No modelo com dinamica discreta, os agentes
podem adaptar suas crencas em cada passo de tempo, escolhendo entre um conjunto finito
de diferentes preditores caracterizando diferentes estratégias. Cada preditor é uma funcao
dos precos passados e fornece uma estimativa do preco para o proximo passo. Além disso,
cada preditor possui uma medida de performance associada que é avaliada publicamente.
Para uma analise mais aprofundada, consideramos inicialmente o modelo cobweb com
oferta e demanda lineares e um conjunto com dois preditores: um correspondente ao
comportamento racional e o outro ao comportamento ingénuo. Mostraremos que o aumento
da racionalidade dos agentes, medida no modelo pela intensidade de escolha entre os
preditores, leva os pregos a convergirem para uma dinamica cadtica caracterizada pela
existéncia de um atrator estranho. Em seguida, consideramos um modelo heterogéneo
para o aprecamento de ativos. Através do estimador de maxima verossimilhanca nao
paramétrica simulada, baseado no método de ntucleos, ajustamos o modelo a dados
empiricos de diferentes classes de ativos. As estimativas permitiram caracterizar os
mercados considerados como fortemente heterogéneos e com baixa adaptabilidade dos
agentes. Além disso, verificamos que o modelo é capaz de reproduzir fatos estatisticos das
séries empiricas que modelos classicos falham em reproduzir. Dessa forma, concluimos
que a complexidade dinamica global é uma caracteristica intrinseca a uma concepc¢ao de

equilibrio que é inteiramente racional.

Palavras-chave: Mercados Heterogéneos. Racionalidade Limitada. Bifurcagao. Sistemas

Complexos.



ABSTRACT

This work aims to develop and analyze models in economics and finance featuring
heterogeneous agents with bounded rationality. In the discrete-time framework, agents are
allowed to adapt their beliefs at each time step by selecting from a finite set of predictors,
each representing a distinct forecasting strategy. Each predictor is a function of past prices
and provides an estimate for the next-period price. Furthermore, each predictor is associ-
ated with a publicly evaluated performance metric. To conduct a more detailed analysis,
we first consider the cobweb model with linear supply and demand functions, alongside
a set of two predictors: one representing rational behavior and the other naive behavior.
We show that increasing the agents’ rationality, modeled through the intensity of choice
among predictors, drives the price dynamics toward chaos, characterized by the emergence
of a strange attractor. Subsequently, we consider a heterogeneous agent model for asset
pricing. Using the Simulated Nonparametric Maximum Likelihood Estimator based on
kernel methods, we calibrate the model to empirical data from different asset classes.
The estimations reveal that the analyzed markets exhibit strong heterogeneity and low
agent adaptability. Moreover, the model is able to replicate empirical statistical features
that standard models typically fail to reproduce. We thus conclude that global dynamic

complexity is an intrinsic feature of an equilibrium concept based on fully rational behavior.

Keywords: Heterogeneous Markets. Bounded Rationality. Bifurcation. Complex

Systems.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho visa o estudo do comportamento dindmico de mercados onde os
agentes possuem racionalidade limitada e comportamento heterogéneo através de uma
combinacao da teoria de sistemas dinamicos discretos e da teoria estatistica. Por Raciona-
lidade Limitada referenciamos a ideia de que os agentes econdmicos, unidades atuantes no
mercado, nao sao plenamente racionais no sentido neoclassico, ou seja, nao tém conheci-
mento perfeito, nem a capacidade ilimitada de processar informagoes para tomar decisoes
otimas. Ademais, na auséncia de racionalidade perfeita que uniformize a formagao de
expectativas entre os agentes, o mercado é dito heterogéneo, quando diferentes agentes
formulam expectativas divergentes a respeito de variaveis futuras, sendo a principal delas
o preco futuro de um ativo especifico. Outra caracteristica importante é que conside-
ramos agentes adaptativos, isto €, agentes que coevoluem com o tempo, ajustando suas

expectativas com as informagoes disponiveis no mercado até o momento.

A abordagem comportamental de agentes heterogéneos com racionalidade limitada
desafia a estrutura tradicional de agentes representativos e racionais. No entanto, é
importante destacar que muitas ideias dessa nova perspectiva tém raizes histéricas na
teoria economica. Essas ideias surgiram muito antes dos conceitos de expectativas racionais
e da hipotese de mercados eficientes. Como argumenta Hommes [41], elementos centrais
dos modelos comportamentais estao ligados, por exemplo, a visao do economista britanico
John Maynard Keynes de que "as expectativas importam"e & ideia de Herbert Simon
de que o ser humano tem uma racionalidade limitada. Essa perspectiva ressoou em
outras areas do conhecimento, incluindo a psicologia, como, por exemplo, as pesquisas
de Kahneman e Tversky [49] e, mais recentemente, Kahneman [48] evidenciando que o
comportamento em situagoes de incerteza ¢ melhor compreendido através de heuristicas e
vieses, em vez de um comportamento exclusivamente racional. As influéncias histéricas
sao centrais e permeiam a discussao ao longo dessa dissertagao. Assim, é cabivel uma
pequena contextualizacao do problema a ser abordado e do desenvolvimento histérico dos

conceitos nos quais esse trabalho foi baseado.

No final do século XIX, a Teoria Econémica sofreu uma de suas mais importantes
transformacoes. De uma teoria cléssica essencialmente politico-social, cujos principais
expoentes eram Adam Smith, David Ricardo e John Stuart Mill, passou a ser vista cada
vez mais como uma ciéncia formal. Como observa Hunt e Lautzenheiser [43], um dos
momentos mais importantes neste contexto foi a Revolugao Marginalista. Economistas
como Carl Menger. foram responséaveis por introduzir a ideia de valor marginal em oposicao
a ideia de valor baseado no trabalho, isso é, o valor de um bem nao depende da quantidade
de trabalho envolvida em sua producao, mas da utilidade marginal, ou adicionada, que
esse bem proporciona ao consumidor. Além deste, foi introduzido por William Stanley

Jevons o conceito de equilibrio geral e formalizado por Léon Walras, que demonstrou
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matematicamente como os mercados poderiam alcangar um equilibrio onde a oferta e a
demanda se igualassem. Esse ponto de inflexao levou a uma "matematizacao da economia",
inspirada em grande parte pelos entao recentes avancos na fisica e outras ciéncias exatas,
como aponta Mazzucato [70], que abriu caminho para a economia neocléssica e a teoria

microecondmica.

Na busca por entender matematicamente o funcionamento de mercados a partir do
comportamento de seus agentes, fez-se necessario lancar mao de simplificagoes e hipoteses
que garantiam as condigoes ideais para a existéncia de um prego de equilibrio. George
Gibson, com a publicacao de " The stock markets of London, Paris, and New York" em 1889,
enfatizou que informagoes publicamente conhecidas em um mercado aberto determinam
o valor das agoes, marcando o surgimento inicial da ideia de mercados eficientes na
literatura econdémica e financeira. Alguns anos depois, Louis Bachelier, em sua tese
de doutorado " Théorie de la spéculation", propos que a dindmica de precos de ativos
seguia um processo estocastico denominado Movimento Browniano Aritméticol em tempo
continuo, ou caminho aleatério em tempo discreto?. Como implicacao direta da tese de
Bachelier, a variacao de prego atual nao pode apresentar correlacao com a variacao de
precos do passado, uma vez que os incrementos de um movimento browniano devem ser

independentes. Ver defini¢ao em [52].

Em 1961, John Fraser Muth [75] apresentou a hipotese das expectativas racionais
(HER), defendendo que os agentes de mercado tomam decisoes racionais baseadas nas
melhores informacoes disponiveis. Em 1965, Eugene Fama publicou o artigo "O comporta-

"3 onde descreveu as principais caracteristicas dos

mento dos precos do mercado de agoes
mercados eficientes. No mesmo ano, Paul Anthony Samuelson, em seu trabalho "Prova
de que os precos adequadamente antecipados flutuam aleatoriamente"*, formalizou um
argumento matemaético para a eficiéncia dos mercados. Trata-se da introducao da hipotese

ergodica na economia, ver Peters [80].

O termo Hipotese de Mercado Eficiente (HME) foi utilizado pela primeira vez
por Harry Roberts em 1967, mas a defini¢do classica veio com Fama [27] em 1970. Em
1978, Michael C. Jensen [47]| apresentou uma classificagao das informagoes disponiveis no

mercado em trés categorias principais:

1. Pregos passados: Essa categoria inclui dados histéricos, como cotagoes anteriores de

ativos e outras informagoes temporais, como taxas de juros de periodos anteriores.

2. Informacoes publicas: Abrangem todos os dados acessiveis ao publico, incluindo

Esse processo, foi formalizado em 1905 por Albert Einstein e estudado com rigor matemaético
por Norbert Wiener.

Como a discussao nesse trabalho se baseia em modelos de tempo discreto a partir de agora
falaremos somente em caminhos aleatorios, do inglés "Random Walk".

Ver [29]

Ver [87]
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séries temporais historicas, noticias econdmicas e financeiras, além de outros dados

amplamente disponiveis para qualquer interessado.

3. Informagoes privadas ou de "insiders": Referem-se a dados que nao sao divulgados
publicamente, sendo conhecidos apenas por pessoas especificas, geralmente ligadas a

gestao ou operagao de uma empresa.

Essa classificacao corresponde aos trés niveis de eficiéncia que um mercado pode apresentar
e que foram considerados por Fama. Respectivamente, essas trés formas de eficiéncia sao:
fraca, semiforte e forte. Desse modo, a eficiéncia de um mercado depende da rapidez e da

precisao com que os precgos atuais refletem essas informacoes.

Assim, um mercado é considerado fracamente eficiente quando nao é possivel prever
os pregos futuros de ativos apenas com base nos valores passados. Isso significa que
todas as informacoes historicas, como precos anteriores e outras séries temporais, ja estao
completamente refletidas nos precos atuais de mercado. A logica dessa forma de eficiéncia
é que, se fosse possivel prever consistentemente os movimentos futuros com base nesses
dados historicos, os investidores explorariam esses padroes para obter ganhos por meio
de arbitragem. Em um mercado ideal, sem atritos como custos de transacao, restrigoes a
venda a descoberto ou controles de capital, os investidores comprariam ativos com previsao
de valorizacao e venderiam aqueles com expectativa de queda, buscando maximizar seus

retornos com base nessas previsoes.

No entanto, para que essas oportunidades de arbitragem sejam eliminadas, os pregos
de mercado precisam se ajustar de maneira rapida e eficiente a novas informagoes. Isso
impede que os investidores obtenham lucros consistentes com base em padroes passados de
precos, ja que as oportunidades de exploracao desaparecem rapidamente. Como resultado,
o conceito de eficiéncia fraca de mercado sugere que os pregos seguem um comportamento
de um caminho aleatério, como argumentava Bachelier, ou seja, nao sao influenciados de
forma sistematica pelos movimentos histéricos. Dessa forma, prever o comportamento
futuro dos precos com base apenas em dados passados se torna inviavel, uma vez que o

mercado ja assimilou essas informacoes, impedindo que padroes previsiveis persistam.

Ja em um mercado semiforte eficiente, nao é possivel prever os precos futuros
utilizando apenas informagoes piblicas. As informagcoes publicas englobam uma vasta gama
de dados disponiveis gratuitamente, como séries temporais, indicadores macroecondémicos
(PIB, inflagao, taxas de juros) e noticias corporativas (balangos financeiros, lucros, perdas,
planos de investimento). Quando uma nova informagao relevante é divulgada, os pregos dos
ativos tendem a reagir de forma rapida, ajustando-se conforme o impacto dessa noticia, seja
positivo ou negativo. Depois desse ajuste, os precos devem encontrar um novo equilibrio
sem que haja qualquer padrao previsivel. Se fosse possivel identificar padroes apos esses

ajustes, novamente surgiriam oportunidades de arbitragem. Portanto, em um mercado
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semiforte eficiente, a reagao rapida e precisa as informagoes publicas impede que essas

oportunidades se concretizem.

Por fim, um mercado é classificado como fortemente eficiente quando, além das
informagoes publicas, também as informagoes privadas nao permitem prever pregos futuros.
Aqui, as informagoes privadas referem-se a dados exclusivos, disponiveis apenas para
insiders, como executivos de empresas ou membros de bancos centrais e 6rgaos reguladores.
Em um mercado fortemente eficiente, até mesmo essas informagoes privilegiadas ja estariam
incorporadas nos pregos dos ativos, tornando impossivel para qualquer investidor, mesmo
aqueles com acesso a dados confidenciais, obter retornos superiores de forma consistente.
Essa forma de eficiéncia é a mais desafiadora, ja que pressupoe que o mercado reflete
completamente todas as informagoes possiveis, publicas e privadas, garantindo que nao

existam brechas para arbitragem ou previsibilidade.

As criticas & Hipotese dos Mercados Eficientes (HME) ganharam forga nas décadas
de 1980 e 1990, questionando suas suposi¢oes fundamentais. Em 1980, Grossman e
Stiglitz [34], em seu artigo "Sobre a impossibilidade de mercados informacionalmente
eficientes", argumentaram que a existéncia de custos para a obtencao de informacgoes
inviabiliza a perfeita eficiéncia informacional dos mercados, pois, se todos os dados fossem
gratuitos e disponiveis, nao haveria incentivo para coletar informacgoes. Em 1985, De
Bondt e Thaler [24], no estudo "O mercado de agoes exagera?", demonstraram evidéncias
de reacoes exageradas dos pregos dos ativos, ajudando a fundar o campo das financas
comportamentais, que explora as limitagoes cognitivas dos investidores. A crise financeira
de 2007-2008, muitas vezes vista como uma refutacao da HME, foi interpretada por
autores como [5], em "A crise financeira global e a hipotese do mercado eficiente: O que
aprendemos?", como um exemplo de falha na aplicacao adequada das licoes dos mercados

eficientes, ao invés de uma negacao completa de sua validade.

Em contrapartida, John Maynard Keynes [54| argumentou que o sentimento dos
investidores e a psicologia do mercado tém um papel crucial nos mercados financeiros,
destacando que o investimento baseado em expectativas de longo prazo é extremamente

complexo e arriscado.

Investment based on genuine long-term expectation is so difficult
as to be scarcely practicable. He who attempts it must surely lead
much more laborious days and run greater risks than he who tries
to guess better than the crowd how the crowd will behave; and,

given equal intelligence, he may make more disastrous mistakes. °
(Keynes [54], pg. 157).

Em vez de se basear nos fundamentos do mercado, ele sugeriu que muitos investi-

5 O investimento baseado em expectativa genuina de longo prazo é tao dificil que é dificilmente praticavel. Aquele

que tenta isso deve certamente levar dias muito mais trabalhosos e correr riscos maiores do que aquele que
tenta adivinhar melhor do que a multiddao como a multiddo se comportaré; e, dada a mesma inteligéncia, ele

pode cometer erros mais desastrosos.
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dores preferem tentar prever o comportamento da multidao ¢, uma estratégia que, embora
mais arriscada, pode ser mais eficaz. Para Keynes, calcular uma medida objetiva dos
fundamentos do mercado é dificil e custoso, além de depender da concordancia de varios

investidores sobre quais varidveis sao realmente relevantes para a precificacao dos ativos.

Herbert Simon [90] complementou essa visao ao enfatizar que os individuos possuem
racionalidade limitada, sendo incapazes de obter ou processar todas as informagoes
disponiveis para tomar decisoes 6timas. Diante dessas limitagoes, ele argumentou que os
agentes recorrem a regras praticas simples, que, embora nao perfeitas, sao suficientes para
a tomada de decisao sob incerteza. Além disso, Milgrom e Stokey [73| apresentaram alguns
teoremas de nao negociagao, que afirmam que, em um cenario onde todos os agentes sao
racionais e essa racionalidade é de conhecimento comum, a negociagao nao ocorreria, ja
que os agentes antecipariam o valor das informacoes privadas dos outros agentes. O que
contrasta com o elevado volume de negociacao observado em mercados reais, como agoes e
cambio. Assim, a racionalidade limitada reflete de forma mais realista o comportamento

humano do que a ideia de racionalidade perfeita com decisdes sempre otimizadas.

Nos anos 1970, essa perspectiva foi refor¢cada pelos experimentos de Kahneman e
Tversky [49], que demonstraram que, em situagoes de incerteza, os individuos frequente-
mente nao se comportam racionalmente, utilizando frequentemente heuristicas, ou seja,
regras simples de decisao, que podem gerar vieses significativos. Esses estudos desafiam a
ideia de que os individuos tomam decisoes racionais para maximizar a utilidade esperada,
apresentando uma visao mais pratica do comportamento humano. Para uma discussao
aprofundada sobre esses temas, as palestras memorial Nobel de Simon [91] e Kahneman

[48] sdo boas referéncias.

A maior parte dessas criticas ataca a simplicidade das abordagens e o exagero
das hipoteses que foram necessarias & economia neoclassica para tornar seus modelos,
quase sempre lineares, matematicamente trataveis. No entanto, com o recente avanco da
computacao, o fato de que ferramentas computacionais se tornaram amplamente disponiveis
no final dos anos 1980 estimulou enormemente o desenvolvimento e a analise de simulagoes

numéricas, viabilizando uma abordagem por sistemas complexos.

A defini¢ao de complexidade varia significativamente segundo a area de conhe-
cimento. Segundo Meyers [72| existem mais de 45 defini¢bes de complexidade. Aqui
adotaremos as seguintes definigdes presentes em [72|; complexidade ¢ a quantidade de
informacao necessaria para descrever um sistema de modo que um sistema complexo
é caracterizado por suas propriedades emergentes, isto €, pela formacao espontanea de
estruturas auto-organizadoras em miltiplos niveis do sistema. No entanto, para o fi-
l6sofo francés Edgar Morin, considerado o "fundador da ciéncia da complexidade"por
pesquisadores como Demo [25];

6 Tradugao livre de crowd e empregado no mesmo sentido de Keynes [54]
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Sua primeira defini¢do nao pode fornecer nenhuma elucidacao; é
complexo o que nao pode ser reduzido a uma palavra-chave, o que
nao pode se resumir a uma lei nem a uma ideia simples. Em outros
termos, o complexo nao pode se resumir & palavra ’complexidade’.

Morin critica o grande paradigma ocidental, originado na filosofia cartesiana durante
a revolucao cientifica, caracterizado por ser disjuntor e redutor. Ele fragmenta areas e
teorias para explicd-las em partes simples, mas falha em apreender a complexidade dos
fenomenos. Em contraposi¢ao, Morin propoe o pensamento complexo. Este, ao contrério
do reducionismo, busca compreender a interconexao entre as partes e o todo, reconhecendo
a importancia das relagoes, da organizacao e de propriedades emergentes nos sistemas.
Assim, Morin propée um modelo de conhecimento que é ao mesmo tempo integrador e

contextual, capaz de lidar com a incerteza, a diversidade e a complexidade do mundo real.

Mesmo com a difusao de tais conceitos sendo limitada na matematica, muito devido
a sua falta de um rigor apropriado por definicao, a abordagem de sistemas complexos
encontra sua melhor aproximagao na teoria de sistemas dinamicos, que, segundo Palis
e Takens [79] é a teoria que descreve modelos matematicos de evolugao temporal, como
equacoes diferenciais e aplicacoes. E possivel tracar influéncias desse movimento direta
e indiretamente. Um exemplo notéavel é a teoria qualitativa proposta pelo matematico

francés Jules Henri Poincaré,

L’étude compléte d’une fonction comprend deux parties :

1. Partie qualitative (pour ainsi dire), ou étude géométrique de la
courbe définie par la fonction;

2. Partie quantitative, ou calcul numérique des valeurs de la fonc-
tion.

... Cette étude qualitative, quand elle sera faite complétement, sera
de la plus grande utilité pour le calcul numérique de la fonction
et elle y conduira d’autant plus facilement que ’on connait déja

des séries convergentes ... 7 (H. POINCARE, IN MEMOIRE SUR LES COURBES
DEFINIES PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE (1ERE PARTIE), (1881), 375-422.

Essa abordagem é hoje amplamente utilizada, ver [92].

O matemético americano Robert Devaney divide, em [26], a historia da teoria de
sistemas dinamicos em quatro momentos que revolucionaram essa area da matematica.
O primeiro e, segundo Devaney [26], o mais importante ocorreu em 1890, quando o rei
Oscar II da Suécia anunciou um prémio para o primeiro cientista que pudesse resolver
o problema de n-corpos e, assim, provar a estabilidade do sistema solar. Ao estudar o

problema, Poincaré descobriu que em modelos definidos por equagoes nao lineares pode

7 O estudo completo de uma fungdo compreende duas partes:

1. Parte qualitativa (por assim dizer), ou estudo geométrico da curva definida pela fungéo;

2. Parte quantitativa, ou calculo numérico dos valores da funcao.

... Este estudo qualitativo, quando for concluido, sera de grande utilidade para o calculo numérico da funcao e

conduzirda de uma forma mais facil para que se conhega as séries convergentes ...
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haver a existéncia de pontos homoclinicos, chamados por ele de bi-assintéticos, onde uma
trajetoria no espago de fase se aproxima assintoticamente de uma mesma soluc¢ao tanto
no passado quanto no futuro. Ele percebeu que a presenca desses pontos implica em
uma dindmica muito mais complexa do que qualquer uma que se havia imaginado até
o momento, tornando extremamente dificil o célculo ou a descricao de forma exata das
orbitas das solugoes. Assim, em seu artigo, que foi amplamente difundido, empregou
e defendeu o método qualitativo mencionado no paragrafo anterior para sistemas nao
lineares. Ja na década de 1930, G.D. Birkhoftf ampliou as ideias de Poincaré e destacou
o estudo de processos iterativos como alternativa para compreender o comportamento

dindmico de equagoes diferenciais.

O segundo marco surgiu na década de 1960, com Stephen Smale e Edward Lo-
renz. Smale demonstrou a possibilidade de compreender o caos utilizando um modelo
topologico hoje chamado de "ferradura de Smale", que introduziu a dindmica simbolica
como ferramenta analitica. O modelo da ferradura se tornou fundamental para entender o
fendmeno dos pontos homoclinicos. A introdugao desse conceito marcou uma mudanca
significativa na teoria dos sistemas dinamicos, trazendo novas perspectivas e direcionando
grande parte das pesquisas subsequentes na area. Paralelamente, Lorenz identificou a
sensibilidade as condig¢oes iniciais em modelos meteorolégicos, destacando a relevancia do
caos em fenomenos naturais. Na década de 1970, T. Y. Li e James Yorke popularizaram
o termo "caos"ao demonstrar que fungoes simples podem exibir comportamento cadtico,
mesmo na reta real. Essa descoberta renovou o interesse na area, enquanto os trabalhos

de Oleksandr Sharkovsky estabeleceram relagoes precisas entre ciclos peridédicos e caos.

O terceiro momento historico foi a explosao de pesquisas em dindmica nao linear
nas décadas de 1970 e 1980. Descobertas como as de Robert May na biologia matemaética
e Mitchell Feigenbaum sobre a universalidade no caos abriram novas perspectivas. Fer-
ramentas como a teoria dos atratores estranhos e o estudo das bifurcagoes consolidaram
o entendimento do caos em diversos sistemas. Uma década apos Lorenz ter feito suas
observacoes, John Guckenheimer e Robert F. Williams alavancaram a teoria dos atra-
tores estranhos para explicar esse fendmeno. Simultaneamente, a teoria das bifurcagoes
somada & dindmica simboélica surgiu como uma ferramenta crucial para o entendimento do

comportamento complexo dos sistemas dindmicos nao lineares.

Finalmente, o quarto marco foi a chegada dos computadores modernos, que possibi-
litaram a visualizagao grafica e o estudo experimental de sistemas dinamicos. A descoberta
do conjunto de Mandelbrot em 1980 reavivou o interesse por trabalhos anteriores e
trouxe avancos significativos na andlise de iteragoes de fungoes complexas. Computadores
transformaram-se em ferramentas indispensaveis para explorar o comportamento dinadmico

€ O Caos.

Paralelamente, em 1984 foi fundado O Santa Fe Institute (SFI) por um grupo de
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cientistas, quase todos vindos do Laboratério Nacional de Los Alamos, incluindo George
Cowan, David Pines e Stirling Colgate. Desde o inicio, o instituto se propos a promover
uma nova area de pesquisa interdisciplinar, conhecida como teoria da complexidade ou
sistemas complexos. O objetivo era oferecer uma abordagem alternativa & crescente
fragmentacgao da ciéncia, que os fundadores percebiam como resultado da especializagao
excessiva. Em vez disso, o SFI buscava estimular a sintese entre diferentes disciplinas,
promovendo uma visao mais integrada e colaborativa da investigacao cientifica. Nesse
contexto, um grupo de economistas vinculados a esse instituto comecou a abordar o
problema das hipoteses de agentes racionais e eficiéncia de mercado do ponto de vista de

sistemas complexos.

Como exposto acima, a eficiéncia de mercado estéd baseada na hipotese de raciona-
lidade dos agentes participantes desse mercado. Ao se considerar um modelo de agentes
heterogéneos, isto é, a distribuicao nao degenerada de diferentes niveis de racionalidade
em uma populacao de agentes, obtém-se, na maioria dos casos, modelos nao lineares e o

subsequente comportamento cadtico que pode ocorrer, como observado por Brock [14].

Ha vantagens nesse tipo de abordagem, por exemplo, um aspecto intrigante dos
sistemas de agentes heterogéneos e evolutivos é que eles conseguem replicar varias carac-
teristicas estilizadas observadas nas séries temporais financeiras, ver LeBaron, Arthur e
Palmer [61]|. Entre essas caracteristicas destacam-se a imprevisibilidade dos retornos, a
presenca de caudas pesadas, o agrupamento de volatilidade e a memoria de longo prazo no
retorno de ativos. As flutuagoes nos precos, que se afastam dos valores fundamentais, e a
volatilidade excessiva podem ser causadas pela incerteza sobre os fundamentos econémicos,
mas sao amplificadas pela interacao evolutiva entre diferentes estratégias de negociacao
limitadamente racionais. Grande parte dessa pesquisa tem um forte componente computa-
cional, utilizando simulagoes de sistemas adaptativos complexos para explorar a dindmica

do mercado, ver Arthur et al. [4].

Na virada do século, houve um aumento significativo no interesse por sistemas
multiagentes. Mercados financeiros, quando modelados como sistemas adaptativos evoluti-
vos, compostos por agentes interativos com racionalidade limitada, tém sido amplamente
estudados por varios pesquisadores, Brock e Hommes [15, 16] respectivamente publicados
em 1997 e 1998, além de Chiarella e He [20], Farmer [30], Gaunersdorfer, Hommes e
Wagener [32], LeBaron, Arthur e Palmer [61], Lux [65] e Lux e Marchesi [67].

O conceito de dinamica de equilibrio racional adaptativo (ARED) foi primeiramente
apresentado por William A. Brock e Cars H. Hommes em [15], no artigo intitulado "Uma
rota racional para a aleatoriedade" como uma forma de modelar a heterogeneidade dos
agentes. A premissa central do ARED é que os agentes financeiros tomam decisoes com
base em suas expectativas sobre variaveis relevantes, como o preco de um ativo. Estes

investidores tém a opcao de selecionar entre um conjunto limitado de previsores, que



20

sao fungoes dos valores passados dessas variaveis, refletindo assim todas as informacoes
disponiveis no momento da decisao. Contudo, o processo de obtencao de informacoes nao
¢é gratuito: cada previsor tem um custo associado. Em geral, preditores mais avancados e
complexos tém um custo maior do que preditores mais simples e basicos, que sao menos
precisos. O modelo apresentado em [15], que daqui em diante sera chamado por BH97
seguindo a nomenclatura de [41], desenvolvido com base em um modelo cobweb com
oferta e demanda lineares, descreve a dindmica evolutiva entre estratégias de previsao
concorrentes, nas quais o estado da economia e a distribuicao de agentes em diferentes

regras de expectativa evoluem conjuntamente ao longo do tempo.

Ja o modelo BH98 apresentado em [16] representa como diferentes tipos de agentes,
caracterizados por seus comportamentos ou estratégias baseadas em diferentes crengas
sobre o prego observado de um ativo, explicam flutuacgoes erraticas e outras propriedades
de séries financeiras que fogem as explicagoes propostas por modelos classicos. O modelo
BH98, que pode ser visto como uma aplicagao da estrutura de BH97 a mercados financeiros,
foi proposto para ser uma versao expandida e, até certo ponto, analiticamente tratével de

mercados artificiais mais complicados de Arthur et al. [4] e LeBaron, Arthur e Palmer [61].

1.1 OBJETIVOS E ORGANIZAGAO DO TEXTO

Tendo em vista a centralidade e influéncia dos modelos BH97 e BH9S, este trabalho
busca, através do estudo desses modelos, investigar e entender a relagao entre conceitos
matematicos inerentes a teoria de Sistemas Din&micos Discretos e sua manifestagao como
fatores determinantes de fenomenos criticos e estatisticos em modelos econdémicos que
evoluem ao longo do tempo. Buscaremos mostrar que, mesmo em um modelo simples, com
a adicao da hipotese de heterogeneidade de agentes, é possivel obter, com o aumento da
capacidade adaptativa dos agentes 3, uma dindmica cadtica caracterizada pela existéncia
de um atrator estranho. Desse modo, o principal resultado matemaético é expresso no

seguinte teorema, estabelecido em [15]:

Teorema A. Para curvas de demanda e oferta genéricas, suficientemente prozimas na
topologia C? de curvas lineares, o modelo cobweb com expectativas racionais versus ingénuas

exibe um atrator estranho para um conjunto de medida de Lebesgue positiva de valores de

B.

Do ponto de vista estatistico, estamos interessados em entender como tais pro-
priedades dindmicas, quando munidas de um ruido aleatoério, sao capazes de gerar fatos
observados em séries empiricas, como agrupamento de volatilidade, efeito de memoéria
e caudas pesadas na distribuicao de retornos. Objetivamos demonstrar que métodos
de méxima verossimilhanca simulada sao capazes de estimar com elevada precisao os

parametros de modelos aplicados a diferentes tipos de dados financeiros. Ao incorporar
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os conceitos de heterogeneidade de agentes e racionalidade limitada na modelagem de
mercados financeiros reais, por meio do ajuste a séries temporais de pregos de fechamento
de ativos, buscamos evidenciar que esses mercados se comportam como sistemas complexos,

com dindmicas fracamente caoticas.

Dessa forma, sao enfatizados os objetivos especificos a seguir:

e Objetivo 1: Identificar fendmenos dinamicos presentes no modelo em questao e
investigar se esses fendmenos afetam, bem como de que maneira e em qual medida,

a dindmica evolutiva do modelo comparado com modelos e hipoteses classicas.

e Objetivo 2: Calibrar o modelo a diferentes séries historicas empiricas de mercados

financeiros.

e Objetivo 3: Apresentar como os modelos explicam fatos estatisticos observados

empiricamente nos dados de ativos financeiros reais.

Para esse fim, o trabalho esté organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2, ap6s introduzir o modelo BH97 para um ntmero H de agentes,
nos limitamos ao estudo do caso com apenas dois tipos de agentes, caracterizados como
racionais e ingénuos de acordo com a postura que adotam frente a situacao atual. Para esse
caso, exploramos estabilidades e bifurcacoes que ocorrem com o aumento do pardmetro
que mede a intensidade com que os agentes se adaptam a novos cenarios. Apresentamos

interpretagoes econémicas para os resultados obtidos.

No Capitulo 3, introduzimos o modelo BH98 para um ntmero H de agentes, e
verificamos numericamente as principais propriedades dindmicas que o modelo possui,
como uma bifurcacao de Hopf gerando ciclos quase-periddicos e, posteriormente, a presenca
de orbitas caoticas. Além disso, introduziremos o estimador por maxima verossimilhanca
nao paramétrica simulada e discutiremos sua adaptacao ao modelo BH98, assim como

suas principais vantagens e desvantagens.

Em seguida, no Capitulo 4 realizamos um estudo via simulagoes de Monte Carlo
para comprovar a aplicabilidade ao modelo e sua capacidade de recuperar, inicialmente, o
parametro de adaptabilidade dos agentes, 3 e, em seguida, os 4 parametros para o modelo

com 2 tipos de agentes e os 6 parametros para o modelo com 3 tipos de agentes.

Com base nos experimentos do capitulo anterior, no Capitulo 5 ajustamos o modelo
a séries financeiras reais de diferentes classes de ativos, discutimos esses resultados e
comparamos com os resultados obtidos na literatura. Além disso, caracterizamos os
mercados analisados como sistemas complexos através da aproximacao do maior expoente
de Lyapunov e verificamos a capacidade do modelo ajustado de reproduzir os fatos

estatisticos estilizados citados anteriormente.
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Por fim, o Capitulo 4 conclui o texto. No Apéndice A, visando tornar o texto
mais acessivel, sao introduzidas nogoes gerais de Teoria de sistemas dinamicos discretos,
como a nog¢ao de ponto fixo, estabilidade, conjuntos invariantes, hiperbolicidade, 6rbitas

homoclinicas, bifurcagdes, maior expoente de Lyapunov e atratores estranhos.

Todas as imagens, figuras e simulagoes apresentadas foram produzidas pelo autor
em seu computador pessoal, utilizando a linguagem de programacao Python 3.8.20, assim
como a biblioteca Matplotlib [44] e o programa Inkscape. Os célculos das estimativas
apresentados no Capitulo 3 contaram com a colaboracao da Rede Integrada de Pesquisa
em Alta Velocidade, RePesq, da UFJF.
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2 MODELO COBWEB COM AGENTES HETEROGENEOS E RACIO-
NALIDADE LIMITADA

A discussao sobre a racionalidade dos agentes e se um modelo de agente adotando
expectativas completamente racionais representaria bem uma multidao de tipos de agentes
com crencas particulares ¢ uma das mais importantes nos estudos econdémicos desde
que trabalhos seminais como John F. Muth [75] se tornaram prética comum na teoria
econdmica. Muth, que em [75] propos a hipotese das expectativas racionais, defendendo
os beneficios de adotar essa hipotese, destacou que as expectativas em mercados eficientes

sao suficientemente racionais. Segundo o autor

if expectations were not moderately rational there would be
opportunities for economists to make profits in commodity specu-
lation, running a firm, or selling the information to present owners.

L Muth [75], pg 330

Outro defensor de expectativas racionais, Milton Friedman [31] argumentou nesse sentido
que agentes nao racionais nao conseguirao sobreviver a competigao evolutiva e, portanto,

serao excluidos do mercado.

Em contraste, Grossman e Stiglitz defenderam em [34] que, se o mercado fosse
perfeitamente eficiente, os agentes nao estariam dispostos a arcar com o custo de obter
informacoes, ji que esses dados ja estariam embutidos nos precos. Por outro lado, se
nenhum agente buscar informagoes devido a falta de incentivos, os precos nao poderiam
refletir adequadamente o valor real dos ativos, gerando ineficiéncias de mercado. Dessa
forma, Grossman e Stiglitz propuseram que os mercados nao podem ser completamente
eficientes, pois um certo grau de assimetria informacional é necessario para que a coleta de
informagoes seja recompensada, e para que os agentes informados possam obter retornos

baseados em suas analises.

Esse argumento, conhecido na literatura como Paradoxo de Grossman e Stiglitz,
desafia diretamente a visao tradicional de mercados totalmente eficientes, ao introduzir a
nocao de que a presenca de custos de informacao e a existéncia de agentes informados e nao
informados sao condi¢oes fundamentais para o funcionamento dos mercados. O equilibrio
entre o custo de adquirir informacoes e os beneficios obtidos a partir dessa coleta define o
nivel de eficiéncia que um mercado pode alcancar, mas essa eficiéncia nunca sera total,
uma vez que a completa eficiéncia eliminaria o incentivo para que os agentes buscassem

informacgoes, levando a falha do préprio mercado.

Nesse capitulo vamos ilustrar esse mecanismo geral através de um exemplo simples
com dois preditores. Os agentes podem escolher comprar, a um custo informacional

pequeno, mas positivo, um preditor sofisticado H; que garante baixo ou nenhum erro na

1 se as expectativas nao fossem moderadamente racionais, haveria oportunidades para os

economistas lucrarem com a especulagao de commodities, administrando uma empresa ou
vendendo as informagoes aos atuais proprietarios.
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previsao, ou, de forma gratuita, utilizar um preditor simples Hy com um alto erro associado.
Podemos considerar o preditor H; como uma informacao privilegiada ou uma analise mais
rebuscada e custosa dos dados disponiveis e o preditor Hy como uma estimativa ao acaso
ou um chute. Os agentes decidem racionalmente entre os preditores e tendem a selecionar
aquele que proporciona o menor erro de previsao ou o maior lucro liquido. Nesse sentido,
buscamos desenvolver e estudar o modelo proposto por W. Brock e C. Hommes em [15]

que em diante sera abreviado por BH97 adotando a abreviagao utilizada por [40].

O interesse econdémico desse capitulo é, portanto, estudar a hipotese forte de
mercados eficientes na dindmica de um modelo onde os agentes tém a possibilidade de
pagar por uma informagao ou um preditor. Assim, é interessante comparar as consequéncias
desse estudo com o ponto de vista tedrico proposto anteriormente. Do ponto de vista
matemético, o objetivo principal é apresentar um tratamento analitico, baseado em [15],
para um modelo econdmico simples, o cobweb, simplificado ainda mais por hipoteses
de linearidade das funcoes de oferta e demanda, mas que, devido a nao linearidade da
equagao de diferencas que definem o sistema dindmico, que por sua vez decorre da hipdtese
de agentes heterogéneos, produz uma dindmica bastante complexa. Assim, buscamos
exemplificar a dificuldade da abordagem analitica. Portanto, todas as simulagoes numéricas
feitas nesse capitulo buscam somente tornar claros e mais intuitivos os resultados e suas
demonstracoes. Esperamos, assim, mostrar que esse problema pode ser modelado com a

dindmica complexa de um emaranhado homoclinico em um sistema hiperbdlico.

2.1 A ABORDAGEM ARED PARA O MODELO COBWEB

O modelo cobweb classico descreve as flutuagoes nos pregos e quantidades em
torno de um equilibrio em mercados para um bem de consumo nao estocavel e nos
quais a oferta e a demanda estao inicialmente em desequilibrio. Assim, o bem leva
um certo periodo para ser produzido, de forma que o modelo atua em tempo discreto.
No modelo classico, os produtores simplesmente reagem a precos passados, ajustando a
quantidade produzida, enquanto os consumidores reagem a precos atuais, ajustando a
quantidade demandada. Essa dinamica pode resultar em oscilagoes ciclicas nos pregos e
nas quantidades, representando um desequilibrio temporario entre oferta e demanda. O
modelo cobweb é comumente utilizado em economia para aplicagoes em mercados agricolas,
como os ciclos do milho, da soja ou do gado, fornecendo insights sobre a dinamica de

curto prazo em situagoes de desequilibrio desses mercados.

Consideramos as funcoes demanda D : R — R e oferta S : R — R como fungoes
invertiveis, diferencidveis com derivadas continuas. Além disso, o modelo tem por hipotese
que a demanda é estritamente decrescente e positiva, enquanto a oferta é estritamente
crescente e nao negativa. Assim, podemos considerar somente a dindmica dos produtores

de forma que o modelo é um sistema dindmico unidimensional de tempo discreto definido
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pela composicao
perr = D7 (S(pr). (2.1)

Definicao 2.1.1. O estado estaciondrio® no modelo cobweb é um ponto p* que €

alcang¢ado quando a quantidade demandada qq = D(p*) € igual & quantidade oferecida
ds = S(p*)

Nesse estado, nao ha mais mudancas na oferta ou na demanda, indicando um ponto

fixo do sistema dindmico (2.1).

Definigao 2.1.2. Dado h > 0. A elasticidade pre¢o da oferta E; em um ponto p € a
variagdo percentual na quantidade oferecida S(p) = qs dividida pela variag¢ao percentual no

preco p, expressa pela formula:

o _ Da:/as _ Sp+h)—Sp)  p
" Ap/p h S(p)

A elasticidade preco da demanda Eg € a variacao percentual na quantidade demandada

D(p) = qq dividida pela varia¢ao percentual no prego p, expressa pela formula:

pd — Bda/qa _ Dp+h)—Dp) p
P Ap/p h D(p)

Essas formulas capturam a sensibilidade da oferta e da demanda as mudancas nos

precos, fornecendo uma medida quantitativa da elasticidade no modelo cobweb.

Figura 1 — (a) modelo cobweb com a curva de oferta mais eldstica que a curva de demanda
— (b) modelo cobweb com a curva de demanda mais eldstica que a curva de oferta

Q Q
S s
qz P 4
L D G2
D
pi p2 pP1 D3 P P2 Pap- ps pi P

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2 Tradugdo livre do termo em inglés "steady state".
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O nome do modelo foi dado por Kaldor [50] em 1934 ao analisar a dindmica de um
mercado com curvas de oferta e demanda, obteve diagramas semelhantes aos da Figura 1,
concluindo que o chamou de Teorema cobweb ou teia de aranha. Esse teorema afirma que,
dado p* um estado estacionario das curvas de oferta S e demanda D, entao, o preco de
mercado converge para o estado estacionario p* se em uma vizinhanca desse ponto, o valor
absoluto da elasticidade-preco da demanda for maior do que a elasticidade-preco da oferta.
Por outro lado, se a curva de oferta é mais elastica que o modulo da elasticidade da curva
de demanda, em uma vizinhanga do ponto de equilibrio, qualquer perturbagao & dinamica
dos pregos (2.1) tende a se afastar do estado estacionario, como mostra a Figura 1. O

teorema cobweb pode ser demonstrado utilizando a teoria desenvolvida no Apéndice A.

Proposicao 2.1.1. Seja p* um estado estaciondrio de curvas de oferta S e demanda D.
Se a elasticidade da oferta € menor que o modulo da elasticidade da demanda calculadas

no estado estaciondrio, entao o estado estaciondrio € localmente estavel.

= *
, entao em p

Demonstragao. De fato, suponha E7. < |Ez‘f*

Ags/q* ‘ Aqi/q*

Aps/p* | Apa/p*
de onde, passando ao limite, segue que
ds dD

%(p ) < %(P )
Usando que D~(S(p*)) = p*, pela regra da cadeia, temos

_ S'(p*) _ S
[ D/(D=HS ) 1D (p*)]

O resultado segue do Teorema A.1.2. m

(DS @)1= 1D (SE) - 8'(p)] <1

Essa condicao de estabilidade foi modificada posteriormente, & medida que modelos
de expectativas mais sofisticados foram adotados, como é o caso do modelo descrito a
seguir.

Na continuagao desta se¢ao, vamos explorar o modelo de teia de aranha aplicado
a cenarios em que estao presentes multiplos tipos de agentes. Tal situacao é comumente
referida como a condicao de agentes heterogéneos, que consiste em abordar a interacao e o
comportamento de diversos agentes com expectativas distintas. Antes de continuarmos,
vamos correlacionar os termos e conceitos usados no Apéndice A aos normalmente utilizados

em economia.

Observacao 2.1.1. Para organizar melhor as ideias, considere a sequinte correlagao entre

0s conceitos.
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1. Reservaremos o termo "Estado Estaciondrio” como exposto na Defini¢ciao 2.1.1 para
o ponto fixo que, no modelo cobweb cldssico, representa a intersecao entre a curva de

oferta e demanda.

2. Pelo termo "Equilibrio" queremos significar L™, isto €, o conjunto limite positivo dos
pontos do sistema. Veja a Definigao A.2.2. Assim, no modelo cldssico, o equilibrio
consiste no estado estaciondrio caso ele seja estavel pela Definicao A.1.5. Jd no
caso do modelo com agentes heterogéneos, o equilibrio pode variar de um ponto fixo
para um ciclo periodico e até mesmo para um atrator estranho, dependendo de um
pardmetro a ser definido. Essa diferenca entre o equilibrio cldssico e o equilibrio no
modelo BH97 é o ponto chave da argumentacao em [15] e, por consequéncia, nesse
trabalho.

3. A nocao de estabilidade, quando referente a dindmica coincide com a no¢ao exposta
na Definicao A.1.5 e na caracterizacao dada pelo Teorema A.1.2. Jd a nocao de
estabilidade do mercado, € uma caracteristica do modelo e estd associada ao caso
classico e portanto especificamente o estabilidade do estado estaciondrio. Dessa

forma, em virtude da Proposi¢cao 2.1.1 a estabilidade do mercado se reflete na
condi¢io |D71(S(p*))| < 1.

4. Os demais termos utilizados nesse capitulo devem conter os mesmos significados dos

termos apresentados no Apéndice A.

Os produtores devem formar expectativas para a quantidade produzida em um
periodo & frente baseada no preco do periodo atual. Aqui, adotaremos a abordagem
dinAmica de equilibrio racional adaptativo, ARED proposta em Brock e Hommes [15] para
o modelo cobweb, que consiste em adicionar K preditores H; : RF' - R, 1 < j < K,
isto é, fungoes que no tempo t fornecem uma estimativa do preco futuro em ¢+ 1 utilizando
um historico de L + 1 precos anteriores (py, - -+ ,pi—r) a um custo informacional C; > 0.
Assim, os agentes podem escolher racionalmente entre os preditores em funcao de sua

eficiéncia e custo, adaptando suas escolhas a cada instante discreto de tempo.

Considere os vetores de precos anteriores e de preditores dados respectivamente
por P, = (py,pi—1, - ,0i—1) € H(P—1) = (H1(P—1), -+ ,Hg(P;—1)). Sejam c: R — R a
funcao custo de producao associada a cada firma e C; o custo da informacgao obtida
de H;. Cada preditor H;, 1 < j < K tem a ele associado uma fungao lucro liquido
realizado 7; conhecida por todos os agentes e que serve para os agentes formarem uma
avaliacao publica da performance desse preditor. O lucro liquido realizado m;(piy1, H;(P))

pelo preditor H; quando o preco real é pyy; ¢ definido pela férmula,
i (Per1, Hi(B)) = peni S(H;(F)) — e(S(H;(R))) — Cj. (2.2)

A equagao (2.2) pode ser interpretada da seguinte maneira. No passo t + 1 o preditor

H;(P;) estipulou um prego p{ 41 com base nos L pregos anteriores, para esse preco foi
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produzida uma certa quantidade S(p] +1)- O lucro bruto obtido com essa quantidade
de produto foi pyiy - S(p) +1)- De onde obtemos o lucro liquido subtraindo os custos de

produgao ¢(S(p],,)) da quantidade S(p;,,) e o custo da informagao do preditor H;.

Assim, a avaliacao publica da performance dos preditores no tempo ¢t + 1 é formada

segundo a utilidade de cada preditor H; que ¢ definida da seguinte maneira,

M M
Upesr = > _ Wi m(peor—i Hi(Pior)), > wip = 1. (2.3)
k=0 k=0

U; é a média ponderada do histérico de lucro proporcionado por H;. Importante ressaltar
que essa informacao é piblica e pode ser considerada por todos os agentes em cada passo.
Dessa maneira, em cada passo, os agentes podem avaliar todos os preditores utilizados
anteriormente e decidir se mudam ou nao de estratégia. Essa dinadmica implica que o
nimero de agentes utilizando cada preditor deve variar ao longo da evolugao do sistema,

de modo que a fragao dos investidores utilizando o preditor H; no tempo t ¢é

n+(pe, H(Pi-1)), (BU;.)
exp gt

Z]K:l exp(BUj4) '

As fungoes n;,; sao definidas segundo o modelo logit multinomial amplamente utilizado

nje(pe, H(P1)) = (2.4)

em economia e que por sua vez tem como base tedrica as medidas de Gibbs em fisica
estatistica. Veja [21]| para resultados de existéncia e um tratamento matemético das
medidas de Gibbs. O texto de Anderson, De Palma e Thisse [2]| fornece um tratamento
extensivo para modelos de escolha discreta, em particular ao modelo logit multinomial e suas
aplicagoes em economia. Podemos encontrar em [76] uma derivagao da equagao (2.4) obtida
maximizando-se uma combinacao linear entre os lucros passados e a informagao disponivel
no mercado através do principio da méaxima entropia. A principal e mais importante
caracteristica desse modelo é que os agentes escolhem com intensidade exponencial cada
preditor, baseados em quao maior foi a adequacao da estratégia de negociacao que ele

representou na variacao dos precos historicos.

O parametro # > 0 indica a intensidade de escolha dos agentes, isto ¢, mede o quao
sensiveis e eficientes sao os agentes na selegao da estratégia de previsao 6tima. Assim, para
p =0, as fragdes sdo constantes e iguais para todos os preditores n;; = 1/K, implicando
que os agentes sao incapazes de avaliar e, portanto, indiferentes a cada estratégia de
previsao. J& no outro caso limite, § = 400, 0s agentes conseguem mensurar perfeitamente
qual a estratégia 6tima em cada passo da dindmica, uma vez que o aumento no parametro 3
implica em um aumento na racionalidade dos agentes. Esse caso corresponde & intensidade
de escolha pressuposta pela teoria neocléssica, podendo ser chamado de limite neoclassico

como em [40], e serd muito importante para a andlise do sistema nas proximas segoes.

Desse modo, obtemos o sistema dinadmico denominado modelo cobweb com
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crencgas heterogéneas:

Pi+1 = D! (Z nj,t(pt7H(Pt—1>) : S(Hj(Pt))) = F(pt, T ,Pt—L), (2-5)

U.
nj,t+1(pt+1>H(Pt)> = ngi(fp(ggl) ) (2-6)
j=1 Jt+1

A dindmica do sistema (2.5) pode ser interpretada economicamente como: Depois do prego
real em ¢ + 1 for revelado por (2.5), todos os preditores H; sao avaliados publicamente
de acordo com sua medida de performance U;;y1 e novas fracoes n;,;; sao determinadas
conforme (2.6). Com as novas fragoes, (2.5) determina o proximo prego p;.2 € assim por

diante. Os pregos e as fragoes de equilibrio, portanto, coevoluem ao longo do tempo.

E importante estudarmos, em seguida, alguns resultados de instabilidade locais
para o modelo cobweb com crengas heterogéneas, e coloca-los em perspectiva com o modelo
classico. Novamente, consideramos p* o preco no ponto onde a curva de demanda e oferta
se encontram, S(p*) = D(p*). Comecamos assumindo uma hipotese basica, de que as

curvas de oferta e demanda sao suaves e s6 se interceptam em um ponto.

Hipoétese 2.1.1 (H1). D ¢ estritamente crescente e positiva, S € estritamente crescente
e nao negativa, com S(0) = 0. As fungoes D,S e {H;} sao todas de classe C*. Para
todo preditor H;, o sistema dindmico D~*(S(H;(P,))) tem p* como seu tnico estado

estaciondrio.

Estamos interessados em estudar o caso em que o estado estacionério é instavel.

Assim, faz-se necessaria a seguinte hipotese,

Hipotese 2.1.2 (H2). Para o sequinte sistema

K
1
D(pen) = & > S(H;(P)), (2.7)
j=1
o estado estaciondrio p* ou p* = (p*,--- ,p*) de (2.7) € hiperbolico. Isto €, a linearizagao

de (2.7) no ponto p* néao tem autovalores no circulo unitdrio e, portanto, (2.7) € localmente

instdvel em p*.

A hipétese H2 significa que quando o custo de informacao for zero e os agentes
se encontrarem igualmente divididos entre as estratégias de predicao, isto €, a fragao de
agentes utilizando cada preditor H; é igual e constante n;; = 1/K, para todo j < K, o
sistema sera localmente instavel. Uma forma prética de interpretar H2 é considerar um
cenério onde nenhum produtor busca informagoes sobre o preco futuro ou é impossivel
a obtencao dessas informacoes. A divisao homogénea dos agentes garante que todo tipo

de estratégia serd adotada, tanto estratégias que se aproximam quanto estratégias que se
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afastam do precgo de equilibrio, causando, assim, uma oscilagado nos precos em torno desse
iltimo. No modelo, essa oscilagao é representada pelo fato de o estado estacionario ser
um ponto hiperbélico. Assim, toda vizinhanga suficientemente pequena de p* apresentaré
regioes atratoras mas também regioes repulsoras, o que é o bastante para garantir que o
sistema ¢é localmente instével nesse ponto. O cenario acima pode apresentar baixas chances
de acontecer em um mercado real, desse modo o préximo resultado estabelecera que o
mesmo ocorre para o modelo sem custo de informagao mesmo com os agentes nao estando

igualmente distribuidos.

Teorema 2.1.1. Sob as hipdteses H1 e H2 e supondo ainda que o custo pela informagao
¢ C =0, para todo H;, o sistema dindmico (2.5)-(2.6) € localmente instdvel no estado

estactondrio p*, que € um ponto hiperbolico.

Demonstragao. Pela hipotese H1, o sistema D(piy1) = S(H;(FP;)) tem p* como seu estado
estacionario. Entao, D(p*) = S(p*) de modo que p* = H;(p*), para todo 0 < j < K.
Assim, no estado estacionario temos n;.(pi, H(Pi—1)) = n(p*, p*). Mas, por defini¢do, para
todo t,

> nalp H(P)) = L (2.8)

o que implica em n(p*, p*) = 1/K.
Agora, aproximando por diferengas finitas, isto ¢, n, = An;(p:)/Ap; com Ap, =

Pi+1 — Pt, € aplicando a regra de cadeia, temos

D)y = 3 Al HUF) 3 AP,
Ap;

j=1
Por (2.8), ZjK:l An(py, H(P;—1)) = 0. Logo

K
/ * ]' / * * AP
D'(p) = 5 2 WIVH () 5 -
j=1

Assim, a linearizacgao de (2.5) ¢ a mesma de (2.7). De modo que se (2.7) é localmente

instavel no estado estacionario p*, (2.5) também é localmente instavel nesse ponto. O

Uma situacao analoga a considerada anteriormente é considerar o modelo com
custos de informacao decrescentes Cy > --- > C; > --- > Cg > 0 e onde todos os agentes
escolhem o preditor mais barato Hg. Esse preditor mais barato, que podemos considerar
como miope ou ingénuo, é com frequéncia utilizado em modelos econdémicos para efeito de
comparagao. E de se esperar que se todos os agentes adotarem a estratégia mais barata
Hyg em detrimento de preditores mais sofisticados e eficientes, a informacao disponivel
no mercado se torne cada vez mais escassa, afastando o preco previsto do prego real e,

portanto, tornando o mercado instavel. Vamos assumir essa situacao como hipotese.
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Hipotese 2.1.3 (H2'). Quando todos os agentes usam o preditor mais barato Hy, o estado
estaciondrio p* = (p*,--- ,p*) € hiperbdlico e localmente instdvel. Isto €, o modelo cobweb
simples

D(pi1) = S(H(F)).

com crengas heterogéneas € localmente instdvel no estado estaciondrio.

O resultado seguinte visa demonstrar, aproximando os sistemas dindmicos corres-
pondentes, que quanto maior for S maior sera a fracao de agentes utilizando o preditor
mais barato Hx quando o prego se aproxima do equilibrio p*, tornando o mercado local-
mente instavel. Essa situacao corresponde no modelo cobweb heterogéneo ao paradoxo de

Grossman e Stiglitz j4 mencionado acima.

Teorema 2.1.2. Supondo HI e H2” e que C; > C; > Cx > 0, para 1 < j < K, se a
intensidade de escolha [ for suficientemente grande, entdo o estado estaciondrio p* € um

ponto fixo hiperbolico e o sistema dindmico (2.5)-(2.6) € localmente instdvel em p*.

Demonstracao. Considere o sistema dindmico definido pela aplicagao de L 4 2 variaveis.

DPt+1 = D! (Z nj,t(Pt),H(Ptq) : S(Hj(Pt>)> = F(Pm ce 7]?th71) (2-9)

No estado estacionario, as equagdes (2.2) e (2.3) ficam

M
Up =m(p*,p") > _wi = m(p*,p") = p* - S(p") — e(S(p")) - C.
k=1

Como a diferenca entre o lucro e o custo é constante para todos os preditores no estado
de estacionario, podemos supor U; = —C;. Assim, obtemos uma nova expressao para as
fragoes,

exp(—BC;)
Zgl'(ﬂ exp(—BC})

Entao, consideramos o sistema dindmico dado por uma equacao de diferencas com L + 1

n;(B) = n:(p*, H(p*)) =

varidveis, descrevendo o equilibrio quando as fragoes de agentes usando o preditor H; estao

fixas nos valores estacionarios de (2.9).
K
Pt+1 = D! (Z n;(ﬁ)S(Hj(Pt))) = G(pt,pr-1, " s Pe-1) (2.10)
j=1

Notemos que, para todo p € R,

F(p*,-+,p%p) = DTN S®") - Y nu(p”, Hp", -+ ,p*,p))) = DT (S(p)) = p

OF
Opi—r-1

DF(p*) tem os mesmos L + 1 autovalores que DG(p*) mais o autovalor Ap, o = 0. De

De forma que a derivada parcial na tultima varidvel é = (. Assim, a matriz jacobiana
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modo que basta mostrar que (2.10) seja localmente instével no estado estacionério para

que (2.9) também o seja.

Nesse sentido, vamos considerar o seguinte sistema dinamico

per1 = D7 (S(Hk(R))) = H(pr, -+ pr-r+1) (2.11)

e mostrar que (2.10) tende a (2.11), no espago C*(RY, RY) com a norma || f|| = sup{ f(z), df ()},
quando 3 tende a +o00. Primeiro notamos que para 3 grande o suficiente, no estado esta-
cionario, a fracao de agentes usando o preditor mais barato tende a 1. De fato, usando a

hipétese C; > C}, temos, para 1 < j < K,

exp(~C) _ p(=BC)

0<ni(B) = K Fexp(—BCy) + exp(—BCK) ~ exp(—BCk)

= exp(=f(C; = Ck)).

Além disso, nj (f) =1 — ZJK:_II exp(—pC;). Segue, usando o teorema do confronto, que

n;(8) — 0, para j < K, e portanto, nj(8) — 1 quando 8 — +o0. Logo, aplicando em
(2.10) e (2.9) temos G — H pela norma do supremo com /3 — +o00. Para as derivadas

temos
oG (P) = nt 0;S(H;(P,)) _ . 9S(H(B))
Wi o (D (S mi(B)S(H(R)) ) )

7 9;D(G(R,))

Entao, quando  — o0,

oG | O S(Hg(P,)) _ OH
Op-x  OxD(D-Y(S(Hg(P)))) Opi-x’
oG 0 on se j # K.

— = ,
apt—j Opy— j

Concluimos que G tende a H na topologia C! quando 3 tende a +oo. Uma vez que a
hipotese H2” implica que (2.11) é localmente instavel no estado estacionario, podemos

concluir que (2.10) e portanto (2.9) também sdo localmente instéveis no estado estacionario.

]

2.2 MODELO COBWEB COM EXPECTATIVAS RACIONAL VERSUS INGENUA

Para um estudo mais aprofundado do tema que se propoe esse trabalho é necessario
lancar mao de simplificacoes que tornarao o modelo analiticamente tratavel. A primeira
delas diz respeito & dimensao do sistema, que por sua vez esta diretamente relacionada
com o nimero de tipos de agentes no mercado. No resto do capitulo, trabalharemos com
dois tipos de preditores: um representando as esperancas racionais e outro as esperancas

ingénuas. O modelo cobweb heterogéneo com dois preditores é dado por

pes1 = D7 (naye - S(HI(P,)) + nay - S(Ha(F))) (2.12)
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Para manter o modelo mais simples possivel, supomos que as funcoes demanda e oferta

sao lineares:

D(Pt) = A — Bpy,
S(H(P)) = bH(FR),

sendo a oferta derivada da funcao quadratica custo c(q) = ¢*/2b. Com (¢/)~!: ¢ — bq
e S = (d)7!. Supomos que o preditor H; representa as esperancas racionais e Hy as
esperancas ingénuas,
Hi(P;) = prya
H 2(Pt) = D¢

no qual o custo da informacao fornecida por H; é C' > 0 e por Hy é 0. Portanto, existe
um feedback negativo que afasta o preco do equilibrio quando a maioria dos agentes usa o
preditor sofisticado, e um feedback positivo que aproxima o preco do equilibrio quando
todos utilizam o preditor simples. Essas hipdteses permitem que as formulas para os lucros

liquidos realizados sejam analiticamente trataveis:

i (D1, Hi(B)) = peni S(H; () = ¢(S(H;(R))) = Cj.

b*piis b
7Tl(pt+1,10t+1) = Pey1 - bpe1 — 2b+ -C= §P§+1 - C.
b2p? b
7T2(pt+17pt) = Prt1 - bpr — % = Ept(2pt+1 — D).

As fracoes dos agentes usando a esperanca racional e a ingénua sao, respectivamente

o]

exp [B (2p?, — C)] +exp [B (2(2psape — p))]

o exp {ﬁ (gpt@pm - pt)ﬂ o

exp [ﬁ (%p?-kl — C)} + exp [ﬁ (%(2pt+1pt - p?))]

A fim de reduzir essas fracoes a um s6 parametro, tomamos M1 = Ny 11 — N2 141

Nyt =

De modo que, m; é um valor no intervalo [—1,1], sendo m; = —1 a medida de um
comportamento totalmente ingénuo dos agentes e m; = 1 a medida de um comporta-

mento totalmente racional. De (2.13) e (2.14) e depois multiplicando e dividindo por

exp [—§ (%(pt2+1 + 2Dt 1pe — pfﬂ) — C')}, obtemos

exp [B (gpfﬂ — C’)} — exp [5 (%(zpt—l-lpt - p?))]
exp [ﬁ (gpgﬂ — O)] + exp [ﬁ (g(2pt+1pt - p%))}

= tanh {g (g(pt+1 —p)? — 0)] (2.15)

mMi4+1 =
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Como, ny; = (m¢+1)/2 e noy = (1 — my)/2 aplicando em (2.12) temos

1 1—
A— +mt'b'pt+1— o
DPt+1 = 2 2
t+ B

'b'pt

O prego no estado estacionario é dado por A/(b + B). Sem perda de generalidade,
podemos fazer uma mudanca de coordenadas para que esse preco se encontre sob a origem.

Assumindo que A = 0, segue que

—b(1 —my)

= .y, = m 2.1
Pt = OB b(1 +my) f(p, i) (2.16)
Aplicando em (2.15)
B b b(1 —my) 2 9
Mt = tan (2 2\ 2B + b(1 + my) tl)p=C 9(pe; ) (2.17)

Denotamos o sistema dindmico bidimensional nao linear (2.16) e (2.17) por

(Per1, meg1) = Fp(pe, me) = (f (e, ), 9(pe, M) (2.18)

Assim, fica definida a dindmica de equilibrio racional adaptativa do modelo de cobweb
com esperancas racionais versus ingénuas, com oferta e demanda lineares. A partir de
agora, até a Secao 5.1 utilizaremos, em todas as simulagoes numéricas do sistema dado

pelas equagoes (2.16) e (2.17) os valores de parametros dados pela seguinte tabela:

Tabela 1 — Valores de parametros utilizados nas simulagoes numeéricas.

B b A C
05 135 0.0 1.0

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Estudaremos na secao seguinte o surgimento de um atrator estranho no modelo
para valores da intensidade de escolha [ acima de um certo valor critico. No entanto,
mesmo antes disso, o sistema ja apresenta mudancas qualitativas em sua dinamica com o
aumento de (. Primeiro, temos um valor critico 3; para o qual § > [; implica em uma
mudanga do estado estacionario de globalmente estavel para um ponto hiperbélico de sela
através de uma bifurcagao de duplicacao de periodo, criando um ciclo de periodo 2. Logo
depois, outro valor critico 35 é responsavel por causar uma bifurcacao de Hopf criando

quatro ciclos com periodo 4.

Nas simulagoes numéricas apresentadas na Figura 2 é possivel observar essas
mudancas qualitativas com o aumento do parametro (3, tanto na trajetoria de uma
solucao inicial destacada pela variedade instavel, quanto na série temporal de precos.

Especificamente, na Figura 2 (a)-(b) pode-se observar a mudanga na estabilidade do
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sistema descrita no item 2) do Teorema 2.2.1 assim como a duplicagdo de periodo descrita
no item 3) do mesmo teorema. Na Figura 2 (c)-(d) podemos observar a perda de estabilidade
do ciclo de periodo 2 e o surgimento de dois pares simétricos de ciclos de periodo 4 através
da bifurcacao de Hopf. No final do capitulo, apresentamos um diagrama de bifurcacao

onde é possivel uma visualizagao dessas mudancas qualitativas. Ver Figura 15.

Note que, todos os sistemas simulados na Figura 2 exibem um atrator. Em (a) o
atrator ¢ um ponto fixo globalmente estéavel. Em (b) o atrator sdo dois pontos periodicos
simétricos e o formato de sua série temporal segue dessa simetria, uma vez que a imagem
de um dos pontos é o outro. O mesmo ocorre em (c). Ja em (d) o atrator sdo dois ciclos

de periodo 4 estéveis.

Apresentamos esses resultados na forma dos seguintes teoremas.

Teorema 2.2.1 (Bifurcagdo Priméaria). Suponha que as inclinagées das curvas de oferta e
demanda satisfazem b/B > 1. Entao:

1. Se o custo da informagao for C =0, entdao o estado estaciondrio é E = (0,0) e esse

ponto € globalmente estdvel.

2. Se o custo da informacao é C' > 0, entao existe um valor critico 51 para o qual,
0 < B < By implica na existéncia de um equilibrio globalmente estdvel, enquanto que

b1 < B o equilibrio € um ponto de sela com autovalores 0 e

_ b1 —m(B))
AB) = 2B + b(1 +m(3))

No walor critico, o estado estaciondrio é m(3;) = —B/b.

3. Se o estado estaciondrio € instdvel, entdo existe um wunica orbita de periodo 2

{(p,m),(—=p,m)}, comm = —B/b e p a unica solu¢do positiva de
B o B
tanh | 22652 — O)| = —=.
an [2( C) ;

Além disso, existe By tal que o ciclo de periodo 2 € estavel para 1 < < Pa.

Note que o estado estacionario é dado por E = (0, tanh (%)) e se move com o
aumento de (3, partindo de (0,0) quando 8 = 0 percorre o eixo m em sentido negativo até
o ponto (0, —1) quando 5 = 4+00. Na Figura 2 pode-se observar esse deslocamento que é

bastante atenuado para valores muito maiores de .
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Figura 2 — Simulag¢des variando o parametro 5. Em vermelho, uma representagao nao
rigorosa da variedade instéavel do ponto hiperbodlico. Em azul a trajetéria de uma solugao
inicial (0.1, —0.8) arbitrariamente escolhida seguido de sua série temporal de pregos.

B=0.70 B=1.20
0.4 1 0.4 4
0.2 0.2 1
0.0 0.0 -
m—0.2 - m=0.2 -
—-0.4 —0.4 \\O—/
~0.6 - —0.6 -
-0.8 - —0.8 -
-1.0 . . . . . . . -1.0 . . . . . . .
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 -1.00 -0.75 -0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
P p
0.5 - 0.5 -
P 0.0- WN, P 0.0+
—0.5 —0.5 A
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
(a) (b)
B=2.10 B=2.70
0.4 0.4 4
0.2 1 0.2 -
0.0 0.0
m—0.2 1 m—0.2 1
—0.4 —0.4
—0.6 - —0.6 -
—-0.8 -0.8 -
-1.0 . . . . . . . -1.0 . . . . . . .
-1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 -1.00 —-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
p p
0.5 0.5
P 0.0/ P 0.0
-0.5 - -0.5 -
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

() (d)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Demonstrag¢ao. Considere o sistema dinamico (2.18). Como o prego no estado estacionério

é p* = 0 por construcao, de (2.17) segue que

m(f) = tanh (?) : (2.19)

em que m denota o valor de m; atingido no estado estacionario, que, portanto, é dado por

E = (0,m(8)). A matriz jacobiana de F' calculada nesse ponto é um operador diagonal

Sy 0
DF - — +b(1+m
(DF)0,m(s)) 0 0

Entao, seja A o autovalor nao nulo de DF(gms)). Logo, quando C' = 0, m(B8) = 0 e
—1<A=-b/(2B+b) <0, assim, ||(DF)omg)|| <1 e o estado estacionario é localmente

estéavel.

Para C' > 0, de (2.19) quando § cresce de 0 a +oo, m(f) decresce de 0 para —1.
Logo, A(m) decresce de A(0) = —b/(2B +b) > —1 para A(1) = —b/B < —1 por hipotese.
O estado estacionario se torna um ponto de sela localmente instavel para algum valor
critico 8 de forma que A(m(51)) = —1, e portanto, m(5;) = —B/b.

Para a estabilidade global quando 5 < f;, primeiro notemos que para todo

my € [—1,1],
) > o () =

De modo que podemos supor mg > m. Agora, seja L(m) = b(1 —my)/[2B + b(1 + my)].

myy1 = tanh (g

b b(1 —my) 2,
= 1 _
2(2B+b(1+mt)+ > pi—¢

Notemos que L é uma fungao decrescente limitada, entao L atinge seu méaximo em L(77).

De (2.16) podemos escrever p;1 = —L(my)p;, de onde segue
Pesa] = [L(my)| - |[L(my—1)| -~ |L(ma)] - po < [L(T)["po (2.20)

Como f < f; devemos ter |L(m)| = |A| < 1 de (2.20) concluimos que quando t — 400
teremos p; — 0 e portanto m; — m. Isto é, F' é globalmente estavel. Notemos que o
argumento permanece vélido para todo 5 quando C' = 0, de modo que também podemos

concluir a estabilidade global de F' nesse caso.

Para o item 3., notemos que, quando 5 = (31, o autovalor associado a m é A\(m) = —1.
Isso nos diz que se o sistema apresentar bifurcacao local pelo parametro 3, ela serd do
tipo duplicacao de periodo. Para obter mais informacoes sobre o produto dessa bifurcacao,
vamos usar a reducao a variedade central fornecida pelo Lema A.4.1 calculando a forma

normal critica que fornece o grafico dessa variedade a fim de aplicar o Teorema A.4.5.

Por defini¢ao, para § = [; temos que o autovalor nao nulo da matriz jacobiana

calculada no estado estacionario é Ay = —1. Assim, para os calculos, vamos utilizar os
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autovetores ¢ = p = (1,0). Assim (p,q) =1e

-1 0 1 _1
(DF)o,m(ﬁl)q=< 0 0><0>=< 0 )Z—q

Comegamos por calcular B(q, q), que de (A.8), segue

0*Fy 0PF
_ | 9POpliomsy _ | 9POPOp|om(p))
Bla.a)=| gp, o Clasa=| g
OpOP | (0 1m(0)) OpIPOP | (0 m(p1))
Uma vez que
0*F,
— 2322
9900 Bip~(§(m))
bB; L (B b(1l—m) 2 b(1 —m) 2
—— |1 — tanh? [ = = 1) — 1) .
M) { o <2<2 2B+b(1+m)jL ¢ 2B+b(1+m)Jr
temos
0 0

"\ (i) (e () ) (o (- ()

Do mesmo modo temos C(q, ¢, q) = (0,0)". Ainda
2 0\ L0
DF m(B81 - I -1 = B = _5
(DF)om(s) = 1) ( 0 _1> ( 0 _1>

((DF)om@y — 1) Blg,q) = b [1_ (5)2]
! b

Uma vez que g e ((DF)oms) — 1) - B(g, q) séo ortogonais, basta calcular as seguintes

derivadas parciais

82F1 . 82F1 . b2(]_ - m) 4 b
opom — Omdp (2B +b(1+m))2 2B+ b(l +m)’

OPF,  OPFy,
Ipdm — Omdp
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Assim,
0’Fy 0’Fy
apom |, p1ma + omop|. P2y
B(q, ((DF)(OW(&)) _ ])—1 . B(q,q)) — 2F, (0,m(B1)) 2F, (0,m(B1))
900 pimsg + Imd P21
PO (0,m(p1)) MOP10m(s1))
[ 27 2 =
o, |1 - (E) ( b*(1 m(_Bl)) N b _ )
= b (2B+b(1+m(51)))? 2B+ b(1+m(b))
0
[ B\?| 2
B |1 (2) |——
= b (b) B+b (2.21)

Finalmente, calculando o coeficiente ¢y da forma normal,

o = 50 Cla,0,0) + 380, (h — )7 Bl0,)

- %@, B(q, (I, — A)"'B(q,q)))

-]

Aplicando na Equacdo (A.21) do Apéndice A obtemos a seguinte forma normal para a

-(5)

Agora, calculando o coeficiente ¢(0) em (A.19), temos.

()

Do Teorema A.4.5 segue que > [ surge um ciclo de periodo 2 estavel formado durante

20°

:_Berﬂ1

bifurcacao primaria.

20°

3 4
B1b 2y + O(2).

21 = flz) = —z + B

102 10°f 4b

c(0) = 58_292(07B1) + ga_pg<0761) =B n bﬁl

a bifurcacao de duplicacao de periodo quando 8 = f;. n

O proéximo resultado trata de uma das bifurcagoes entre as bifurcagoes com resso-
nancia mais dificeis de se analisar: a ressonancia de ordem 4. Como explicamos na Sec¢ao
A4, nem todas as condigoes de nao degenerescéncia podem ser expressas analiticamente,
veja [59]. No caso do modelo BH97, a dificuldade se da pela falta de condigdes necessarias
para verificar as desigualdades presentes no Teorema A.4.7; desse modo, estabeleceremos

o resultado pelo menos para os valores presentes na Tabela 3.

Teorema 2.2.2 (Bifurcagao Secundaria). Seja 51 o primeiro valor de bifurcagao para o

qual € criado o ciclo de periodo 2, {(p,m), (—p, —m)}. Eziste By > [ tal que:
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1. O ciclo {(p,m), (—p,m)} € estavel para [y < < .

2. Em B = By o sistema sofre uma bifurcagao de Hopf com ressondncia forte (1:2). Ou
seja, a matriz jacobiana DFém) apresenta dois autovalores iguais, \y = Ay = —1.

Para valores de B proximos de [y esses autovalores sao complezos.

3. Para > [y com [ prozimo a [ o ciclo de periodo 2 se torna instavel. Como
resultado, ao menos para os valores de pardametros proximos aos da Tabela 3, temos
a criacao de par de ciclos de periodo 4 estdveis e um par de ciclos de periodo 4
hiperbolico do tipo sela. Todos os 4 ciclos sao simétricos pelo eizo m.>
Demonstragao. Considere o sistema F(p,m) = (f(p,m), g(p,m)) definido em (2.18). Se-
jam m = —B/b e p a solugao positiva de tanh((3/2)(20p* — C)) = m. Temos

S —b(1—m) _ _
logo 0f /0p (p,m) = —1. Um calculo direto fornece a matriz Jacobiana no ponto peri6dico
de periodo 2 (p, m):

. 2bp_

b+ B
DFgm) = 5, b 5,
~ ’ /
2bFp tanh (2 (20p C’)) QbBb n 5P tanh <2 (20p C))

ou, denotando por v = bi—ﬁB ev= 2b5ﬁtanh’(§(26ﬁ2 - 0)),

-1 2y -1 —2v
DF(ﬁ,ﬁz) = (V _7y> € DF(,@m) = (_V —'yy> .

A estabilidade do ciclo de perfodo dois &, entao, determinada pela matriz DFz ) -
DF ;) = DF?

(5.m) que fornece,

1—-2 272y — 2
L A |
’ v =2y =2y + 22
Seu polindémio caracteristico é

det(DF(zﬁm) —IN) = N = A2 =4y + 1)+ 457 =0,

com discriminante A = (yv — 1)*(v*v? — 6y + 1). Quando S tende a +oo, p tende a
v/ C/2b e tanh((53/2)(2bp* — C)) tende & +o00, de modo que 7y tende a ;25 1/C/2b e v tende
a +o0o. Em particular, yv cresce de 0 para +o0o com ( tendendo & +o00. Resolvendo as

equagoes do segundo grau no discriminante para yv como varidvel temos que (yv —1)2 =0

3 Ver Figura 2 (d).
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para yv = 1 e (720% — 6yv + 1) < 0 para 3 — 2v/2 < yv < 3 + 2v/2. Assim, temos que
A < 0 para 3 —2v2 < v < 3+ 22 exceto em yv = 1, onde A = 0. Além disso, o
produto dos autovalores é v2v2. Entao, sejam (3 e 3* os valores de 3 para os quais yv = 1
e yv = 3 4 2¢/2. Portanto, para 3 < (3, suficientemente proximo de 35 o ciclo de periodo
2 ¢é estavel com DF, (%m) tendo autovalores complexos, segundo o Teorema 2.2.1. Para
b = [, os autovalores de DF(%@ sao iguais & —1 e para [y < 8 < (8%, o ciclo de dois
periodos é instavel com autovalores complexos. A expressao analitica para [y pode ser
determinada através da definicao que estabelece § como o valor para o qual yv = —1.

Obtemos a seguinte expressao:

2b —B+0b CBs 9 —B+0b
— —=1 -1 —tanh” 1 =-1
b1 B n( B+b>+ 2 [ e Sl W
de onde segue que
1 [b*+ Bb —B+b
ﬁz—a{m—ln(gm)] (222)

Desse modo, para 5 = (s, o ciclo periddico {(p,m), (—p, m)} entdo passa por uma
bifurcacao de Hopf com ressonéncia forte 1:2. Isso prova (i) e (ii).

Para provar a criagao dos ciclos de periodo 4, dois estaveis e dois hiperbélicos, na
bifurcacao secundaria para = (35, precisamos calcular a forma normal correspondente.
Esses célculos de forma normal sao simplificados explorando a simetria em relagao ao eixo
m, reduzindo assim a bifurcacao de Hopf de ressonancia forte 1:2 de um ciclo de F' de dois

periodos a uma bifurcacao de Hopf de ressonéncia forte 1:4 de um ponto fixo da aplicacao

G = FT, onde
—1
T = 0 .

de forma que G = (—f(p,m), g(p, m)). Para G, o ciclo {(—p, m), (p,m)} torna-se um tnico
ponto fixo (p, m). Facamos uma substitui¢ao de variaveis, tomando x = p e y = — f(p, m).

Desse modo, o sistema se escreve como

T = —f(T6,90) = U
b [1 — tanh (g ( (g + 24)* — C))]

2B +b [1+tanh (£ (4(y + 20)2 — O))]

Yt+1 = g*(xtv yt) = “ Yt

Assim, o ponto fixo torna-se (Z,y) = (y,y) tnico ponto com coordenada positiva

que é solugao da equacao
B
tanh (g (269 — O)) =——. (2.23)

Isto é,
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No caso da ressonancia forte (1:4) os coeficientes da forma normal sdo dados pelas
equagoes (A.33) e (A.34). Para esses calculos, devemos calcular os coeficientes a;; da
expansao de Taylor, indicados em (A.31) que para § = /2 sdo aproximados por

( .

agy ~ —4(g20 +ig11 + Goz)

apn =~ —%(g2o+902)
§ a2 & —4(g20 — ig11 — go2)

azp ~ —é(gzao +iga1 + g12 — 1903)
| a21 = —é<3930 +iga1 + 3912)

Calculando os coeficientes da expansao em séries de poténcia para ¢*(z,y) no ponto (0,0)

e utilizando a expressao (2.23) temos

(1 =) (go2 + g20)° (1 + 3i) (o2 + g20) (go2 + ig11 + goo)

©=- 8 - 16
i (3g12 + 19921 +3930) (1 +19) (go2 + ig11 + 920)2
- + . (2.24)
8 16
R Z(_%"‘%) (=902 — ig11 + 920) (%—Fig%—g%—w)
T 4
B i (igos — g12 — 1921 + G30) (2.25)

8

O calculo dos coeficientes g, esté apresentado no Apéndice A. Dessa forma, obtemos

que a forma normal em coordenadas complexas é dada por
i0 2—
zi = ez + Qziz + R2P 4+ O(]|2])°).

Como os calculos ficam complexos o bastante para nao permitir uma aplicagao
geral do Teorema A.4.7, vamos nos limitar a continuar a demonstragao para os valores
de parametro apresentados na Tabela 3. Para esse caso, utilizando (2.24) e (2.25) temos
Q=q +qi~0947 — 1.211i e R = ry + roi = 0.024 — 0.2854.

Uma vez que |Q| ~ 2.36333 > 0.08180 ~ |R| com ¢ ~ —1.211 < 0, segue que,
para valores de 8 maiores que (5 e quando [ é proximo a s, a fungao composta G = F'T'
exibe a presenga de um ciclo estavel de periodo quatro, denotado por {ay,as,as,as},
além de um ciclo do tipo sela também de periodo quatro, simbolizado por {z1, 22, 23, 24 }.
Explorando a propriedade de simetria expressa por FT'= TF, inferimos que a sequéncia
{a1,Tas, az, Tas} bem como seu correspondente simétrico {T'ay, as, Tas, as} correspondem
a dois ciclos estaveis de periodo quatro associados & aplicacao F'. De maneira anéaloga,
as sequéncias {z1, Tz9, 23, T24} € {T'z1, 29, T'z3, 24} manifestam-se como dois ciclos do tipo

sela de periodo quatro.

]
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Figura 3 — Figura nao rigorosa da variedade instavel de F' no ponto E, a 6rbita heteroclinica
formada com a ressonancia (1:4).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para os valores da Tabela 3, temos 5 ~ 2.36594. Note, no entanto, que, diferente da
bifurcagao primaria, a analise qualitativa nao foi capaz de fornecer uma expressao analitica
para os quatro ciclos hiperboélicos criados na bifurcacao secundaria. Esse fato dificulta
a interpretagao da dindmica do sistema quando § > (5. Desse modo, para compreender
as consequéncias da bifurcacao secundaria, vamos nos basear nos conceitos apresentados,
assim como em evidéncias numéricas. Comegamos considerando a variedade instavel do
ponto de sela E. Com o aumento de 8 para valores acima de (2, o formato de W*(E)

mostrado na Figura 3 indica a criagao de dérbitas heteroclinicas pela bifurcacao secundaria
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envolvendo a variedade instavel de E e a variedade estavel dos ciclos periddicos de sela
{z1, 22, 23, 24} € {27,235, 25, 2;}. Como E e qualquer ponto de um dos ciclos periodicos de
sela nao formam um ciclo, nao é esperado que esse comportamento, por si s6, implique em

uma dindmica complexa, como explicado na Se¢ao A.3 do Apéndice A.

Uma caracteristica importante da bifurcacao secundaria ¢ a criagao de dois ciclos
estaveis de periodo quatro coexistentes, que sao simétricos em relacao ao eixo vertical m.
Quase toda solucao inicial, na medida de Lebesgue, deve convergir para um dos ciclos
estaveis, de forma similar & solugdo inicial simulada na Figura 2 —(d). Essa convergéncia
se d&, exceto para um conjunto com medida de Lebesgue nula, consistindo dos pontos
que convergem para o estado estacionério instavel, o ciclo instavel de periodo dois ou
as selas de periodo quatro. Essa convergéncia para um dos dois ciclos estaveis depende
do estado inicial (pg, mg). Na Figura 4, as bacias de atracgao dos dois ciclos estaveis de
periodo quatro sao mostradas em preto e branco para diferentes valores de S. Em preto,
indicam as solugoes no espaco de fase convergindo para o atrator {a;, Tas, as, Tas} e em

branco as solugoes convergindo para o atrator {ay, T'as, as, Tay}.
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Figura 4 — Bacias de atracao para os dois ciclos atratores e diferentes valores de f3.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Para os valores de parametros da Tabela 3 e § = 2.72, as duas bacias sao bastante
regulares e, para a maioria dos estados iniciais, nao é dificil prever para qual dos dois
ciclos estéaveis de periodo quatro o caminho temporal converge. No entanto, para § = 2.74,
a situagao muda drasticamente. A fronteira da bacia agora parece ser um conjunto muito
complicado. Para valores mais altos e para a maioria dos estados iniciais, sera dificil prever

para qual dos dois ciclos estaveis de periodo quatro o caminho temporal ira convergir.

A aparente complexidade e a estrutura fractal das fronteiras das bacias, detectadas
numericamente, para valores de § acima de um valor critico 83 > s, sao causadas por
uma bifurcacao heteroclinica entre os ciclos de sela criados. Desse modo, essa bifurcacao é
uma implicagao imediata e estd intimamente associada & bifurcagao secundaria, devido a
sua ressonancia. Com a criacao das orbitas heteroclinicas, envolvendo pontos hiperbélicos
de sela de um mesmo ciclo peridédico, a bifurcagao heteroclinica também é homoclinica
para os ciclos periddicos, veja Secao A.3. Utilizando o programa computacional DUNRO,
Brock e Hommes [15] foram capazes de calcular uma aproximagao numeérica para o valor

critico da bifurcacao heteroclinica, 83 &~ 2.728, para os valores presentes na Tabela 3.

A Figura 5 ilustra a disposigao das variedades invariantes dos ciclos de sela simé-
tricos {z1, Tz9, 23, T24} € {T'21, 29, Tz3, 24}, para valores de prego positivos, e como suas
variedades estaveis formam a fronteira de bacia entre os dois ciclos estéveis de periodo
quatro simétricos {ay, Tas, az, Tas} e {Tay,as, Tas,ays}, resultado garantido pela Propo-
sicao A.5.1. Para [ < (33, os dois ramos da variedade instével de cada sela de periodo
quatro se aproximam de pontos das duas diferentes érbitas estaveis de periodo quatro. Por
exemplo, os dois ramos da variedade instével do sela z; se aproximam dos pontos estaveis

de periodo quatro a; e T'aq, respectivamente.

Na bifurcagao heteroclinica em 3, um ramo da variedade instavel de z; (respecti-
vamente zy, 23, 29) € tangente a variedade estavel de z, (respectivamente z3, 2o € 27). Para
[ ligeiramente maior que (3, devem existir interse¢oes heteroclinicas transversais, bem
como interse¢oes homoclinicas transversais. Por exemplo, utilizando a Figura 5, o leitor

pode verificar que, para § > (33, temos:

1. O ramo esquerdo da variedade instavel de z; cruza a variedade estavel de z4, entrando

na bacia de atrac¢ao (cinza) de as;

2. A variedade instéavel de z; cruza em seguida a variedade estavel de z3, entrando na

bacia de atrac¢do (branca) de as;

3. A variedade instavel de z; cruza entao a variedade estavel de z5, entrando na bacia

de atragao (cinza) de ay;

4. Finalmente, a variedade instavel de z; cruza a variedade estavel de z;, entrando na

bacia de atracdo (branca) de a;.
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Figura 5 — Bacias de atracao para o valor critico § = (3. As linhas continuas azul e
vermelha representam, respectivamente, as variedades estaveis e instaveis dos pontos
periodicos de sela. Em cinza e branco, as bacia de atracao dos ciclos {ay, Tas, az, Tas} e
{Tay,as,Tas,as}, respectivamente. Em vermelho tracejado a variedade instavel do estado
estacionario F.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Assim, devem existir pontos homoclinicos associados aos selas de periodo quatro
{Z,, 75, Z3, Z,}. Em particular, segue-se que, para [ ligeiramente maior que (33, as duas
bacias de atragao dos ciclos de periodo quatro, ou seja, as regioes cinza e branca, que ja
comegavam a invadir uma a outra antes de f3, agora ganham dindmica equivalente a da

ferradura e, portanto, topologicamente caética.

Para ilustrarmos a relevancia dessa dinamica, vamos considerar o modelo BH97
munido de um ruido aleatério gaussiano ¢;; ~ N(0,0;), onde ¢ = 1,2, de acordo com o

sistema
. —b(l — mt)pt
DPi+1 =

+ €1t

2
my41 = tanh <§ {% (% + 1) p? - C]) + €94
Considere 2.73 < [ < 3.8 e os parametros dados pela Tabela 3. Como discutimos
anteriormente apos a bifurcagao secundéaria, a bacia de atracao dos ciclos de periodo
quatro estaveis assume uma estrutura fractal decorrente da bifurcacao homoclinica dos
ciclos de periodo quatro de sela, como é possivel observar na Figura 4. Dessa forma, o

sistema apresenta dependéncia sensivel as condigoes iniciais, e embora a dindmica de longo
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prazo seja simples, tendendo quase sempre, com relacao & medida de Lebesgue, a um dos
ciclos estéaveis, a dindmica de equilibrio é sensivel a ruidos. Dessa forma, na presenca de
pequenos ruidos, os caminhos temporais saltam de uma bacia de atracao para outra de

maneira aparentemente aleatoria.

A Figura 6 mostra duas séries temporais regulares sem ruido convergindo para
cada um dos dois ciclos estéaveis de periodo quatro e uma série com ruido apresentando
uma alternancia irregular entre os dois ciclos estaveis de periodo quatro. Entao, espera-se
que, com o aumento do nimero de pontos periddicos, consequéncia da dindmica cadtica,
a dinamica de equilibrio, perturbada por um ruido, vague por esses infinitos periodos e

produza os efeitos observados em dados econémicos reais.

Figura 6 — Séries de pregos do modelo deterministico e perturbado aleatoriamente com
B = 3.8 para as solugoes iniciais (pg,mo). — (a) (po,mp) = (0.001,—-0.946). — (b)
(po,mo) = (—0.001, —0.946). — (c) o1 = 092 = 0.02 e (py, mo) = (—0.001, —0.946) .
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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2.3 BIFURCAGCAO HOMOCLINICA: O SURGIMENTO DE UM ATRATOR ESTRANHO

O objetivo dessa secao é estabelecer a existéncia de um atrator estranho para um
conjunto nao vazio de valores de 5. Como apresentado no Apéndice A, o termo atrator
estranho, as vezes utilizado em artigos em financas e economia como atrator caotico, se
refere a um conjunto compacto A de pontos no espago de fase de um sistema dinamico
cadtico para o qual existe um conjunto aberto U, com medida de Lebesgue diferente de
zero, tal que se © € U entao w(z) € A e a orbita positiva de = é cadtica. Ou seja, as
trajetorias convergem para A, mas com uma estrutura extremamente complexa e nao
periodica. Assim, diferente dos atratores regulares, como pontos fixos ou ciclos periodicos,
os atratores estranhos possuem uma geometria fractal e suas orbitas sao sensiveis as
condigoes iniciais, o que faz com que pequenas perturbacoes possam resultar em trajetorias

muito diferentes.

A Figura 7 (a) mostra uma simulagdo numérica do sistema com parametros da
Tabela 3 e = 5. Essa simulacao apresenta uma regiao com muita densidade de pontos
que formam o conjunto atrator. Devido & dimensao fractal proxima de 1, o sistema discreto
formado por pontos assemelha-se a uma curva. Compare a densidade do atrator estranho
com os atratores presentes na Figura 2. Aproximacoes de algumas regioes do atrator
estranho apresentadas na Figura 8 mostram como as 6rbitas se dobram e acumulam,
indicando a presenca de uma ferradura no sistema responsével por gerar essa caracteristica

geometria fractal.

Figura 7 — (a) Atrator estranho para =5 — (b) Séries temporais de p e m.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 8 — Regioes ampliadas da simulacao presente na Figura 7 para § = 5, mostram o
acumulo das orbitas devido a presenga da ferradura.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para ilustrar a complexidade da dindmica inerente & presenca de um atrator
estranho no sistema, considere um mercado heterogéneo com dois preditores; um preditor
sofisticado H; com um custo informacional pequeno, mas positivo, e outro preditor simples
H, gratuito, e um cenério em que os precos estao proximos ao valor do estado estacionario,
e quase todos os agentes utilizam o preditor simples. Nesse contexto, os precos se afastarao
do equilibrio, e o erro de previsao do preditor Hs aumentara. Como resultado, mais
agentes estarao dispostos a pagar o custo informacional para adquirir o preditor H;. Se a
intensidade de escolha entre as crencas for alta, assim que o lucro liquido do preditor H;
superar o do preditor Hy, quase todos os agentes migrarao para H;. Isso fard com que
os pregos retornem ao valor de equilibrio, onde permanecerao por algum tempo. Com os
precos novamente proximos ao estado estacionario, o erro de previsao de Hs diminuira,
enquanto o lucro liquido de H; se tornara negativo devido ao custo informacional. Quando
a intensidade da escolha for elevada, a maioria dos agentes voltaré a adotar o preditor Hs,

reiniciando o ciclo.

Portanto, ao mesmo tempo que existe uma tendéncia dos agentes utilizarem o
preditor com o menor erro, existe um feedback negativo que afasta o preco do equilibrio,
quando a maioria dos agentes usa o preditor sofisticado, e um feedback positivo que
aproxima o preco do equilibrio, quando todos utilizam o preditor simples. A interagao
entre essas forgas opostas pode gerar dindmicas complexas de equilibrio racional adaptativo,
especialmente quando a intensidade da mudancga de crengas ¢ alta. Em um mercado instavel,
com custos informacionais para preditores sofisticados, a instabilidade local e dindmicas

irregulares podem ser caracteristicas de um equilibrio totalmente racional.

Na Figura 7 (b) encontramos uma simulagao das séries temporais de p e m. Cada

pico na série de m e sua correspondente oscilagao na série de p representam um "ciclo"
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descrito no paragrafo anterior, quando uma fragao dos agentes busca informacao, levando
m para perto de +1 e logo em seguida deixam de buscéa-la, levando m de volta a —1.
Essa variacao de precos e na preferéncia dos agentes ja poderia ser obtida na bifurcacao
secundaria estudada no Teorema 2.2.2; ver Figura 2 (d), mas de forma previsivel e regular.
A diferenca agora é que, apos a bifurcacao homoclinica, uma cascata de infinitas bifurcagoes
de duplicacao de periodo é gerada. Assim, cada "ciclo" de oscilagao de pregos equivale a
um periodo nessa infinidade de possibilidades que depende sensivelmente das condigoes
iniciais. Portanto, a flutuacao dos precos é caracterizada por uma mudanca irregular entre
fases de alta volatilidade e fases de baixa volatilidade, essa tltima perto da volatilidade

esperada para o preco fundamental.

Assim, como o atrator esta contido na variedade instavel do estado estacionério, o
formato geométrico dessa variedade desempenha um papel fundamental na compreensao
do mecanismo economico responsavel pela flutuacao irregular dos precos. No que se
segue, vamos investigar a variedade instavel W (E) do estado estacionario no caso limite
b = +0o0, que fornecera um guia de referéncia para as érbitas de F' quando S é finito.
Usando o formato geométrico da variedade instavel W (E) para j finito, estabeleceremos
o Teorema principal desse capitulo sobre a criacao de ferradura e a bifurcagao homoclinica
associada. Por fim, usaremos o Teorema A.5.4 para deduzir a existéncia de um atrator
estranho para o modelo cobweb com crencas heterogéneas, concluindo que o sistema

dindmico associado é cadtico para certos valores de .

Da equagao (2.16), temos

b(l — mt)
2B+ b(1 +my_

2
+p) —C
2B + b(1 +my )" pt)

N SN S N o

(pt - pt+1)2 -C

(pes1 —p1)* — C. (2.26)

Entao a tangente hiperbolica em (2.17) sera —1 se (2.26) for negativo e +1 se (2.26) for

2C
+1 , se [pr —pe| > W

Mypy = . (2.27)

20
-1, se |pt+1 _pt| < T

A equagao (2.27) expressa o fato de que quando 5 = +00 os agentes escolhem infinitamente

positivo, de onde segue que

rapido o preditor 6timo entre os preditores racional e o ingénuo. Além disso, (2.27)
mostra que no caso limite as variedades invariantes apresentam saltos de descontinuidade
decorrentes da forma instantanea com que os agentes formam as expectativas. Mesmo

quando ha custo pela informacao C' > 0 e o mercado é localmente instavel, o sistema
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com intensidade de escolha infinita admite um ponto fixo hiperbélico que é um ponto de
equilibrio que é globalmente estavel, isto é, ap6s um certo ntimero finito de iteracoes, toda

condicao inicial é levada a esse ponto.

Teorema 2.3.1. Para = 400, mesmo sob as hipiteses C' > 0 e b/B > 1, o sistema

converge para o estado estaciondrio hiperbolico E = (0,—1) globalmente estdvel.

Demonstragao. O estado estacionario para o sistema ¢ £ = (0,m). Como = +o0 e
temos m(f) = tanh(—(5C)/2) devemos ter que E = (0,—1). O autovalor nao nulo da

matriz (DF)g é

. —bd-=m(400)) b
" 2B+b(l1+m(+x)) B <k

Logo E ¢ um ponto de sela.

De (2.27), para toda condicao inicial (pg, mp), em uma iteracao todos os agentes
terao esperancgas racionais ou ingénuas, isto ¢, m; = 1 ou m; = —1. Entao basta
considerarmos condigoes iniciais com myg iguais a esses valores. Para mg = —1 e pg # 0,
de (2.16) teremos |p;| = (b/B)" - |po| e, portanto,

b b\’
|Dre1 — pe| > (E - 1> <§> Dol-

Assim, o modulo da variagao do preco forma uma sequéncia crescente e, depois de um
certo numero de iteragoes, ultrapassara \/m levando, assim, m ao valor +1. Para
mo = 41, na proxima iteragao teremos p; = 0 devido a (2.16), assim (pg, M) assumird um
dos valores £ = (0, —1) ou G = (0,+1). Como para p; = 0, teremos p, = 0 e my = —1, de
modo que F(G) = E. Segue que todos os estados iniciais sao levados & E apds um certo

numero de iteragoes, de modo que E é globalmente estavel. O]

Vamos investigar a variedade instével do estado estacionario no caso limite 5 = +o0.
Antes, precisamos definir algumas notagoes que facilitarao a escrita. A variedade instéavel
de E para esse caso serd linear por partes, assim considere os pontos A, B e C. Para

descrever a variavel instavel utilizaremos a notacdo de poligonos ABC?, ao invés da

notacao por segmentos de reta AB x BC' « C'A. Mas deve-se ter em mente que a variedade
instavel ndo ¢ necessariamente uma curva fechada. Denotamos por F,, a fungdo Fj(p, m)
definida em (2.18) para o caso § = 400 e para um ponto X = (p,m) denotamos por

abuso de notagao, p(X) = p o preco e m(X) = m a racionalidade dos agentes no ponto X.

4o = (B%b\/?—l) = (p(4o), 1)

Indicando o poligono cujos vértices sao os pontos dados, que nesse caso é um tridngulo mas a
figura que descreve a variedade instavel serd um poligono degenerado.

Definimos

4
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Seja A_; o ponto tal que F.(A_1) = Ap. Notemos que

B? 2C B*+0bB| [2C B 2C
A= = Ag) — p(A_y)
A =i\ e - sl = =T

temos |p(Ao) — p(A_1)| < 1/2C/b, logo m(Ap) = —1. Assim, temos que Ay é um ponto
do sistema definido por F,,. Podemos ilustrar a dindmica calculando as quatro primeiras

iteragoes de Ag. Para o ponto A; = F(Ap), pela equagao (2.16) temos

b 2C b+ B 2C 20
pa) =g e b —stan = [CEp 5 = 5

Logo devemos ter A; = ((—b/B)p(4p), —1). Analogamente, para Ay = F2(Ay),

temos |p(As) —p(A1)| > +/2C/b, assim Ay = ((—b/B)Qp(AO), +1). Segue que Aj é o ponto
onde todos os agentes sao ingénuos, com m = —1, e na proxima iteragao todos se tornarao
racionais, com m = 1. Para cada ponto P denotamos por P* sua reflexao com relagao ao

eixo m.

Seja Cy = ((b/B)p(Ap),1 —2B/b). Entao F(Cy) = (—p(Ap),—1) = A, e por
simetria Fi (Cy) = (p(Ap), —1) = Ap. Denotando (—p(A;),+1) por By e (—p(Ap), +1)
por Cy temos Fi (A7 Cy) = A5 Cy e Fio(CoBy) = Ay E e por simetria F(A; Cy) = AsCT e
Foo(C7By) = AyE

Notemos que pela construcao acima para o ponto Az = F3 w (Ap) temos

—b(1 — m(Ay)) b2 20

BT AP =0 e (A —p(da)l = g 5 (229)

p(A3) =

Desse modo, m(Ajz) sera igual a —1 se, e somente se, |p(A3) — p(Az)| < /2C/b. Essa
tltima afirmacdo, por (2.28), equivale a b* — bB — B? < 0. Como solugao da inequacao de
segundo grau, obtemos (1—+v/5)/2 < b/B < (1++/5)/2. Como b/B > 1 por hipotese, segue
que 1 < b/B < (1 ++/5)/2 equivale & m(As) = —1. Do mesmo modo, b/B > (1 ++/5)/2
é equivalente & m(As) = +1. Vamos analisar esses dois casos separadamente.

Para o primeiro caso, temos A3 = (0,—1) = E. Segue que F(AC]) =
Fo(ACY) = E, Fo(Cy, Ag) = EA; e F>°(CAy) = EA;. Depois de incluir todos
os segmentos que unem pontos onde acontecem descontinuidades, teremos F (EAq) =
EA] ByA;Cy AgEA] E e simetricamente F (FA,) = EA By A; C1A; EALE

Para o segundo caso, A3 = (0,+1) = G e F(By) = E. Temos, F.(C] Ag) = EA;,

F(ClAy) = FA[. Apos incluir todos os segmentos que unem pontos onde ocor-
rem saltos descontinuos, obtemos F2 (EAg) = EA] ByA,Cy AjEGE AT E e por simetria
Fi(EAy) = EA By A;C1Af EGEAE

Assim, podemos resumir as informacoes acima no seguinte itinerario.
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1. Fu(EAy) = BA,
2. F2(EA) = F.u(EA,) = EAT ByA,.
a) Quando 1 < b/B < (14 +/5)/2 teremos

3. F3(EAy) = Fu(EAT BoAy) = EAL By A; C1AG E,

b) Quando b/B > (14 /5)/2 teremos

3. F3(EAy) = Fo(EA] ByAy) = EA By A; CL Ay E,
4. FA(EAy)) = EA{ ByA,Cy AJEGEATE.

Figura 9 — O formato de W3 (E) em linha sélida e o formato de Wg com 3 < +0o em
linha pontilhada — (a) para 1 < b/B < (14 +/5)/2 — (b) para b/B > (1 ++/5)/2.

A; By C; By Ay, Ay By ¢ G Cf By A

A Ay E Ay A

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O préximo resultado mostrara que para valores de 8 finitos mas suficientemente

grandes, a variedade instavel de Fj3 se aproxima desse itinerario.

Teorema 2.3.2. Seja C > 0 e b/B > 1. Para todo ¢ > 0, existe 3. tal que, para todo

B > B. a variedade instdvel W*(E) do estado estaciondrio E satisfaz,

1. Se 1 < b/B < (1++/5)/2, entdo a primeira parte do lado direito de W*(E) é
e-prozima do segmento linear por partes EA] ByAyCy AgEATE. O mesmo para o
lado esquerdo e o segmento EA1 By A; CiAy EALE.
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2. Seb/B > (1++/5)/2, entio a primeira parte do lado direito de W*(E) é e-prozima
do segmento linear por partes EA] ByAsCy A EGEATE. O mesmo para o lado
esquerdo e o segmento EA By A; C1Ay EGEAE.

Faremos a prova somente para o caso onde b/B > (1++/5)/2 uma vez que o primeiro
caso segue por argumentacao analoga. Vamos mostrar que, para [ suficientemente grande,
a variedade instével W (E) de E por Fp esta contida em uma vizinhanga V. da curva linear
por partes F (EAp). Para isso, construiremos uma regiao V invariante por Fj quando
B for suficientemente grande, isto é, F3(V) C V, e mostraremos que EAy C V. Primeiro,
vamos separar Fg(EAO) em quatro regioes, EA] BoAy, AsC1AE, EG e GEAE e, para

cada regiao, definir vizinhancas que dependam somente de f3.

Figura 10 — Simulagoes ilustrando os enunciados dos Lemas A, B, C e D respectivamente.
Em cor laranja as vizinhangas V;, em cor vermelha as vizinhancas U;, em azul a imagem
de U; por F(U;) com § = 1000000.

A5 By G G Cf B A; A Bf C G ¢ Bo A,
Al A7 E Ay Al Al A7 E A Al
(a) (b)
A5 Bi C G Cf B A, A; Bf C G Cf B A,
b= =]
AL A7 E A Al Al A7 E Ay Al

(c) (d)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Lema 2.3.1 (A). Considere uma vizinhanga Vi(e) = Sy U Sy U Sy de EA1 By Ay, onde

Si(e) ={(p,m) | p(A41) —e <p<0, -1 <m < —1+ei},
{(p,m) | p(A1) —e <p<p(A) +e1, -1 <m <1},

(p,m) | p(Ay) —e <p<p(Bo) +e, 1 —e1 <m <1}

A
— —
™ ™
S~— N—
I
~=
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Seja U1(0) uwma vizinhanga de EAT dada por
U1(0) ={(p,m) | 0<p<p(4;), -1 <m<-1+6}.
Entao, dado € > 0 existem §; > 0 e (1) tais que, > [(d1) implica
Fz(U1(9)) C S1(01) U Sa(e) U Ss(e).

Demonstracao. Notemos inicialmente que, por defini¢ao, a primeira coordenada das fungoes
Fjs e I, coincidem na primeira iteragao, pois em uma iteracao nao dependem de m e,
portanto, nao dependem de (. Assim, p(F3(A7)) = p(F(A7)) = p(A3) e p(Fs(Ap)) =
p(Fs(Ap)) = p(Ay), logo F3(E) = E. Pela continuidade de Fj em 3, F3(A; ) esta proximo
de A; e Fjs(Ap) esta proximo de A; de forma que, dado £ > 0, existe um S(¢) tal que
B > f(e) implica Fg(EA;) C Si(e) U Sa(e) U S3(e). Usando a continuidade de Fj com

respeito a p e m, existe d; > 0 tal que

Fg(U1(51)) C %(8) = Sl<€) U 52(8) U 53(5). (229)

Para melhorar essa estimativa, seja H(0) = {(p,m) | 0 <p < p(A7), m=—-1+4d}
segmentos horizontais com distancia 6 de FA;. Seja ps; a solucao negativa da equagao
[6(2—0)/(2B+bd)+1]*p; = 2C/b, isto &, (ps, 0) é 0 ponto em que a curva F(H (4)) cruza o
eixo p. Parad = 0, ps = p(A;1) e segue de (2.29) que existe 3(¢) tal que para todo 0 < § < dy,
(ps,0) € Sa(e) pois (ps,0) € F(U1(61)). Desse modo, por continuidade de F' com relagao
a [, para cada 0 < ¢ < §; existe 3(0) tal que Fz(H(5)) C S1(01) USa(e) U Ss(e). Tomando
B(01) = max{5(d) | 0 < 6 < §;} concluimos que para todo 5 > [(01), Fs(Ui(d1)) C
S1(61) U Sa(e1) U Sz(e). O

A Figura 11 (a) mostra quao suave ¢ a transi¢ao entre dois tipos de agentes para
diferentes valores de 5. Em ambos os gréficos, o eixo horizontal denota o variacao do
preco e o eixo vertical a propor¢ao de agentes assumindo as expectativas racionais, m = 1
e ingénuas, m = —1. A Figura 11 (b) mostra como um deslocamento vertical afeta a

imagem de Fj por um deslocamento horizontal.
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Figura 11 — (a) A vizinhanca V(¢) e 10 curvas Fz(EA;) para [ entre 5 e 1000 — (b) H
para trés valores de J e suas imagens por Fj com [ = 10.

— A

5

c J : 1000
Sy \

— F(H(01))
—— F(H(d2))
— F3(H(3))

H(ds)
H(d2)
H(o1)

(a) (b)
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Lema 2.3.2 (B). Considere Vi(e) = Ty UTy U Ty uma vizinhanca de Ay C1Ag E, dada por

Ti(e) ={(p,m) | p(Ay) —e<p=<p(Ci)+e, 1-e<m<1}
Ta(e) ={(p,m) | p(Ay) —e<p<p(4y)+e —1<m<1},
Ts3(e) ={(p,m) | p(4g) —e<p<0, -1 <m<—-1+¢ }.

Seja Uy uma vizinhanga de Ay By dada por
Us(0) = {(p,m) | p(A7) =0 <p<p(A7) =4, =1 <m <1}
Entao, dado € > 0, existem 6 > 0 e By tais que, B > (o implica
F3(Us(6)) C Ti(e) UTy(e) UTs(e).

Demonstra¢ao. Temos F(FE) = E, Fi(Ag) = A1 e Fo(A7) = A, . Da defini¢ao de Ay
segue que este ¢ o ultimo ponto com m = —1 para o qual m(Fy(Ap)) = —1, assim segue
que para todo d1, p(Fuo(Ao + 1)) esta proximo de p(A;) = p(By) e m(Fu(Ap + 01)) =
+1 = m(By). Entao, dado € > 0, segue da continuidade de F,, com rela¢do a p e m que
existe § > 0 tal que Fi,(Uz(6)) C Vi(e). Agora, para essas vizinhangas, da continuidade
de Fz com relagao a f3, existe J2(d) tal que 8 > By implique Fz(Usz(9)) C Va(e). O

Lema 2.3.3 (C). Seja V3 uma vizinhanga de EG, dada por

Va(e) ={(pym) | —e<p<0, -1<m <1},
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Seja, ainda, Us uma vizinhanca de A;Cy dada por
Us(0) ={(p.m) | p(Cr)—0< p <p(A)—0, 1-0< m <1}
Entao, dado € > 0, existem 6 > 0 e (B3 tais que B > B3 implica
F(Us(9)) C Va(e).

Demonstragao. Como m = +1 para todo ponto X € A,C; , temos p(Fs(X)) = 0. Assim,
F3(AyCT) C EG. Além disso, Fio(A2) = G e Fiio(Cy) = E, entao, pela continuidade de
F' com respeito a f3, existe d3 > 0 e 3 tais que, tomando 8 > 5 implica Fi(Us(d3)) C
V3(04). O

Lema 2.3.4 (D). Seja V) = Dy U Dy uma vizinhanga de EA; By, dada por

D ()
Dy(e)

(A))<p<0, -1 <m< —1+¢e},

{(p,m) |
{(p.m) | p(AT) —e1 <p < p(A]) +e1, =1 <m <1}

p
p

Considere, Uy uma vizinhan¢a de AgCy , Us uma vizinhanga de EC| e Ug uma vizinhanga
de EG dadas por

Us(0) ={(p,m) | p(Ao) =0 < p <p(Ado)+4d, —1< m <1},
Us(d) ={(p,m) | 0< p <p(Ag), —1< m <144},
Us(0) ={(p,m)| —d6< p <94, —1< m <1}

Dados € > 0 existe B4 ¢ 6 > 0 tal que, para [ > [y,
Fa(Uy(6) UU5(8) UUs(6)) C Va(e)

Demonstracao. Dado € > 0, primeiro vamos mostrar que existem (4 e § > 0 tal que para
B> Ba, Fg(Us(6) UUs(0)) C Dy(g). Como Fio (G) = Foo (F) = E e ainda Fio(Ag) = A7,
pela continuidade de F' com relagao a ( segue que existe () tal que 8 > () implica
F3(GEAy) C Vy(e). Pela continuidade de F' com rela¢ao a p e m existe 6; > 0 tal que
F3(Us(61) UUg(61)) C Di(e).

Agora vamos analisar o caso Fz(Uy(d)) C Dy U Dy. Considere o segmento A, Ch,
temos F(Ag) = A] e Fo(C1) = E. Para todo 0 < § < p(Ap) considere agora os

segmentos verticais
Vi ={p.m) [p=p(4o) -6, -1 <m <1}

temos, para todo X = (p(Ay) — d§,m,) € V5, usando que

b (PP+0B)A+my)  b2B+b(1+m,)) = (0P +0B)(1+m,) b1l —m,)
B 2B2+bB(1+m,) 2B2 + bB(1 +m,) 2B+ b(1+my)
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b(1 —my) b (b2 +bB)(1+ my)
B+ 01 4 my) P 70 = ( "B 2B2+bB(1 + mz)) (p(Ao) =9)

- (B + bB)(1 + m,) b1 — my)
= p(A1) + 2B2 + bB(1 + mx)p(Ao) + 2B +b(1 4+ my)

> p(A1) (2.30)

assim, temos

(6% +bB)(1 +m,) b(1 —my)
X) — = A Ap) — 16
Ip(X) ‘p( o) ~p(4 2BQ+bB(1+mx)p< 0) 2B+ (1 +my)
(b* 4+ bB)(1 + m,) b(1 —my)
=4/ Ap) — 1)é

| V' 2B2+bB1+mr)p( 0) (2B+b(1+mm)+ )
<\ — 2.31
<\ (2.31)
onde usamos [p(Fuo(X)) — p(X)| = |p(X) — p(Fu(X))| para facilitar as contas. Segue
que m(Fo(X))=—-1ea parte de U(d) com o prego menor ou igual a p(A4y) ¢é levada no

seguimento A, E.

Agora consideramos os seguimentos verticais para 0 < § < p(Ay),
Vit ={p,m) | p=p(A) +6,-1 <m < 1}.

Nesse caso, para todo X = (p,, m,) € V5", semelhante a equagio (2.31) temos

(b* +bB)(1 + m,)
9B% + bB(1 + m,)

b(1 —m,)
2B +b(1 4+ my)

p(Ao) -

P(Foo(X)) = p(A1) +

20 b(1 —m,) (b* +bB)(1 +m,)
= 1)0— A
Ip(X) = XDl = ‘ Vo QB—I—bl—I—mx)+ ) 2B+ bB(1 4 my) ")
note que, para termos m(F,. (X)) = +1, basta que

( b(1 —my) +1) 5 (bQ—I—bB)(l—i-mx)p(Ao) =0

2B+ b(1 +m,) 2B2 + bB(1 4+ my)

ou equivalentemente

2B? 4+ 2bB
s < —14+ ) 2.32
" (62 + bB)p(Ao) (2:32)

Assim, para todo § > 0 o salto de descontinuidade ocorre nos pontos onde houver a

igualdade em (2.32). A imagem de p(Fx(U(0))) assumird seu menor valor em V;" quando
m, = —1, logo serd p(A;) — b/Béd. Desse modo, dado ¢ > 0 tomando d, < B/b- ¢
temos Fo(U(d2)) € V(). Pela continuidade de Fj, para tal d; existe 3(d2) tal que
F(5,)(U(d2)) € V™ (g). Assim, tomando ¢ = min{d1,d2} e B4 = max{3}, 5]}, segue que
B > B4 implica Fz(U4(0),Us(0),Us(9)) C Va(e). O
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Prova do Teorema 2.3.2. Vamos usar os lemas técnicos acima para construir uma
vizinhanga de F g(EAO) invariante por Fj. Note que, pela simetria do sistema, os lemas
acima continuam validos por uma reflexao pelo eixo m. Desse modo, denotamos por

V=) ={(p,m) | (—p,m) € V(0)} o simétrico do conjunto V'(§).

Tomamos arbitrariamente 0 < &, < p(A7) — p(Ap). Pelo Lema 2.3.3, para a
vizinhanga V3(d,) de EG, existem f3, 03 e uma vizinhanga Us(d3) de A,Cy tais que para

B > B3,
Fs(Us(d3)) C V3(da).

Pelo Lema 2.3.2, para d3 e a vizinhanga V, (d3) de A;C| AgE, existem do, B2 € Uy (02)
vizinhanca de A, B tais que, para todo 8 > [,

Fs(Uy (62)) € V5 (05).

Seja § = min{ds, do}. Pelo Lema 2.3.1, para 6 e a vizinhanga V() de EA, By A5, existem
d1, /1 e uma vizinhanga U(0;) de EFA] tais que, 8 > (; implica

F(Ui(B1)) € 51(01) U S1(6) U 51(6).
Finalmente, pelo Lema 2.3.4, existe 84 > (; tal que 8 > , implica
F3(Uy(63) U Us(83) UUg(3)) C D1(61) U Da(01) C Uy (61) U Uy (67).
Usando as defini¢oes das vizinhangas dadas pelos lemas, como § = min{d,, d3} temos
Fs(Up(61)) € Vi(8,61) = S1(01) U Sa(6) U S5(0) C Uy (01) U Uz(d2) U Us(03),
Fg(Uz(d2)) C Va(0s) = T1(d5) U To(ds) U T5(05) C Uy () U U, (d3) U Uz (33),
F(Us(d5)) C V3(04) C Us(64)-

Definimos U = U;(61) U Us(d2) U Us(d3) U Uy(d3) U Us(03) U Ug(d4). Concluimos que,
para 3 > f34, os conjuntos U U U~ fornecem uma regiao invariante por Fg, Fg(UUU™) =
U UU~. Notemos ainda que os primeiros pontos da variedade instavel do ponto E estao
em U UU~. Uma vez que o autovetor na diregao instével é (1,0), em alguma vizinhanga
do ponto F, Wg(E) é linear e coincide com parte do segmento E Ay, que esté contido em
UUU~. Como UUU™ & uma vizinhanga dos conjuntos Fi (EAg) e Fi(EAy), invariante
por [, segue o resultado. O

Utilizando o formato geométrico de Wg(E) descrito pelo Teorema 2.3.2, o préximo
resultado mostrara que, a medida que # aumenta, deve existir uma bifurcagao homoclinica

associada aos pontos de sela periddicos dissipativos.
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Teorema 2.3.3. Suponha que C' >0 e b/B > 1. Entao existe um valor B\, tal que para
todo B > B, a quarta iteracio F*B3 exibe uma ferradura. Assim, para todo [ > B o modelo
€ topologicamente cadtico. Além disso, para N > 2 suficientemente grande, existe um valor
Br que o pardmetro 5 assume quando cresce de 0 a 400, para o qual ocorre uma bifurcacao
homoclinica entre a variedade estdvel e instdvel de um ponto de sela dissipativo periodico

com periodo 2N .

A ideia da demonstragao ¢ construir uma regiao R cuja imagem pela Fj seja
aplicada sobre R com o formato de ferradura. Para F* ilustramos essa construcao na

Figura 12 e genericamente para 2N — 2 e 2N com N > 2 na Figura 13.

Figura 12 — (a) O formato de W§(E) e a localizagio do retiangulo R — (b) A regido
XoYoZoWy e a ferradura induzida pela agao de Fg

Ay, By ¢, G Cf By A
R Yo Qo 2y
w r X,
Dy B
Y,
P 1
. R Z1
& X
&D?C‘“ J Wi
A A E A A Xo R W

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Figura 13 — Criagao de ferradura para 2N iteracoes de Fj, quando  aumenta.

R Q R Q

% ===
F@ F2NI ‘Z(QQ) C@ F 2N*Q(C?)
‘DT@ FZN(?) S ——

Dy

(a)

N

(b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

4o
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Demonstracao. Vamos construir uma regiao retangular R tal que, para algum N > 0,
F3'(R) é levado em R na forma de uma ferradura. Nesse sentido, definimos ppaz = p(Ao)
e Pmin = (B/b)* * Praz. Tomamos ¢ de forma que 0 < € < Py, € definimos o retangulo R

do seguinte modo

R:{(p7m) |pmzn <P < Pmaz> 0§m§5}

No segmento EAg, Fo(p, —1) = (=b/B - p, —1). Assim, como

e = 40) = BB 0T = (2) powe = (2 w40 >0

devemos ter que F2(pnin,—1) = Ay € FL(pmaz, —1) = E seguindo o itinerdrio de
F1(EAy) = EA] BoAyCy AgEGEAT E. Agora, como R esta e-proximo ao segmento E Ay,
pelo Teorema 2.3.2 tomando 3 suficientemente grande, temos que WE(E) é e-proxima
de F1(EAp). Logo, segue que o difeomorfismo Fg leva R em uma regiao Fg(R) que é
e-proxima de F2 (EAg). Em particular, devem existir pontos Xy = (p,, —1), Py = (po, —1)
e Zy = (pw,—1) em R com p, < py < p,, que sao levados por Fj arbitrariamente proximos
de Ay, E, A7, respectivamente. Do mesmo modo, com [ tomado grande o suficiente,
existem pontos Yy = (py,—1 +¢), Qo = (po,—1+¢) e Wy = (p,,—1 +¢) em R com
Dz < Po < Pu, que sao levados por Fj arbitrariamente proximos de Ay, £, A;. Assim, a
regiao retangular R contém um retangulo menor X,YyZ,W, cujos vértices estao sob os
lados superiores e inferiores de R contendo o segmento vertical PyQo, com Qg = (po, —1+¢).
Uma vez que Fz(PyQo) esté arbitrariamente proximo de E € i, > 0 e ainda Fz(WyZy)
esta proximo de A; e Fjg(XoYp) esta além de Aj no eixo p, segue que F(XoYyZoW)) tem
o formato de uma ferradura e F3 ¢ uma aplicagao ferradura, o que conclui a primeira parte

da prova.

Notemos que no caso acima, Fj3 ¢ um difeomorfismo que inverte a orientacao e F ,5%
um difeomorfismo que preserva a orientagao. Esse fato indica que é possivel generalizar
a construcao anterior da ferradura para os difeomorfismos F 521\/ 2eF BQN . Nesse sentido,

para cada N > 2 definimos as regioes retangulares
Ry = {(p,m) | ((b/B)*"~*p,m) € R}.

Podemos fazer uma construgao semelhante a feita anteriormente para R e tomar uma regiao
@ de maneira que F3V7*(Q) e F3N(Q) sejam ferraduras contendo W (E). Considere
Dy o ponto de Wg(E) contido na regiao XY;7;W; definida anteriormente que mais se
aproxima do eixo m. Mais especificamente, Dy ¢ o ponto em que Wg (E) intersecta o
segmento Py@;. Definimos D;y1 = F?(D;) para j = 0,1. Assim, para /3 suficientemente
grande, a distancia entre D;,; e o eixo m é aproximadamente (b/B)? vezes a distancia
entre D; até o eixo m, para j = 0,1. Assim, quando § aumenta, a distancia entre D;,

para j = 0,1,2, e o eixo m diminui de modo que uma ferradura ¢ formada para F?V.
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A criacao dessas ferraduras implica na ocorréncia de uma bifurca¢cao homoclinica
segundo o Teorema A.3.3. Resta mostrar que, para N grande o suficiente, os pontos de
sela periddicos de periodo 2N sao dissipativos. Para isso, basta que o médulo do produto
dos autovalores desses pontos seja menor que 1. Mas a regiao Ry se move em direcao a
variedade estavel, que esta sob o eixo m. Uma vez que F = (0, —1) é um ponto de sela
periddico dissipativo, pois possui um autovalor nulo, para N grande o suficiente a 6rbita

de periodo 2N também ¢ dissipativa. Ver Palis e Takens [79] pagina 29, Observagao 2. [

Com a cria¢ao de 6rbitas homoclinicas no sistema, deduzimos, através do seguinte

resultado, a presenca de orbitas caodticas.

Teorema 2.3.4. Para curvas de oferta e demanda genéricas suficientemente proximas na
topologia C? das curvas de oferta e demanda lineares, o modelo cobweb com expectativas
racionais e ingénuas exibe um atrator estranho para um conjunto de valores de [ com

medida de Lebesgue positiva.

Demonstrag¢ao. Para curvas de oferta e demanda suficientemente proximas na topologia
C? das curvas lineares, a construcao feita no Teorema 2.3.3 também se aplica e as condicoes
genéricas para o surgimento de bifurcagdes homoclinicas sao satisfeitas. Assim, o resultado

segue diretamente do Teorema 2.3.3 e do Teorema A.5.4. O]

O maior ganho na interpretacao da situagao utilizando o modelo BH97 vem ao
se variar a intensidade de escolha dos agentes. Na teoria classica, equivalente & 8 =0, o
sistema se torna simplesmente o sistema cléssico, cada agente com a sua expectativa que
nao muda. Quando a curva de oferta é mais eldstica que a curva de demanda, mostramos
com a Proposicao 2.1.1 que o preco tende ao equilibrio. Ja o caso 8 = +o00 representa a
teoria neoclassica com a hipotese da racionalidade. Assim como é previsto pela teoria, o

modelo tende ao estado estacionario ap6s um certo ntimero de iteragoes.

No entanto, quando a intensidade de escolha é finita, por maior que seja, mostramos
que a evolugao do sistema produz um emaranhado homoclinico, o que torna o sistema
topologicamente cadtico. Mostramos ainda que para um conjunto de valores do parametro
[, o sistema exibe um atrator estranho com o6rbitas cadticas, resultando em ciclos de

mercado instéaveis e de dificil previsao apds um certo namero de iteragoes.

Note que, segundo o Teorema A.5.4 o atrator estranho s6 é formado para um
conjunto com medida de Lebesgue positiva. Como o modelo s6 depende de um parametro
de bifurcagao, o espago de parametros é a reta real positiva, R, incluindo o zero. De
fato, para os valores de parametro da Tabela 3 esse conjunto esta contido em [4.3,11.5],
que podemos visualizar nas simulacoes numéricas presentes na Figura 14. E importante
destacar que, como explicado na Secao A.5 do Apéndice A, a partir de = 11.5 nao

ha o desaparecimento das érbitas homoclinicas criadas no Teorema 2.3.3, mas apenas o
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desaparecimento do atrator estranho, de modo que, a partir desse valor, todas as solugoes

iniciais tendem ao estado estacionario no longo prazo.

Um diagrama de bifurcagao para o sistema é apresentado na Figura 15 onde
podemos observar tanto as bifurcagoes presentes nos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 quanto a
cascata de bifurcagoes de duplicacao de periodo subsequentes a bifurcagao homoclinica.
Observe, pela série do maior expoente de Lyapunov em funcao dos valores de [ exibida na
Figura 15, que nao é para todos os valores de (8 no intervalo [4.3,11.5] que o sistema exibe

um atrator estranho. Esse é o caso de § = 4.50, como mostra a Figura 14.

Figura 14 — O sistema exibe atrator estranho para valores do parametro S no intervalo
[4.5,11.5].

B = 4.40 B = 4.50 B = 6.00
1.0 1.0~ R 1.0 A
0.5 - / 0.5 - d £ 0.5 -
0.0 0.0 o : 0.0
—-0.5 1 -054 . . —-0.5 -
_1‘0_ T T T _1'0_ T '.~-‘+~. i T _1'0_ T T T
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
B = 9.00 B =11.50
1.0 - 1.0~ .
{
0.5 4 : 0.5 4
I
0.0 | 0.0
[
—0.5 - j ! —-0.5 -
—-1.0 - . : . —-1.0 - et
-1 0 1 -1 0 1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 15 — Diagrama de bifurcacao e o maior expoente de Lyapunov para o parametro de
intensidade de escolha 3 e o preco p.

Diagrama de Bifurcagao

0 2 4 6 8 10 12

0.25 1 WA g o
1
—0.25 A
—0.50 A
—0.75 A
0 2 4 6 8 10 12

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Podemos constatar que, como supunha Muth, a hipotese de racionalidade representa
bem valores de 8 muito grandes, e portanto, fornece uma estimativa razoavel para alguns
mercados. No entanto, utilizando a estimativa de parametros feita em [95], verificamos
que na maior parte dos mercados, 3 se encontra dentro do intervalo critico. De fato, os
autores concluiram que o § médio é igual a 9,535, onde foram comparados mercados
de quatro classes de ativos: indice de agoes, moedas estrangeiras no mercado cambial,
commodities e indices macroecondémicos. Os mercados que mais apresentaram variagao
no [ foram o monetario, variando de 1,034 para o par de moedas délar americano-libra
esterlina a 30,949 para o par de moedas doélar americano—iene japonés. O estudo conclui
que, de modo geral, o parametro de intensidade de escolha § é um pouco menor para
variaveis macroecondmicas e maior para mercados financeiros altamente liquidos. Em

outras palavras, os agentes sao mais reativos as diferencas de desempenho nos mercados
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financeiros do que em ativos mais macroeconémicos, resultando em uma maior frequéncia

de mudanca entre estratégias em ativos financeiros.

Assim, é razodvel concluir que em mercados onde o modelo cobweb é aplicavel,
a dinamica cadtica prevista pode cumprir um papel fundamental na compreensao de
fendmenos pouco conhecidos e que foram desconsiderados por modelos sem a hipotese
de agentes heterogéneos. Em contraste com a hipétese de Friedman, podemos concluir
que, ao menos em um mercado onde o modelo cobweb se aplica, expectativas racionais e
ingénuas tendem a co-existir no longo prazo e, devido ao custo da informagao, agentes

racionais nao dominam o mercado como foi argumentado.
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3 APRECAMENTO DE ATIVOS EM MERCADOS HETEROGE-
NEOS E METODO DE ESTIMACAO

Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar um aplicagao da estrutura ARED de
selegOes co-evolutivas entre expectativas heterogéneas de [15], apresentada no Capitulo 2,
ao contexto dos mercados financeiros. Para isso, discutiremos o modelo de precificacao
de ativos em um ambiente caracterizado por agentes com crencas heterogéneas, conforme

desenvolvido por Brock e Hommes [16] e referido como modelo BH98.

Nas tltimas trés décadas, surgiram diversos modelos que buscam capturar a
complexidade dos mercados financeiros por meio de estruturas relativamente simples,
porém capazes de gerar dinamicas ricas e realistas. Esses chamados modelos simples de
complexidade concebem os mercados como sistemas adaptativos evolutivos compostos
por agentes interativos com racionalidade limitada. Embora contenham elementos nao
lineares, esses modelos permanecem, em muitos casos, trataveis do ponto de vista analitico,
a0 mesmo tempo em que exigem suporte de ferramentas computacionais para exploracao

mais profunda de suas propriedades dindmicas.

Essas abordagens contrastam fortemente com a hipotese das expectativas racionais,
segundo a qual agentes irracionais tenderiam a ser eliminados do mercado por meio de
mecanismos evolutivos baseados em lucro ou riqueza, resultando em um mercado dominado
por agentes plenamente racionais. No entanto, simulagoes computacionais de mercados
artificiais, como aquelas desenvolvidas no Instituto Santa Fe por LeBaron, Arthur e Palmer
[61] e Lux [65], demonstram que a convivéncia de multiplas estratégias de previsao pode
dar origem a regimes de precos com alternancia entre estabilidade e instabilidade, episddios
de volatilidade excessiva e outras irregularidades empiricas observadas nos mercados reais,

como caudas pesadas e agrupamento de volatilidade.

Nesse contexto, os modelos BH97 e BH98 representam um marco na literatura por
integrarem mudangas endégenas nas estratégias dos agentes com base em desempenho
relativo. Tais modelos, apesar de sua simplicidade formal, revelam uma notéavel capacidade
de replicar comportamentos complexos do mercado e tém sido empregados tanto para
investigagoes tedricas quanto para testes empiricos, inclusive em ambientes laboratoriais

com humanos.

No ambito das finangas, o crescente interesse por modelos com agentes heterogéneos
tem levado ao desenvolvimento de estruturas em que diferentes grupos de investidores,
notadamente fundamentalistas e analistas técnicos, coexistem com expectativas divergentes

sobre a trajetoria futura dos precos dos ativos.

e Fundamentalistas formulam suas previsoes com base em varidveis econémicas fun-
damentais como dividendos esperados ou taxas de juros, de modo que o preco do

ativo se movera na direcao de seu valor fundamental e compram ou vendem o ativo
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quando seu precgo esta abaixo ou acima, respectivamente, desse valor fundamental.

e analistas técnicos, extraem previsoes a partir de padroes histoéricos de pregos pois
acreditam que os pregos dos ativos nao sao determinados apenas por fundamentos,
mas que podem ser previstos por regras técnicas simples baseadas em padroes

observados nos pregos passados, como tendéncias ou ciclos.

Uma vez que a HME fraca resulta na variacao dos pregos ser representada por um passeio
aleatorio dirigido, fundamentalistas assumem a HME, enquanto analistas técnicos baseiam
suas crengas na nao validade dessa hipotese, ver Fama [28]. Desse modo, a composi¢ao
da populacao de agentes, bem como suas estratégias, evolui ao longo do tempo com base
no desempenho relativo de cada tipo, em um processo co-evolutivo de selecao adaptativa.
Como resultado, os pregos dos ativos apresentam dindmicas complexas marcadas por
transigoes irregulares entre regimes dominados por fundamentalistas (estaveis) e regimes
dominados por seguidores de tendéncia (instaveis), com desvios persistentes em rela¢ao ao

prego fundamental racional e episdédios de volatilidade excessiva.

Além de sua relevancia académica, esses modelos tém potencial aplicabilidade
pratica. Seu uso por profissionais do mercado financeiro e formuladores de politicas
publicas pode contribuir, por exemplo, para a avaliacao da probabilidade de formagao ou

retomada de bolhas especulativas nos precos dos ativos.

De maneira diferente do capitulo anterior, devido a dificuldade de abordar o modelo
de forma analitica, optamos por uma abordagem estatistica e numérica. Todas as analises
qualitativas serao feitas numericamente por meio do diagrama de bifurcagoes e pelo
calculo do maior expoente de Lyapunov. Essa escolha, além de apresentar outro ponto de
vista, convém ao objetivo deste capitulo, uma vez que o modelo BH98 apresenta maior
aplicabilidade pratica pela abundancia de dados disponiveis sobre séries financeiras, de

modo que as principais anélises partem do modelo ajustado a mercados financeiros reais.

O capitulo tem inicio com a apresentacao de uma versao simplificada do modelo
BH98, originalmente proposto por Brock e Hommes [16] e posteriormente adaptado por
Hommes [41]. Inicialmente, delineamos o problema de apregamento de ativos, definindo
o conceito de preco fundamental e sua contraparte sob a hipotese de heterogeneidade
comportamental dos agentes. Em seguida, discutimos brevemente a dindmica do modelo
considerando um nimero reduzido de tipos de agentes. Na sequéncia, introduzimos o mé-
todo de estimacao de parametros conhecido como Estimacao por Maxima Verossimilhanca
Nao Paramétrica Simulada, conforme proposto por Kristensen e Shin [56], e avaliamos sua
aplicabilidade ao modelo BHI98 por meio de experimentos de simulagao de Monte Carlo.
Apos validarmos sua eficacia, procedemos a estimacao dos pardmetros com base em séries
temporais financeiras, utilizando precos de fechamento de ativos de diferentes classes e

negociados em bolsas de valores de diferentes paises. Concluimos o capitulo com uma
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analise dos fatos estilizados estatisticos que o modelo ajustado é capaz de reproduzir.

3.1 MODELO DE CRENGAS HETEROGENEAS

Sejam p; o preco por acao do ativo com risco no instante ¢ e y; a variavel aleatoria
que fornece o valor dos dividendos pagos por esse ativo no instante t. A dinamica do

patrimonio de um agente nesse mercado é dada pela equagao
Wip1 = RWy + (peg1 + Yer1r — Bpe) 2,

em que R =1+ r é a taxa de retorno bruto do ativo sem risco, z; denota o ntimero de
acoes do ativo com risco compradas em ¢. Denotamos por E; a esperanga condicional e
V; a variancia condicional baseadas na informacao disponivel publicamente no mercado,
tais como histérico de precos e historico de dividendos pagos. Sejam ainda, E;; e V,; a
esperanca condicional e a variancia condicional baseadas nas crencas ou no modelo de
previsao adotado pelos agentes do tipo . Denotamos por 2, ; a demanda por ativos de risco
por agentes do tipo h. Consideremos que os agentes desejam maximizar a média-variancia
de seus patrimoénios. Assim, optam pela demanda zj,; para o ativo de risco vinculada
a crenga h que ofereca a melhor combinacao entre expectativa e variancia, ajustada de
acordo com o grau de aversao ao risco que serd determinado pelo parametro a. Dessa
forma, a maximizacao ocorre através da seguinte formula,

a
le?X{Eh,t (Wil — §Vh,t[Wt+1]} :

conforme estabelecido em [16] e [41].

Considerando a variancia homogénea para todos os tipos de agentes, isto ¢, V,; = o2,

a demanda pelo ativo de risco do agente do tipo h pode ser expressa por,

- Ene[perr + verr — Bpd  Englperr + Y1 — Rpyl
t = =
aVii[pis1 + Yey1 — Bp] ao?

Seja s a oferta total por investidor do ativo de risco, isto é, a quantidade desse ativo
disponivel no mercado que cada investidor individual pode comprar. Assim, se nj; denotar
a fracao dos agentes que no instante ¢t adotam o comportamento h, em uma situacao de

equilibrio entre oferta e demanda, obtemos a condigao,

H
Epi[pis1 + Y1 — Rpi

E Tht 5

p ao

De forma que o preco observado no instante t fica definido por,

H

Rp = Z Nt Bh [Pt + yes1] — ao’s. (3.1)
h=1
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3.1.1 Preco Fundamental.

Em um mercado perfeitamente eficiente, pode-se considerar todos os agentes
idénticos pois adotam o comportamento perfeitamente racional, portanto formam a mesma

expectativa. Assim, a equagao de equilibrio do mercado (3.1) pode ser escrita como
Rpt = ]Et[pt-i-l + yt+1] — CLU2S. (32)

Considere o apregamento, ou seja, a solu¢do da equagao (3.2), dada pela soma das
expectativas futuras dos dividendos descontada do prémio de risco. A esse preco chamamos

prego fundamental das expectativas racionais e que pode ser formalizado como se segue.

Definicao 3.1.1. Definimos o preco fundamental como o preco do ativo com risco,

dado por:

. > E|ye ] — ao?s
Py = Z RF :
k=1

Pode-se verificar que, ao se assumir a validade da condigao de transversalidade,

Et[pi 4]
Rk

lim; = 0, a solugao da equagao de equilibrio em um mercado homogéneo, dada

por (3.2), torna-se tnica e corresponde ao pre¢o fundamental.

Note que o preco fundamental baseia-se somente nos fundamentos econémicos e é
representado em (3.1.1) como a expectativa dos dividendos futuros. Assim, as principais
caracteristicas do preco fundamental sao normalmente influenciadas pela natureza estocas-
tica do processo de dividendos. O principal ponto de interesse ¢ a situacao de um processo
de dividendos y; ¢ independente e identicamente distribuido com uma média constante
E[y:] = ¥. De modo que o prego fundamental nessa situagao torna-se constante e pode ser

definido como

. ~~Y—aoc’s y—ao’s
p _Z RF - r )
k=1

Entretanto, relaxando a condi¢ao de transversalidade, é possivel obter outra forma
de solucao chamada ’bolha’ onde os agentes, mesmo adotando uma expectativa racional e
fazendo a previsao perfeita dos precos futuros, ao buscar a maximizagao de seu patrimonio,

levam o preco observado a se desviar do preco fundamental.

Definicao 3.1.2. Uma bolha racional é uma solugao nao trivial para a equagao (3.2)

na forma,

pe = p; + R'(po — pj)-

Em um mercado perfeitamente racional, vale a condicao de transversalidade. Assim,
nesse caso, podemos entender que os agentes acreditam que os precos fornecidos por bolhas
duram um periodo de tempo limitado e, portanto, atuam de forma a controlar o preco

observado, igualando-o ao pre¢o fundamental. Portanto, de um modo geral, em um
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mercado homogéneo, a tnica fonte de incerteza que impacta o prego observado esta

associada aos dividendos e aos processos econémicos associados.

3.1.2 Crengas Heterogéneas e Dinamica Evolutiva.

Em seguida, vamos considerar um mercado heterogéneo com H tipos de agentes.
Para diminuir o namero de variaveis do sistema, consideramos a diferenca entre o preco
observado e o prego fundamental x;, que chamaremos de desvio do preco fundamental.

Assim,

mt:pt_p:-

Seguindo [16] e [41], com o objetivo de formalizar a discussdo acima, vamos
introduzir trés hipoteses bésicas do modelo BH98 sobre as crengas dos agentes do tipo h,

para todo h:

Bl Vi [pes1 + vir1 — Rpe) = Viprar + v — Rpe] = o? para todos h e t.
B2 Ej +[ys+1] = Et[yi41] para todo t.

B3 Todas as esperancas Ep, ¢[p:11] s@o da forma

Entpir1] = Eelpip] + Englia] = Eepi]) + fal@er, -+ 2e-r),

para todo t.

A hipétese Bl significa que as crengas sobre a variancia condicional sao iguais
e constantes para todos os tipos de agentes. A suposicao B2, que todos os tipos tém
expectativas corretas sobre os dividendos futuros 1,1, dadas pela expectativa condicional,
que é g no caso de dividendos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d). Ja a
hipotese B3 indica que as crengas sobre os pregos futuros consistem em duas partes: uma
crenga comum sobre o valor fundamental, mais uma parte heterogénea f3; que difere pelo
tipo de agente. Assim, cada preditor ou regra de previsao f;, representa um modelo de
mercado, ou seja, uma regra técnica segundo a qual o tipo h acredita que os precos irao se

desviar do pre¢o fundamental.

Uma consequéncia importante e conveniente das suposi¢oes B1-B3 sobre as crengas
dos agentes é que a equagao de equilibrio de mercado (3.1) pode ser reformulada em
termos de desvios em relacao ao preco fundamental de referéncia. De fato, por B3 aplicada
na equacao (3.1) e usando que para o pre¢o fundamental, Rf = E.[pj ; + ys41] — ao’s

obtivemos a equacao de equilibrio em termos dos desvios do valor fundamental:

H H
Rz = Z Ny B t[Ti41] = Z i fnt s (3:3)
h=1 h=1
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com fn; = fn(xi—1,...,2,_1). Para detalhar as estratégias de cada tipo de agente, vamos
continuar adotando a abordagem de [16] e assumir preditores lineares simples que levam

em consideracao somente um periodo de defasagem. Temos explicitamente

Tt = gne—1 + bn, (3.4)

em que, gn ¢ o parametro de tendéncia e b, o parametro de viés de cada preditor h. Essa
suposicao pode ser justificada pelo seguinte. Como o modelo busca representar e generalizar
uma grande quantidade de agentes que se diferenciam do comportamento racional utilizando
preditores complicados ou, por vezes, somente regras heuristicas implicitas, em um curto
periodo de tempo, uma aproximacao linear pode ser suficientemente adequada. Também
pode-se argumentar que o namero de agentes com acesso a preditores mais elaborados
nao é suficiente para causar mudancas perceptiveis nos pregos observados. Além disso,
preditores lineares simples podem modelar os tipos mais importantes de comportamento

listados abaixo:

- gn = by, = 0 modela um comportamento racional.

- gn > 0 modela um comportamento de seguir a tendéncia.

- gn < 0 modela um comportamento contrario a tendéncia.

- by, > 0 modela um comportamento de viés positivo (otimista).

- by < 0 modela um comportamento de viés negativo (pessimista).

Note que o preco fundamental de referéncia esté incluido como um caso especial dentro

desta formulagao geral, com todas as estratégias de previsao f, = 0.

A parte evolutiva do sistema detalha como os agentes ajustam suas crengas em
resposta as flutuagoes nos precos e a gama de informagoes econémicas acessiveis a cada
instante de tempo. Como no capitulo anterior, essa dinamica é descrita pela fracao ny; de
agentes assumindo cada comportamento h em um determinado instante de tempo t que,

por sua vez, é expressa pelas probabilidades de Gibbs,

_ eXp(ﬁUh,tfl)
> iy exp(BUns1)

em que Uy, é a utilidade, publicamente avaliada no tempo ¢, de acordo com a performance

nm (35)

do comportamento A no tempo t — 1. Descrevemos a utilidade pela média ponderada dos

lucros realizados no instante ¢t — 1,

Epn—1[pt + v — Rpi—1]
aoc?
fh,t72 — Rxy 5+ ao?s
5 )

Unt—1 = (pr +y¢ — Rpi—1)

= (241 — Ray_o + ac?s)
ao
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Assim, (3.5) fornece uma dinamica onde os agentes tendem a adotar o compor-
tamento que obteve melhores resultados em um passado recente, de modo que, quanto
maior for a utilidade percebida do comportamento h, maior sera o numero de agentes
que adotarao esse comportamento no futuro. O parametro [ representa a intensidade de
escolha, medindo o quao fortemente a coletividade de agentes se adapta a estratégia 6tima
no instante ¢. De onde segue que 8 = 0 indica um sistema onde os agentes tendem a manter
seu comportamento, ou apesar da utilidade percebida ou mesmo por serem incapazes de
perceber a utilidade do comportamento 6timo. De maneira contréria, 8 = 400 representa
um sistema onde os agentes adotam instantaneamente o comportamento 6timo objetivando

maximizar seu patrimonio.

O modelo BH98 com H tipos de agentes ¢ dado em termos do desvio do prego

fundamental pelo sistema dinamico,

H H
Ry = Z M1 fae + €0 = Z Nht-1(gnTe—1 + bn) + €, (3.6a)

h=1 h=1

eXp(ﬁUh,tfﬁ
> e P (BUn 1)

(3.6b)

Npt—1 =

_9— Rxy_
Unt—1 = (2421 — R$t72)fh’t 2 2 = (x4—1 — Rry_9)

ao? ao
em que o ruido gaussiano €, representa a incerteza presente no mercado. Previsoes lineares

gnTi—3 + by, — Rxy_o
2 7

(3.6¢)

com apenas um periodo de defasagem, conforme descrito nas equagoes (3.6) resultam
em um sistema de terceira ordem que pode ser interpretado como um sistema dinadmico

tridimensional:
Ty = F<xt717xt727 xt*3>7 (37)

cujas condicoes de estabilidade local sao relativamente simples de examinar.

Notemos que, apesar de transformacoes lineares de processos normalmente distri-
buidos resultarem em processos normalmente distribuidos, o sistema expresso nas equagoes
3.6 é fortemente nao linear, fazendo com que o processo resultante nao seja normalmente
distribuido e nem mesmo estacionario. Da equagao (3.7) é possivel notar que o valor do
desvio do preco fundamental no tempo ¢ é influenciado por transformacoes nao lineares
dos ruidos dos tltimos trés periodos de tempo, ¢t — 1,¢ — 2, ¢ — 3. Assim, observamos que é
inviavel o calculo analitico de uma distribuicao de probabilidade para o processo gerado

pelo modelo BH98, como ¢ caracteristico de sistemas complexos em geral.

3.1.3 Dinamica com Pouco tipos de agentes.

Com o proposito de ilustrar a dinamica do sistema, vamos investigar um exemplo
simples com dois tipos de crengas. Nesse caso, temos que o sistema (3.6) pode ser escrito

na forma
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Rz = norgrsy (3.8a)

exp|B((zs — Ray_q)? — CO)]

Ny, = 3.8b
Y = plB((@ = Revr)? — O)) + explBlae — Rue)(ges — Bawn)] o0
_ exp[B(x; — Rry 1) (9o 2 — Ry 1))
Nop = - . (3.8¢)
exp|B((xy — Rxy1)? — C)| + exp[B(x; — Ray_1)(gxs—o — Ry q)]
Podemos introduzir a diferenca nas fragoes m;, e um célculo simples mostra que
my =Nyt — Ny = tanh (g {(wt — Ry q)(xy — gay9) — C’}) ) (3.8d)

Como principal exemplo, considere um mercado com dois tipos de agente, fundamen-
talistas f; = 0 e especuladores fo = gox;_1. Neste exemplo, os fundamentalistas precisam
arcar com um custo fixo positivo C' > 0 por periodo para a obtencao de informacgoes que
podem gerar incentivos para que os agentes aproveitem a informacao daqueles que pagam
os custos de obter expectativas racionais. No Capitulo 2 mostramos que, em um sistema de
oferta e demanda do tipo cobweb com crencgas adaptativas, uma alta intensidade de escolha
para alternar entre um preditor de expectativas racionais custoso e um preditor ingénuo
gratuito leva a instabilidade do mercado e a flutuacao caoética dos pregos. No modelo de
precificacao de ativos, dependendo da configuracao dos tipos de estratégias de negociacao,
essa forca economica pode gerar instabilidade no estado estacionario fundamental F;, com

r = 0, e a existéncia de estados estacionarios adicionais nao fundamentais F5 e Fj.

Exemplo 3.1.1 (Fundamentalistas e seguidores de tendéncia). Quando 5 =0, os dois
tipos de operadores coexistem em proporcoes iquais no estado estaciondrio n; = ny = 0.5.
No entanto, a medida que 3 aumenta, a fragio de sequidores de tendéncia tende a crescer,
aprorzimando-se de 1 no limite § — +00, em razao do custo fixo de informagao imposto
aos fundamentalistas. Aqui, para a andlise numérica, consideramos o caso especifico de um
mercado com agentes fundamentalistas e sequidores de tendéncia, com parametros dados
pela Tabela 2.

Tabela 2 — Valores de parametros utilizados nas simulagoes numeéricas.

g b R C
1.2 0.0 1.1 1.0

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A estabilidade do estado estaciondrio fundamental depende criticamente do valor de
g. Para valores baizos 0 < g < R, esse estado permanece estdvel independentemente de [3.

Contudo, quando g > R, a predomindncia crescente de sequidores de tendéncia, promovida
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por altos valores de [3, pode desestabilizar o sistema. Esse fenéomeno estd associado a uma
bifurcagao de Hopf, na qual dois novos estados estaciondrios nao fundamentais surgem. O
sistema pode convergir para qualquer um desses estados nao fundamentais ou, na presen¢a

de ruido, alternar entre eles.

Com o aumento adicional da intensidade de escolha, os estados nao fundamen-
tais também se tornam instdveis por meio de uma bifurcacao de Hopf. A partir desse
ponto, surgem ciclos-limite estdveis e atratores quase periddicos ao redor dos estados nao
fundamentais, dando origem a dindmicas mais complexas e irrequlares. Essa sequéncia
de bifurcacoes culmina em trajetorias cadticas, conforme evidenciado pelo expoente de
Lyapunov positivo na Figura 17, caracterizando uma rota racional ao caos induzida por

competicao evoluciondria entre estratégias.

Figura 16 — Atrator no espago de fase (z,m) para o sistema com [ = 3.45. — (a)
Atrator simples com solugao inciais (0.01, 0.01, 0.01). — (b) Atrator apresentado em
(a) perturbado por um ruido gaussiano € ~ N(0,0.02). — (c) Séries temporais do desvio

do preco fundamental e da diferenca relativa da fracao de agentes m = n; — ny, para 500
observacoes do modelo com ruido.

Desvio do Preo Fundamental
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-0.90

-095

(a) (b) (c)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Podemos interpretar economicamente a dindmica do sistema do sequinte modo.
Observe na Figura 16 (¢) que os agentes adotam, na maior parte do tempo, a estratégia de
sequir a tendéncia, quando m = —1, uma vez que adotar a estratégia fundamentalista é
custoso. Desse modo, cria-se, com essa atitude, bolhas racionais na série de precos, de
modo que, ao deixarem de perceber essa estratégia como vantajosa, buscam informag¢ao
através do preditor fi fundamentalista e custoso. Apds uma certa propor¢cao de agentes
concordarem sobre o desvio do preco, este converge rapidamente para o preco fundamental.
Uma vez que o preco estd estabilizado, pagar pela informagao fundamentalista deiza de
ser vantajoso frente ao comportamento de sequir a tendéncia, que € gratuito e aproveita
a informacao disponivel no mercado. Note ainda que quando a maioria dos agentes nao
concorda em adotar o preditor fundamental fi, ou seja, quando a série dos valores m nao
se torna positiva, a informacao disponivel nao € suficiente para levar o prego observado de

volta ao prego fundamental e a bolha persiste.
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Figura 17 — Fundamentalistas e seguidores de tendéncia. — (a) Diagrama de bifurcagao,
com duplicacao de periodo priméria e bifurcacao de Hopf secundaria levando a dinamicas
periodicas, quase-periddicas e, subsequentemente, também caoticas. — (b) Grafico do
maior expoente de Lyapunov, com dinamicas quase-peridédicas imediatamente apos a
bifurcagao de Hopf secundéaria e caos, entremeados por ciclos estaveis para valores mais
altos de .
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Exemplo 3.1.2 (Fundamentalistas e contrarios a tendéncia). Para agentes fortemente
contrarios a tendéncia, g < —2R, o aumento da intensidade de escolha gera uma bifurcagao
de duplicagao de periodos onde o estado estaciondrio se transforma em dois pontos perio-
dicos de periodo 2. Apds uma bifurcacao de Hopf, com o aumento de 3, cada um desses
pontos gera um ciclo denso quase-periodico. O diagrama de bifurcagcao e o maior expoente
de Lyapunov apresentados na Figura 19 indicam que, apds essa bifurcagcao secunddria, com

B — 400, uma bifurcagao homoclinica ocorre gerando comportamento cadtico no sistema.

Tabela 3 — Valores de parametros utilizados nas simulagdes numéricas.

g b R C
-1.5 0.0 1.1 1.0

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Note que o comportamento dindmico caracterizado no atrator estranho exibido na
Figura 18 € muito similar ao do sistema cobweb com agentes heterogéneos com expectativas

ingénuas e racionais, estudado no Capitulo 2. A variedade estavel W*(E,) consiste em
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um segmento vertical, enquanto a instdvel W"(E;) tem duas, uma se afastando a direita e
outra a esquerda antes de retornarem em direcao ao estado estaciondrio paralelamente a

W*(Ey) e recomegarem o ciclo.

Figura 18 — Atrator no espago de fase (z,m) para o sistema com = 25. — (a) Atrator
com solu¢do inciais (0.01,0.01,0.01). — (b) Atrator perturbado por um ruido gaussiano
e ~ N(0,0.02). — (c) Séries temporais do desvio do prego fundamental e da diferenga
relativa da fracao de agentes m, para 500 observagoes do modelo com ruido.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 19 — Fundamentalistas e contrarios a tendéncia. — (a) Diagrama de bifurcagao,
com duplicacao de periodo priméria e bifurcacao de Hopf secundaria levando a dinamicas
periodicas, quase-periddicas e, subsequentemente, também caoticas. — (b) Grafico do
maior expoente de Lyapunov, com dinamicas quase-peridédicas imediatamente apos a
bifurcagao de Hopf secundéaria e caos, entremeados por ciclos estaveis para valores mais
altos de b.

Diagrama de Bifurcacao

Maior Expoente de Lyapunov
0.0 _— i ”'W[mx
Ll

-0.4

0.2 A

0 2 4 6 8 10 12 14

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Nos dois exemplos considerados acima, o caso mais interessante para explicagoes
tedricas baseadas no modelo para comportamento reais estatisticos e dinamicos, é dado
pelos valores de 8 que estao entre a bifurcacao de Hopf e a bifurcacao homoclinica. De
fato, note nas Figuras 17 e 19 que esse conjunto de valores de ( é caracterizado por ter o
expoente de Lyapunov muito préoximo de zero. Dessa maneira, com a presenca de ruido,
a dindmica do sistema transiciona entre atratores simples e peridédicos para atratores
estranhos quase-periodicos com comportamento fracamente cadtico. Essa propriedade é o

que permite caracterizar o modelo BH98 como um sistema complexo.

3.2 MAXIMA VEROSSIMILHANGA NAO-PARAMETRICA SIMULADA.

Nessa secao, vamos aplicar a abordagem da maxima verossimilhanga nao paramé-
trica simulada (NPSMLE)! proposta e formalizada por Kristensen e Shin [56] ao modelo
BHO98. Para estabelecer uma referéncia para efeito de comparagao, buscamos nos basear

nas hipoteses e na analise de Monte Carlo desenvolvida em [57]. Primeiramente, vamos

1 Seguimos a abreviagao do termo original em inglés, non parametrical simulated mazimum

likelihood estimator
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construir o estimador, explicar suas vantagens e desvantagens e, em seguida, analisar, por

meio de um estudo de Monte Carlo, sua aplicabilidade ao modelo BH9S.

Seja (ys, Vy), com y; = t — R¥ v, ¢+ Q, t € N um processo estocastico, que pode
ser nao estacionario, com {2, um espaco de probabilidade que pode variar com o tempo.
Suponha que temos T observagoes {(y;, V¢)};_, desse processo, onde a série temporal

{y:}_, é gerada por um modelo totalmente paramétrico dado por
Yt ZQt(Ut75t§9)a = ]-a"'7T7 (39)

em que § € © C R? é um vetor de parametros desconhecido, e &, ¢ uma sequéncia de
variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicao F. conhecida, constante no tempo e independente
dos parametros 6. Assumimos que v; contenha as variaveis exégenas do modelo, que nao

podem ser observadas, como, por exemplo, no caso de modelos markovianos com v; = y;_1.

Assumimos ainda que o modelo possui uma densidade condicional associada py(y |

v; 0), dada por,
PueAlvi=v)= [ ply|vio)dy, t=1....7.
A

para qualquer conjunto de Borel A C R*. Desse modo, o maximizador da log-verossimilhanca

condicional é

T
Opre = arg max Lp(8), Lr(0) = ;logpt(yt | Vi3 6), (3.10)

Se 0 modelo (3.9) estiver completamente especificado, ou seja, v; contiver apenas valores
anteriores de 1, entao esta é a verossimilhanca completa do modelo condicional ao valor
inicial. Se, por outro lado, v, contiver outras variaveis exégenas além de valores anteriores

de y;, entdo Lp(0) é uma verossimilhanga parcial.

Suponha agora que p;(y | v;0) ndo possui uma forma fechada ou é muito dificil de
obter uma representacao analitica exata e, portanto, a estimagao por maxima verossimi-
lhanga de 6 em (3.10) nao ¢ viavel. Nesses casos, embora p;(y | v;6) nao esteja disponivel
em forma analitica, ainda é possivel gerar observagoes simuladas a partir do modelo por
(3.9). Seguindo [56|, vamos propor um método geral para obter uma densidade condicional
simulada, que, por sua vez, serda usada para obter uma versao simulada do estimador de

méaxima verossimilhanga (MLE).

Paracada 1 <t < T,y € R¥, v, € Q, e € O, geramos N amostras i.i.d. seguindo

a distribuigao f+, {Ei Z-]il, e usamos essas amostras para calcular
0 __ i, .
Yy = qi(v, €% 0), 1=1,...,N.

Por construcgao, as N varidveis aleatorias i.i.d. simuladas, {Y,%},, seguem a distribuicao

pt, isto &, YO ~ pi( - | v;;60). Assim, as simulagoes podem ser utilizadas para estimar
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pe(y | ;0) por meio de métodos ndo paramétricos como o nicleo. Dessa forma, definimos

N
. 1
Py | vi) = N;Kmi — ), (3.11)

onde K,(u) = K(u/n)/n*, K : RF — R ¢ um ntcleo e > 0 ¢ uma largura de banda. Sob
condigbes de regularidade, ver [56] condigoes A.2, A.4, K.1 e K. 2, obtemos:

Pe(ye | vi;0) = pie(ye | vi;0) + Op(1/7/Nnk) + Op(n?), N — .

De forma que o erro da aproximacio pode ser reduzido 4 Op(1) quando n — 0 e Nn* — oo.
Tendo obtido a densidade condicional simulada, podemos calcular o MLE simulado de 6

pela formula

T
0 — Lo(0). Lp0) =Y logp -6).
NPSMLE = aIgIax 7(0), 7(0) ; og De(ye | vi: 0)

Assim, sob as condicoes de regularidade citadas, é\NPS v LE Mmantém as mesmas propriedades
do Oy inviavel, quando T, N — oo e py(y; | v; 0) L, pe(ye | Vg3 0), temos que ZT(H) S

L7(0) quando N — oo, para um dado T > 1.

Ao buscar 6 por meio de otimizagao numérica, utilizamos as mesmas observacoes
para todos os valores de . Com o objetivo de diminuir o custo computacional, também
podemos usar o mesmo conjunto de valores {g;}¥, obtidos da distribui¢ao F.(-), ao longo
de cada iteragao para t. No contexto da otimizacao numérica, a tarefa é simplificada
quando L7 (0) exibe continuidade e pode ser diferenciada em relagao a 6. De acordo com
a equagao (3.11), esta propriedade é mantida se as fun¢oes K e 6 — ¢(v,e;0) forem
continuamente diferenciéveis r > 0 vezes. Isso é uma consequéncia direta da aplicacao da
regra da cadeia e do fato de utilizarmos a mesma realizacio das variaveis aleatorias {&;}
para cada valor de #. Assim, podemos resumir o célculo da fungao de log-verossimilhanca

simulada no seguinte diagrama:

&1 EN
q K ~
(y1,v1) — Y} Yy Pe(y1;0) —
0 — (ye,v1) —— Y Y Pe(ye; 0) ET(H)

(yr,vr) —— Y1, Vi — Dilyr; 0)

Listamos a seguir algumas vantagens e desvantagens do método que sao discutidas
com mais profundidade em [56]|. Primeiro, como sdo utilizadas amostras i.i.d., o estimador
de densidade nao é fortemente afetado pela estrutura de dependéncia nos dados observados e
é possivel estimar os parametros independentemente de os dados observados serem i.i.d. ou

nao estacionarios. Segundo, a densidade simulada p;(y | x; 0) perde precisao com o aumento
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da dimensao do modelo, como é caracteristico de estimadores de densidade baseados em
nicleo. Contudo, ¢ demonstrado em [56] que a soma dos logaritmos das densidades na
computacao de ET(H) funciona como um mecanismo adicional de suavizacao, de modo que
a variancia adicional de ZT(G) devido as simulacoes recupera a taxa paramétrica padrao
de 1/N. Por outro lado, uma desvantagem ¢é que, para N fixo e n > 0, a funcdo de log-
verossimilhanca simulada é um estimador enviesado. Assim, para garantir consisténcia, seré
necessario fazer N — oo. Essa é uma caracteristica comum a métodos de verossimilhanga
baseados em simulagao para modelos nao lineares. Além disso, para garantir precisao,
também é necessario fazer n — 0. Em particular, é necessério escolher 7 para um dado
tamanho de amostra e de simulacao, o que representa uma complicacao adicional em

relacao a outros estimadores baseados em simulagao.
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4 ESTUDO VIA SIMULACAO DE MONTE CARLO

Tendo definido o procedimento pelo qual faremos as estimativas dos parametros,
podemos fazer a aplicacao do procedimento ao modelo BH98. Identificando y; =
com o desvio do prego fundamental e as variaveis exégenas v; = (Ty_1, Ty_2, T4_3) com
valores passados de z;, obtemos uma equivaléncia do sistema de equagoes (3.6) com a
equagao (3.9). Desse modo, prosseguimos com um estudo de Monte Carlo para avaliar
a capacidade do procedimento de recuperar os parametros simulados. Nesse sentido,
seguimos os parametros utilizados nas simulagoes feitas em [57| para efeito de comparagao.
Em todas as simulacoes nessa secao, estamos interessados em saber quao precisamente
o método NPSMLE é capaz de recuperar os valores verdadeiros e quao robusto ele é
com relacao a diferentes configuragoes. Por essa razao, apresentamos resultados baseados
em 1000 execucoes aleatorias, nimero de observagoes simuladas 7" = 5000, e precisao da

estimacao por nucleo N = 1000 amostras i.i.d. da distribuicao fornecida.

O modelo discutido é caracterizado por sua simplicidade, com poucos paradmetros
significativos que permitem a estimacgao simultanea de todos os coeficientes essenciais.
Os parametros foram escolhidos em conformidade com a literatura atual, ver [38], [1] e
[57], como o parametro-chave 3, a intensidade de escolha entre os H tipos de estratégias
disponiveis, e os coeficientes de crenga comportamental gy, b, para 0 < h < H. Os outros
parametros, como a taxa de retorno do ativo livre de risco, a constante de aversao ao risco a e
a variancia condicional dos agentes, sao parametros escalares homogéneos e compartilhados
por todos os tipos de agentes e, desse modo, nao afetam as proporgoes relativas das
utilidades Uy ;. Portanto, podemos naturalmente considerar que esses parametros nao
influenciam a dindmica do modelo e fixamos o retorno bruto do ativo livre de risco como

R =1+7r=1.0001, o prémio de risco ac? = 1.

Para o célculo da fun¢ao de densidade simulada, utilizamos o ntcleo gaussiano

dado pela formula

1 —u?
K(u):mexp 5 ) ueR.

E utilizamos a largura de banda dada pela regra de Silverman, ver [89],

4\ 15
N = <3_N) o,

em que o; ¢ o desvio padrao de {Y;el}fil, que deve ser calculada para cada 1 <t <T.

Primeiramente, avaliamos a capacidade de recuperacao do parametro que mede
a intensidade de escolha 3, parametro este com maior importancia teérica do modelo.
Como discutido na Secao 3.1, 8 determina o tipo de equilibrio do modelo, que pode
assumir geralmente a forma de um ou multiplos estados estacionarios, ciclos ou mesmo
comportamento cadtico. Além disso, 5 possui grande importancia conceitual, uma vez

que modela a racionalidade limitada dos agentes.
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Em cada simulacdo de Monte Carlo, geramos uma série de observacdes {z,} b

por 3.6, descartando as 100 primeiras iteragoes para garantir a estabilidade do modelo.

Seguindo [57| consideramos com H = 5 tipos de agentes. Tomamos por hipotese g1 = by = 0,

modelando os agentes fundamentalistas no mercado, e tomamos g, da distribui¢ao normal

N(0,0.4) e by, de N(0,0.3), para cada h € {2,3,4,5} com o objetivo de estimar § em

diferentes situagoes e garantir uma inferéncia estatistica valida. Para controlarmos o

custo computacional exigido pelo procedimento, vamos limitar o espaco de parametros a
[—0.5,0.5] para 5 =0 e [—f,35] para 5 > 0.

Verificamos uma capacidade geral, sob diferentes tipos de crencas dadas pelos
valores aleatorios de g, e by, do método de recuperar com grande precisao o verdadeiro
valor do parametro 8 que mede a intensidade de escolha entre essas crengas. Na Tabela 4
reportamos os valores estimados da mediana, média, desvio padrao e os percentis 0.025
e 0.975 de 1000 estimativas de séries com T = 5000 e precisao do nucleo N = 1000
para € {0,0.1,0.5,1,5,10}. Os resultados da Tabela 4 mostram uma capacidade de
estimativa com uma precisao razoavel. Além disso, nota-se que a mediana fornece uma

melhor aproximagao do valor real quando comparada a média.

Tabela 4 — Resultados recuperados para o parametro f3.

B 3 o

mediana média d.p. p2.5% p 97.5%

0.0 0.000 0.001 0.053 -0.100 0.103 2
0.1 0.101 0.101 0.042 0.012 0.197 2
0.5 0.503 0.512  0.132 0.271 0.841 1
1.0 1.006 1.017 0.185 0.731 1.384 1
2.0 4.985 4989 0.617 3.832 6.045 0.1
10.0 10.011  10.038 0.800  8.967  11.132 0.1

Resultados obtidos com 1000 simulagoes, T = 5000, N = 1000, e com ruido gaussiano
dado por g, ~ N(0,0) e g; ~ N(0,0).

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Testamos a sensibilidade do modelo a ruidos provenientes da distribui¢ao normal e
com intensidades {0.1, 1,2} semelhantes as que ja foram usadas em estudos relacionados
na literatura como [38] e [57]. Nas simulagoes, adotamos a hipotese de ¢, e g; serem

amostras da distribui¢ao normal N (0, o) com intensidade, ou desvio padrédo, o € {0.1,1,2}.
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O ruido, &; adicionado ao modelo deterministico BH98, dado pelo sistema (3.6), tem
por objetivo representar incertezas associadas ao mercado e eventos imprevisiveis. Ja o
ruido ¢; ¢é utilizado no procedimento NPSMLE para a simulagao da fungao densidade de
probabilidade. Ao identificarmos esses ruidos com a mesma distribuicao de probabilidade,
temos por objetivo munir o método de estimacao da capacidade de recuperar o ruido
da série, que serd de grande importancia ao aplicarmos o método a dados empiricos de
séries financeiras reais. Ao mesmo tempo, essa hipotese é razodvel uma vez que, ademais,
Kukacka e Barunik [57] mostraram que o efeito da distribui¢ao com a mesma variancia néo

afeta significativamente a precisao da estimativa, ao contrario da magnitude da variancia.

Durante as simulagoes, foi notavel a influéncia da intensidade do ruido ¢ nas
estimativas do parametro 5. Partindo do principio de que os valores do ruido nao devem
ofuscar o efeito das varidveis em anélise, na Tabela 4 reportamos em uma coluna & parte
os valores de o para os quais foram obtidas as estimativas apresentadas do parametro
B. Assim, foram realizadas estimativas para § € {0.1,10} com diferentes intensidades
de ruido. A Tabela 5 apresenta dados obtidos de 500 simulagoes para diferentes valores
de 0, 0.1, 1 e 2 que foram anteriormente utilizados na literatura para estimativas como
em [39] e [57]. Contrariamente ao esperado, observa-se em situagoes onde os valores de
[ sao proximos de zero, como na Figura 20 (a), um aumento no desvio padrao pode, na
verdade, contribuir para diminuir a variancia das estimativas e, assim, melhorar a precisao
do processo. Esse comportamento pode ser explicado pela relagao inversa do parametro
£ com a variancia do erro de previsao na formacao das expectativas, aqui incorporadas

genericamente na incerteza de mercado. Para mais detalhes, veja [16] e [38|.
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Figura 20 — Densidade das estimativas do parametro § para diferentes intensidades de
ruido para — (a) f=0.1 — (b) g = 10.
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Fonte: Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Uma vez verificada a qualidade do estimador para o parametro 3, subsequentemente
avaliaremos agora o método NPSMLE na realizacao de estimativas de miltiplos parametros.
Desse modo, além do parametro 3, buscamos determinar simultaneamente os coeficientes
de crenga associados aos agentes, especificamente g, e b, assim como a intensidade do
ruido o. Consideramos um sistema composto por duas estratégias de negociagao, em que

a estratégia fundamentalista aparece no mercado por padrao (g3 = by = 0).

Ao aplicar o método NPSMLE ao modelo BH98, nao foi possivel verificar analitica-
mente as condig¢oes de regularidade A.2, A.4, K.1 e K.2 de [56]. Essas condi¢oes impoem
restricoes as funcoes geradoras de dados e a densidade condicional que esta sendo estimada
com o proposito de garantir que a convergéncia em medida p — p seja suficientemente
rapida e, portanto, garantir a equivaléncia assintotica dos parametros 6timos obtidos
pelo estimador de méxima verossimilhanca simulada, é\, com o obtido pelo estimador
de méaxima verossimilhanga classico, #. Nao sendo vidvel a verificacao analitica de tais

condigoes, Kukacka e Barunik [57] optaram, ao aplicar o método ao modelo BH98, por uma
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Tabela 5 — Resultados recuperados para o parametro f3.

A o B

mediana média d.p. p2.5% p 97.5%

0.1 0.1 0.103 0.119 0.491 -0.872 0.929
1 0.104 0.098 0.117 -0.129 0.302
2 0.099 0.099 0.041 -0.002 0.177
10.0 0.1 10.016  10.043 0.691 9.054  11.105
1 10.063  10.272 1.880 7.543  14.285
2 9.895 10.54 3.849 5.751  20.265

Resultados obtidos com 500 simulagoes, T = 5000, N = 1000, e com ruido gaussiano dado
por € ~ N(0,0).

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

abordagem numérica verificando que as curvas de maxima verossimilhanga simuladas para
os parametros [3, g, e by sao suficientemente suaves, concavas e possuem um Gnico Maximo
global. No entanto, ao adicionarmos ao processo de estimacao o parametro que mede a
intensidade do ruido, perdemos a caracteristica da suavidade da funcao. Observe que este
nao é um problema que podemos evitar, pois, para que o modelo se ajuste adequadamente

aos dados reais, sera necessario também estimar a intensidade do ruido.

Assim, o problema de otimizacao passa a ter uma camada a mais de dificuldade,
uma vez que qualquer método numérico nessas condigoes conduzird a um maximo local
devido a nao suavidade da fungao objetivo. Realizamos testes variando o método de
otimizagao, prezando pela velocidade de convergéncia e pela consisténcia dos resultados.
Podemos concluir que métodos de otimizacao baseados em subgradiente, como o BFGS,
e também os métodos de ponto interior, ambos descritos em [101], apresentaram baixa
consisténcia nos resultados, uma vez que convergiram rapidamente para diferentes maximos
locais. Testamos ainda métodos de otimizacao estocéstica como ’Stochastic Gradient
Descent’, ver [82] e [11] que foram descartados pela baixa velocidade de convergéncia.
Dessa forma, optamos pelo método COBYLA, baseado no método simplex, que, pela
simplicidade, permite adotarmos a estratégia de multiplos pontos iniciais sugerida por [57],
que consiste em, durante um mesmo processo de estimacao, escolher entre um conjunto

aleatorio limitado um ntmero fixo de solugoes iniciais, as quais, apos a otimizacao, levaram
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a maximos locais e comparar esses maximos pelo valor da funcao de verossimilhanca para
obter uma aproximac¢ao do maximo global. Para esse processo, verificamos que 8 solucgoes
iniciais sao suficientes para garantir pouca divergéncia entre os maximos obtidos dentro de

uma mesma estimacao.

Além disso, com base nas discussoes anteriores sobre a intensidade do ruido e sua
influéncia no processo de otimizagao, para obter menor variancia no processo de estimacao,
realizamos 100 pré-estimativas com N = 100, aproveitando seu baixo custo computacional.
O objetivo é identificar regioes no espago de parametros de 3, g, b, mas principalmente,
de ¢ em que a funcao de verossimilhanca assume os menores valores possiveis. Apds essa
pré-estimativa, o algoritmo faz uma restrigao para a escolha aleatéria da solugao inicial
no processo de otimizagao. Deve-se observar que, nesse experimento, nao restringimos o
espaco de parametros, somente o conjunto onde as solugoes iniciais sao obtidas. Apods esse
passo, o algoritmo esté livre para buscar a solugao 6tima para cada parametro em toda a
reta real. Para essas estimativas, mantivemos os valores da intensidade de ruido como os

previamente considerados, o € {0.1, 1, 2}.

Reportamos, na Tabela 6, o resultado obtido por 1000 estimagoes para o modelo
com 2 tipos de agentes. Para manter um niimero razoavel de combinagoes e a clareza
dos resultados, optamos por fazer o estudo considerando os seguintes valores para os
parametros 5 € {0,0.5,10}, go € {—0.4,0.4}, representando os contrarios e os seguidores
de tendéncias, by € {—0.3,0.3} representando os pessimistas e otimistas. Acrescentamos,
por fim, um conjunto de parametros § = 0.040, go = 1.875, by = 0.001 e o = 0.357,
baseados nos resultados obtidos por [57] para a série S&P 500, que consideramos uma boa

representacao dos dados reais que o modelo deve ser capaz de estimar.

A Figura 21 (a) mostra que a densidade do conjunto de valores estimados para
o modelo com dois tipos de agentes tende a ser aproximadamente simétrica em relagao
aos valores verdadeiros, indicados pela linha pontilhada. Essa caracteristica torna-se
ainda mais evidente na Figura 21 (b), possivelmente devido & maior similaridade dos
parametros utilizados com séries reais, uma vez que essa escolha de parametros foi baseada
nos resultados de [57|, bem como a uma melhor adequagdo da intensidade do ruido a

magnitude dos parametros. Esse fato garante maior precisao, como discutido anteriormente.
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Figura 21 — Densidade das estimativas dos parametros 3, g, by € o na Tabela 6 para —
(a) 6=05,92=04by=03ec0=1 — (b) f=0.04, go = 1.875 by = 0.001 e o = 0.387.
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Fonte: Fonte: elaborado pelo autor (2025).

Ja na Tabela 7 reportamos o resultado obtido por 1000 estimagoes para o modelo
com 2 tipos de agentes. Consideramos os valores de parametros § € {0.5,10}, g2 €
{0.8,—0.8}, by = =04, g3 € {—0.6,0.6}, b3 = 0.3 e 0 € {2,0.1} para representar
diferentes combinagoes e intensidades entre seguidores de tendéncia e contrarios a tendéncia.
Novamente acrescentamos um conjunto de parametros 8 = 0.007, go = 2.674 , g3 = —0.032
e 0 = 0.403, baseados nos resultados obtidos por [57] para o modelo com 3 tipos de
agentes ajustado a série S&P 500 ao qual acrescentemos os parametros de viés by = —0.02

e bs = 0.01 para uma estimagao completa.

Podemos observar que o método foi capaz de recuperar com precisao proxima a
apresentada na Tabela 4 os quatro parametros do modelo BH98 com 2 tipos de agentes
e os seis parametros para o modelo com 3 tipos de agentes. Ressaltamos a capacidade
de estimar a intensidade do ruido o, que, como discutimos anteriormente, influencia a

precisao durante a estimacao dos parametros restantes.

Com base nos resultados, podemos concluir que o método NPSMLE ¢ eficaz para o
ajuste do modelo a séries temporais, desde que essas apresentem uma estrutura compativel
com a dinamica que o modelo busca capturar. Ademais, identificamos que o principal
desafio na aplicagao do NPSMLE reside na estimacao da intensidade do ruido. No entanto,
esse obstaculo pode ser mitigado por meio de uma etapa prévia de estimacao, que fornega
boas condic¢oes iniciais ao processo de otimizacao, aumentando assim a robustez e a

eficiéncia do ajuste.



Tabela 6 — Resultados recuperados para o modelo com 4 parametros

B,9,b,0

0.0, 0.4, 0.3, 2
0.5,0.4, 0.3, 1

10, 0.4, 0.3, 0.1

0.0, -0.4, -0.3, 2
0.5,-0.4,-0.3, 1

10, -0.4, -0.3, 0.1

0.040, 1.875, 0.001, 0.397

B i b 7
mediana média  d.p. mediana média d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p.
0.004 0.036 0.321 0.380 0.366  0.068 0.296 0.298 0.112 1.972 1.968  0.046
0.568 0.673  0.547 0.414 0.418 0.097 0.293 0.282  0.080 0.989 0.987  0.028
10.372  10.427 0.602 0.411 0.471 0.248 0.297 0.283 0.054 0.098 0.099 0.005
0.008 0.002 0.233 -0.378  -0.371 0.070 -0.298  -0.283 0.107 1.982 1.973  0.044
0.631 0.695 0.456 -0.392  -0.386 0.057 -0.297  -0.288 0.053 0.991 0.99  0.019
10.383  10.442 0.607 -0.403  -0.365 0.199 -0.299  -0.293 0.032 0.098 0.099 0.004
0.042 0.087  0.200 1.861 1.847  0.208 0.001  -0.007 0.135 0.401 0.427 0.094

Parametros estimados com 1000 iteragoes, T = 5000, N = 1000.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Tabela 7 — Resultados recuperados para o modelo com 6 parametros.

By g2: b2, g3, b3, 0 3 G bA2 a3 IZ G
mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p.
0.5,0.8,-04,-0.6, 0.3, 2 0.566 0.549 0.185 0.805 0.792 0.411 -0.404  -0.398 0.164 -0.644  -0.621 0.391 0.303 0.304 0.167 1.997 1.999  0.029
10,-0.8 ,-04, 0.6 , 0.3, 0.1 10.012  10.004 0.193 -0.801  -0.752 0.394 -0.392  -0.385 0.114 0.581 0.562 0.341 0.303 0.301 0.107 0.103 0.102  0.031
0.007, 2.674, -0.02 , -0.032, 0.01, 0.403 0.086 0.086  0.103 2.678 2.676  0.286 -0.025  -0.022 0.057 -0.046  -0.039 0.289 0.01 0.009 0.057 0.403 0.403  0.03

Parametros estimados com 1000 iteracoes, T = 5000, N = 1000.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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5 APLICACAO A SERIES DE DADOS FINANCEIROS

Levando em conta o método de estimacgao de parametros por méxima verossimi-
lhanca simulada e o estudo numeérico via simulagoes de Monte Carlo apresentados na
se¢ao anterior, nosso proximo objetivo é aplica-los a dados financeiros reais para calibrar o
modelo BH98 com diferentes classes de ativos e dai tirar conclusoes sobre como a presenga
ou a auséncia de racionalidade dos agentes impacta a variacao dos precos. Além disso,
discutiremos até que ponto é necessaria a modelagem de diferentes tipos de agentes para
representar suficientemente bem os mercados trabalhados. Para aplicar a metodologia
NPSMLE precisamos primeiro fazer uma estimativa do preco fundamental, uma vez que o
modelo é descrito em termos do desvio do preco observado com relacao ao preco fundamen-
tal z;. Outra questao importante é que, devido a estrutura dos dados reais ser diferente
da estrutura dos dados simulados, ao estimarmos os parametros devemos lidar com curvas

de verossimilhanca um pouco menos suaves do que testamos na Secao 3.2.

Para prosseguirmos com a analise, devemos primeiro fazer uma aproximagao do
preco fundamental. Na literatura existente, existem muitos estudos que propoem e
analisam o prego fundamental, que é aproximado como uma Média Moével (MM), como
em [39], [100], [20] e [57]|. Por exemplo, Winker, Gilli e Jeleskovic [100] assumem como
aproximacao do preg¢o fundamental uma média moével das dltimas 200 observagoes da
série temporal da taxa de cambio DM /USD, Marco alemao para Dolar, para o periodo
de 11/11/1991 a 09/11/2000. Além disso, médias moveis de curto e longo prazo sao
ferramentas comuns usadas por analistas técnicos para detectar divergéncias no valor
fundamental das acoes. Estimativas feitas por esses profissionais tentam avaliar se uma
acao esté sobre ou subvalorizada e se é provavel uma correcao do preco observado na
direcao do preco fundamental. Assim, consideramos o filitro MM como um pilar da anéalise
técnica em negociagao, como mostram Taylor e Allen [94], de modo que, uma vez que o
modelo BH98 assume como hipotese que todos os tipos de agentes possuem conhecimento
sobre o valor do prego fundamental, é natural adotarmos a média moével como uma boa

aproximacao.

Em seu estudo, Kukacka e Barunik [57] consideraram médias moveis com janelas
de 61 e 241 e mostraram que janelas maiores tendem a representar melhor o preco
fundamental uma vez que periodos mais longos capturam tendéncias fundamentais mais
persistentes, enquanto mantém variagoes de curto prazo na série x;, o que melhora a
precisao da estimagao do coeficiente de tendéncia gy. Dessa forma, para a configuracao
da MM nesta analise, vamos aproximar o pre¢o fundamental por uma média mével com
janela de 252, sinalizando uma média mével anual. Além disso, em vez da MM ‘historica’
usual, que considera apenas as informacoes passadas até o tempo dado, utilizamos a MM
‘centralizada’, que leva em conta o mesmo nimero de observagoes anteriores e posteriores,

indicada por reduzir o atraso no fluxo de informagoes. Adicionalmente, uma caracteristica
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vantajosa da MM centralizada segue do fato de que, por defini¢cao, ela atua como um

ponto de convergéncia para os pregos que tendem a aproximar-se dela ao longo do tempo.

Para a anélise, utilizamos os precos didrios de fechamento das diferentes classes de
ativos; indice de agoes, agoes individuais, commodities, criptomoedas e taxas de cambio.
Os dados foram obtidos da plataforma Yahoo Finance através da API yfinance. Abaixo,

estabelecemos uma breve descricao dos ativos considerados, separados por classes.

1. Indices de Acgoes: Cada um dos indices é ponderado pelo valor de mercado e
cobre diversos setores, como finangas, tecnologia, imdveis e energia. Portanto, sao

amplamente utilizados como indicadores do mercado acionario de seu pais de origem.

e O Ibovespa (Indice Bovespa), apresentado na Figura 22, ¢ o principal indice
da Bolsa de Valores do Brasil (B3). Ele mede o desempenho das agoes mais

negociadas e representativas do mercado acionario brasileiro.

e O indice S&P 500 (Standard € Poor’s 500), apresentado na Figura 23 junto
com a série de volatilidade disponivel para esse indice, é um dos principais
indices do mercado financeiro dos Estados Unidos. Ele mede o desempenho das
500 maiores empresas de capital aberto dos EUA, listadas nas bolsas NYSE e
Nasdaq.

e O HSI (Hang Seng Index) é o principal indice da Bolsa de Valores de Hong
Kong. Ele acompanha o desempenho das maiores e mais liquidas empresas

listadas em Hong Kong, incluindo muitas companhias chinesas.

2. Agoes individuais: Colocamos sob anélise também o prego de fechamento da maior
empresa brasileira negociada na B3, Petrobras (PETR4.SA) e que compde o indice

Ibovespa.
3. Commodities: consideramos o prego do ouro fisico e o preco do petréleo bruto.

e O ouro fisico é um ativo financeiro de referéncia global, cotado em dolares, com
alta liquidez e utilizado amplamente como ativo de reserva de valor e hedge

contra inflagao, instabilidade geopolitica e volatilidade de mercados financeiros.

e Consideramos o petroleo bruto tipo WTT ( West Texas Intermediate) negociado
na bolsa NYMEX. Seu preco é influenciado por miltiplos fatores, incluindo
oferta e demanda globais, niveis de estoque nos EUA, decisoes da OPEP+,
condicoes geopoliticas em regides produtoras, dados macroeconoémicos e taxas

de cambio, especialmente do dolar.

4. Criptomoedas: Consideramos o Bitcoin (BTC), uma criptomoeda criada em 2009.
E cotado em doélares por unidade de Bitcoin e apresenta alta volatilidade. Apesar

disso é frequentemente descrito como um ativo digital escasso, comparavel ao ouro,
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e é utilizado tanto como instrumento de especulacao quanto como reserva de valor

em contextos de incerteza.

5. Cambio: Consideramos a taxa de conversao Dolar-Real (USD/BRL). O prego do
dolar em reais é influenciado por uma combinacao de fatores internos e externos,
como: taxas de juros no Brasil e nos EUA, fluxos de capital, termos de troca,
risco-pais, situacao fiscal brasileira, além do cenario politico e econémico global. O
par USD/BRL é amplamente utilizado como referéncia para decisdes econdmicas e
financeiras no Brasil e serve como instrumento de hedge para empresas e investidores

expostos a variacao cambial.

Os pregos dos ativos foram coletados com datas finais 30/11/2024 de modo a
totalizar 5000 observagoes mais 252 para o calculo da média moével, onde devem ser levados
em conta os dias comerciais de cada pais de origem onde as bolsas de valores funcionam.
Desse modo, a data inicial de ativos sediados no Brasil é 20/08/2004, dos ativos sediados
nos Estados Unidos ¢ 23/12/2004 e para os ativos sediados na China ¢ 16/07/2004. Como
o Bitcoin foi criado em 2009, s6 foi possivel obter 1746 observagoes de seus precos de

fechamento e bolsa de valores.

Para tornar as séries comparaveis, realizamos uma normalizagao pelo primeiro valor
e apresentamos na Tabela uma descri¢ao estatistica dos dados. Apresentamos nas Figuras
22 e 23 o processo de calculo da média moével e obtengao do desvio do prego fundamental,
adicionalmente o retorno dos ativos em questao. Nos dados historicos, é interessante
notar que periodos de crise financeira com grandes quedas nos precos se refletem em um
aumento local da volatilidade que podemos perceber como uma maior variancia nas séries
de precos e de retorno. Este fenomeno sera melhor apresentado na Secao 5.1. Na Figura
23 apresentamos também o indice VIX, calculado pela Cboe (Chicago Board Options
Exchange), que mede a expectativa de volatilidade do mercado de a¢oes dos EUA para os

proximos 30 dias, com base nos pregos das opgoes do indice S&P 500.
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Figura 22 — Série histérica de pregos e série de retornos para os indices, Ibovespa. Em

vermelho a média movel das séries calculada para a janela de 252 dias.
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Fonte: Elaborado pelo autor com base nos dados da plataforma Yahoo Finance (2025).
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Tabela 8 — Estatistica Descritiva das Séries Financeiras

mediana média maximo minimo d.p. assimetria  curtose

Ibovespa Dt 2.835 3.236 6.328 0.795  1.399 0.47 2,114
Ty 0.013 0.003 0.904 -1.623  0.236 -0.68 7.211
T 0.001 0.0 0.147 -0.148  0.017 -0.136 11.792
S&P 500 Dt 1.799 2.172 5.579 0.614 1.225 0.996 2,944
Ty 0.006  -0.001  0.364 -0.773  0.093 -1.061 10.057
T 0.001 0.000 0.116 -0.12  0.012 -0.202 15.992
HSI Dt 1.679 1.661 2.544 0.842  0.347 -0.126 2,508
Ty -0.004  -0.000 0.55 -0.512  0.105 0.138 4.534
T 0.000 0.000 0.143 -0.132  0.015 0.105 11.884
PETRA4 Dt 2.775 3.662  13.871 0.551  2.837 2.034 6.568
Ty -0.011  -0.003  1.859 -1.784 0.401 -0.030 5.234
T 0.001 0.001 0.222 -0.297  0.027 -0.274 11.556
Ouro Dt 3.214 3.356 8.480 0.962 1.353 0.547 3.796
Ty -0.010  -0.003  0.676 -0.508 0.144 0.273 3.983
T4 0.000 0.000 0.090 -0.094 0.011 -0.220 8.162
Petroleo Dt 1.56 1.59 3.24 -0.839 0.475 0.288 2,813
Ty -0.002  0.001 1.04 -1.783  0.188 0.046 8.234

T4 0.001 -0.0 0.377 -3.06  0.053  -39.752  2226.052
Bitcoin Dt 1.282 1.7 5.835 0.165  1.429 1.037 3.234
Ty -0.057  -0.016  1.311 -1.105  0.389 0.839 4.329
T 0.0 0.002 0.249 -0.235 0.043 0.215 7.556
USD/BRL e 1.07 1.132 2.155 0.525  0.477 0.428 1,733
Ty -0.004 -0.0 0.301 -0.22  0.056 0.459 5.114
T 0.0 0.0 0.102 -0.27  0.012 -2.003 58.431

Estatistica dos dados utilizados para a estimativa dos parametros do modelo ajustado a
respectiva série de ativos. Dados normalizados pelo primeiro dia para efeito comparativo.
p¢ indica o preco normalizado, x; o desvio estimado do preco fundamental e r; o retorno
liquido de py.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 23 — Série histoérica de pregos e série de retornos para o preco de fechamento do
S& P 500. Em vermelho a média movel das séries calculada para a janela de 252 dias.

Seguido da série VIX que calcula a volatilidade do indice.
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Fonte: Elaborado pelo autor com base nos dados da plataforma Yahoo Finance (2025).
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Tabela 9 — Resultados empiricos para o modelo com 2 tipos de agentes.

Ativo

Ibovespa
S&P 500

HSI

PETR4.SA

Ouro

Petroleo

Bitcoin*

USD/BRL

~

~

B ) bo o L
mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média  d.p.
0.013 0.172  0.495 1.889 1.862 0.223 -0.011 -0.013 0.037 0.072 0.076  0.016 -6449 -6109 841
0.080 0.456  0.803 1.878 1.876  0.265 -0.002 -0.003 0.022 0.034 0.036  0.008 -10116 -9884 769
0.786 1.148  0.576 1.932 1.927  0.071 -0.001 -0.001  0.005 0.027 0.027  0.002 -11331 -11324 122
0.313 0.303  0.103 1.857 1.855 0.052 -0.001 -0.002 0.014 0.112 0.113  0.007 -4305 -4296 127
1.167 1.136  0.699 1.879 1.886  0.118 -0.000 -0.001 0.008 0.043 0.044 0.004 -8662 -8640 187
0.613 0.613 0.084 1.922 1.919 0.044 -0.000 -0.000 0.004 0.047 0.047  0.003 -8016 -8013 90
-0.100 -0.079  0.083 1.937 1.934 0.044 -0.000 0.001  0.009 0.088 0.089  0.005 -1779 -1778 34
11.814 11.936 0.578 1.869 1.875  0.047 -0.000 -0.000 0.002 0.016 0.016  0.001 -13298 -13299 81

Parametros estimados com 1000 iteracoes, T = 5000, N = 1000. *A estimacao feita para o preco do fechamento do Bitcoin teve como base

apenas T = 1746 observagoes.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Tabela 10 — Resultados empiricos para o modelo com 3 tipos calibrados pela serie do Ibovespa.

~

g 7 by L
mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana  média d.p.
-0.066  -0.069 0.066 3.168  3.183 0.183 0.000  -0.001 0.022 -6873.38 -6847.251 162.22
5 7 bs
mediana média  d.p. mediana média  d.p. mediana média  d.p.
0.063 0.064 0.007 -0.237  -0.242 0.173 0.001  -0.000 0.021

Parametros estimados com 1000 iteragoes, T = 5000, N = 1000.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Dessa forma, realizamos a estimativa dos parametros para o modelo com dois tipos
de agentes ajustados as séries de dados e a estimacao dos parametros para o modelo com
trés tipos de agentes ajustado pela série do Ibovespa. Os resultados sao apresentados nas
Tabelas 9 e 10.

A anélise para o modelo com dois tipos de agentes, sintetizada na Tabela 9, mostra
resultados consistentes entre os 3 diferentes indices financeiros. Um aspecto que se destaca
de maneira notavel é que os parametros [ e by, que representam o viés da estratégia,
nao apresentaram significativa expressividade no modelo para o processo de estimacao
considerado, no sentido de que se aproximam muito do valor nulo. Esse fenémeno de
by é esperado, dado que nao ha fundamento teérico claro para assumir que exista viés
em estratégias especulativas ao considerarmos a variagao dos pregos no longo prazo. Ja
para o parametro 5 é mais surpreendente pois implica a nao adaptatividade e a falta de
racionalidade dos agentes nas formacoes das expectativas. Ainda assim, esse fato esta
em conformidade com estudos como os de Kukacka e Barunik [57]|, Boswijk, Hommes e
Manzan [10], Ter Ellen, Hommes e Zwinkels [95], os quais ressaltam que, em modelos
nao lineares com mudanca de regime, parametros de transicao como [ sao notoriamente
dificeis de estimar com precisao, uma vez que pequenas variacoes no valor de 3 tendem a
provocar alteracoes modestas na proporc¢ao de agentes que adotam cada comportamento,

o que reduz a sensibilidade da estimagao.

Em contraste, as estimativas do coeficiente de tendéncia gs sao bastante expressivas,
indicando forte heterogeneidade nos mercados. O resultado obtido indica que, em média,
estratégias de seguir a tendéncia superam estratégias de agir contrarias a tendéncia nos
mercados analisados. Aqui destacamos um aspecto importante, que os valores estimados
de go, entre 1.7 e 1.9, podem parecer elevados a primeira vista, mas sua influéncia efetiva
sobre os pregos é atenuada pela baixa relevancia de 5. Isso mantém a distribuicao das

estratégias relativamente estavel em torno de 50% para cada tipo.

Percebemos pelos valores estimados na Tabela 9 que os mercados considerados,
de forma geral, apresentam heterogeneidade forte com g, > R com o comportamento de
seguir tendéncias dos pregos. Podemos observar que o maior coeficiente de heterogeneidade
foi identificado para o indice HSI. Como consequéncia, podemos inferir que esse mercado
tende a ser mais instavel, no sentido de apresentar maior probabilidade de ocorréncia
de bolhas especulativas. Em contrapartida, entre os indices, HSI apresenta uma maior

intensidade de escolha que possibilita uma correcao de possiveis bolhas.

Observa-se que o comportamento oposto ocorre no caso do Ibovespa, que apresenta
a menor intensidade de escolha entre os ativos analisados. Esse resultado pode estar
relacionado a um padrao ciclico identificado na sua série de pregos de fechamento (Figura
22). De modo geral, a intensidade de escolha tende a ser mais baixa tanto para os indices

quanto para a acao individual da Petrobras, quando comparadas ao Ouro ou ao Cambio
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(USD/BRL). Esse achado esta em consonancia com os resultados de Ter Ellen, Hommes
e Zwinkels [95], que também identificaram, no caso do Ouro, uma maior intensidade de

escolha acompanhada de menor heterogeneidade.

No entanto, diferentemente do que observamos, Baur e Glover |7] encontraram, a
partir de uma especificacao de modelo baseada em retornos, com dados mensais e uma
funcao de mudancga orientada pelo desempenho, que os analistas técnicos no mercado de
ouro atuam como contrarios a tendéncia, ao passo que os fundamentalistas se mostram
desestabilizadores. Vale ressaltar que a comparagao direta com estudos anteriores é
dificultada pelo fato de que grande parte da evidéncia empirica sobre heterogeneidade
comportamental no mercado de cambio é baseada em dados de alta frequéncia e em

fundamentos exdégenos, o que limita a equivaléncia entre metodologias e resultados.

A Tabela 9 também revela variagoes relevantes na intensidade do ruido entre os
mercados. O Ibovespa apresenta os maiores niveis de ruido estimado, ao passo que os
menores sao observados para o indice HSI. A diferenca pode chegar a cerca de 30%. Essas
variacoes podem refletir a quantidade de ativos que compoem o indice, de forma que o
risco de um indice com mais ativos é mais aproximado do risco sistemaético, pois tende
a anular os efeitos de riscos especificos de poucas agoes individuais. Esse argumento é
reforcado quando observamos que a acao individual PETR4.SA apresenta maior variacao

de ruido e esta se aproxima da variagao estimada para o Ibovespa.

As caracteristicas das estimativas para mercados com dois tipos de agentes sao
confirmadas com o ajuste do modelo com trés tipos de agentes a série historica do Ibovespa,
Tabela 10. Notamos que, além do valor préoximo de zero estimado para o parametro [,
esse valor tende a ser negativo assim como o estimado para o Bitcoin com 2 tipos de
agentes. Valores negativos para o parametro de intensidade de escolha sao considerados no
trabalho original [16] com a auséncia de importancia econémica pratica, pois implicariam
uma predisposicao dos agentes a escolherem as estratégias contréarias as percebidas como
as mais vantajosas. Mas, em um contexto tao proximo de zero, é possivel interpretar esse

resultado como a incapacidade dos agentes em momentos de incerteza.

Percebemos, também nesse caso, a relevancia dos parametros de crenca gs € g3,
além da forte influéncia da estratégia de seguir a tendéncia dada pelo parametro gs.
Nesse contexto, estudos como os de Huisman, Maliepaard e Zwinkels [42] apontam que a
expressividade de [ nao é essencial para que a estrutura de mudanca de regime melhore
o ajuste do modelo. Mesmo com [ préximo de zero , a presenca de heterogeneidade
comportamental, confirmada por g, e g3, garante que o modelo capte a coexisténcia de
estratégias distintas ao longo do tempo. Nesse caso, devido a [ assumir valores préximos

de zero, temos uma distribuicao quase homogénea entre 33% para cada tipo de estratégia.

Na Figura 24 apresentamos uma simulagao do modelo com parametros da Tabela

10. E possivel verificar visualmente a proporcao entre as estratégias disponiveis, assim
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como essas proporgoes se alteram levemente com o desvio do prego observado do prego
fundamental. A simulacao ilustra como valores pequenos de [, mas nao nulos, sao capazes
de influenciar a dindmica do sistema. Pois, por menor que seja a razao de agentes que
mudam de estratégia ao perceber uma bolha, essas mudancas sao de tal maneira intensas

que sao capazes de corrigir o preco na direcao do pregco fundamental.

Figura 24 — Série do desvio do preco fundamental simulada com os parametros ajustados
pela Tabela 10. Em vermelho tracejado o preco fundamental. Seguida da série das fracoes
entre os agentes, em azul a fragao ny, em amarelo ny e em verde ns.

Desvio do Preco Fundamental

0 100 200 300 400 500

Fracao de Agentes
— N3
0.3375 A ny
— N3
ni 0.3350 A
0.3325 A
0.3300 A
0.3275 T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Fonte: Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Por fim, outro ponto importante que os resultados dessa secao ajudam a esclarecer
é como poucos tipos de estratégias sao capazes de representar suficientemente bem a
heterogeneidade dos mercados. Essa hipotese ja é bem estabelecida na literatura como,
por exemplo, Chen, Chang e Du [18]. Nos resultados apresentados nas Tabelas 9 e 10,
observa-se uma forte expressividade do coeficiente de tendéncia g, > R associado aos
agentes seguidores de tendéncia. Em contraste, ao introduzir um terceiro tipo de agente,
os contrarios a tendéncia, o coeficiente correspondente g3 aproxima-se daquele atribuido
aos agentes fundamentalistas g; = 0.0. Esse comportamento é ilustrado na Figura 24, onde
as fragoes n; (em azul) e nz (em verde) permanecem proximas ao longo do tempo. Isso
indica que os agentes tendem a adotar comportamentos fundamentalistas ou contrarios a
tendéncia apenas como forma de oposicao a estratégia de seguir a tendéncia. Dessa forma,

os tipos fi e f3 exercem papéis bastante semelhantes na dindmica do modelo, o que sugere
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que ha pouca vantagem em considerar um ntumero elevado de tipos de agentes.

5.1 FATOS ESTATISTICOS ESTILIZADOS

Nessa se¢ao, investigamos algumas propriedades estatisticas do modelo de apreca-
mento de ativos BHI98 perturbado por ruidos gaussianos calibrado pelos resultados obtidos
na primeira parte do Capitulo 5. O propoésito dessa secao é observar como o modelo com
ruido pode reproduzir alguns fatos estatisticos que sao observados em séries financeiras,
onde se destacam o agrupamento de volatilidade, simetria dos retornos apresentando cauda
pesada, além do efeito de memoria. Para uma explicagdo mais extensa e abrangente sobre
essas caracteristicas, é possivel recorrer a [61], [22] e [66]. Boa parte desta se¢ao é inspi-
rada na trajetoria de desenvolvimento das ideias apresentadas ao longo desta dissertagao,
conforme esbogado no Capitulo 1 de introdugao. O principal objetivo agora é, portanto,
demonstrar que o modelo analitico proposto, baseado na hipotese de heterogeneidade dos
agentes, é capaz de capturar efeitos que a literatura classica baseada nas HER e HME nao

consegue representar adequadamente.

Vamos comegar caracterizando os modelos ajustados que representam os mercados
reais como sistemas complexos. A Tabela 11 apresenta o calculo do maior expoente de
Lyapunov para o modelo BH98 ajustado pelos parametros das Tabelas 9 e 10. Conforme
discutido no Apéndice A, o maior expoente de Lyapunov, x mede o quao rapidamente
duas trajetorias inicialmente infinitesimalmente proximas divergem ao longo do tempo,

com a taxa de divergéncia dada por
0| = X |5 (5.1)

em que |0x;| é a distancia entre as trajetorias no tempo t. Portanto, se x é positivo, o
sistema ¢é chamado de caotico e fortemente misturador. Se y é negativo, o sistema com
trajetorias infinitamente separadas converge a um atrator simples. No entanto, quando x
estd proximo de zero, ele pode ser estavel ou fracamente cadtico, de modo que pequenas
perturbagoes podem alterar qualitativamente suas solugoes. De fato, um sistema com
X proximo de zero, quando munido de um ruido aleatoério, transiciona de fases estaveis
para fases levemente cadticas, de maneira que pequenas perturbagoes podem recuperar

novamente a estabilidade.

Assim, o estudo realizado até aqui permite caracterizar por meio do modelo BH98
mercados financeiros como sistemas complexos. Além disso, os fatos estatisticos que
esperamos encontrar sao provenientes de leis de poténcia associadas a caracterizacao do

modelo ajustado como um sistema complexo.
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Tabela 11 — Maior Expoente de Lyapunov do Modelo Ajustado.

Ibovespa 3 tipos Ibovespa 2 tipos S&P 500 HSI PETR4.SA
-0.021 -0.057 -0.063 -0.035 -0.074
Ouro Petroleo Bitcoin USD/BRL
-0.064 -0.040 -0.032 -0.068

Calculo baseado nos valores estimados pela mediana apresentados nas Tabelas 10 e 9.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

5.1.1 Agrupamento de Volatilidade

Os retornos gerados pela simulacao da série de precos observados do modelo ajustado
apresentam agrupamento de volatilidade, como mostra a Figura 25. O agrupamento de
volatilidade em economia é um conceito utilizado para caracterizar a heterocedasticidade
condicional persistente, isto é, o fato de que a variancia dos retornos nao é constante ao
longo do tempo, mas sim dependente de condigdes passadas. Além disso, a caracteristica
persistente implica que periodos de alta volatilidade sao seguidos por periodos de alta
volatilidade, e periodos de baixa volatilidade sao seguidos por periodos de baixa volatilidade.
Desse modo, a volatilidade dos retornos nao é aleatéria, mas tende a se agrupar ao longo
do tempo. Esse comportamento erratico e imprevisivel pode ser interpretado como a

presenca de bolhas especulativas, ver [16] e [17].

Para caracterizar o efeito do agrupamento de volatilidade, introduzimos o mo-
delo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), proposto por
Bollerslev [9], que surge como uma extensao do modelo ARCH, visando superar sua
limitacao relacionada a necessidade de muitos parametros para capturar adequadamente a
dindmica da volatilidade condicional. Enquanto modelos ARCH frequentemente requerem
ordens elevadas para representar a persisténcia da volatilidade, o GARCH permite uma
descri¢ao mais parcimoniosa e eficiente ao incorporar termos autorregressivos na variancia

condicional. Formalmente, uma série de inovagdes a; segue um modelo GARCH(m, s) se

Ay = OtE¢, Ep ™~ N(O, 1),

m s
2 2 : 2 E ' 2
0y = + o ay_, -+ 5j0t—j7

i=1 j=1

com ag > 0, a; > 0, B; > 0e > (a; + ;) < 1 garantindo a existéncia de varidncia

incondicional finita.
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Figura 25 — Simulacoes para o modelo com 3 tipos de agentes ajustado a série do Ibovespa,
com 3 = —0.066 e parametros dados pela mediana na Tabela 10 — (a) Série de pregos
observados com base no prego fundamental do Ibovespa (vermelho). — (b) Série de retornos
diarios apresentando agrupamento de volatilidade — (c¢) Volatilidade calculada pelo modelo

GARCH(1,1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O modelo GARCH é especialmente eficaz para capturar o fenémeno de agrupamento
de volatilidade, comum em séries financeiras, no qual choques grandes tendem a ser seguidos
por maior incerteza. Apresentamos na Figura 25 o caso mais simples, o GARCH(1,1), da
série de retornos simulada. J& nesse caso, a variancia condicional depende diretamente do
quadrado do retorno defasado e da varidncia condicional passada, o que permite descrever
a persisténcia da volatilidade de maneira dindmica. Note que a volatilidade apresentada na
Figura 25 nao apresenta picos repentinos, mas sim uma certa acumulagao em determinados
periodos, como ocorre na série de volatilidade calculada pelo indice VIX, apresentada na

Figura 23.

5.1.2 Expoente de Hurst

Outra propriedade importante que o sistema é capaz de reproduzir é o efeito de

memoria, especificamente a série de desvios do preco fundamental simulada e apresentada
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na Figura 25 é uma série anti-persistente. Para concluir esse fato, introduzimos o indice
de Hurst, introduzido por Mandelbrot e Van Ness [69], em homenagem ao hidrélogo
britanico Harold Hurst, que apresentou a analise R/S para investigar as variagoes anuais
dos niveis de dgua em rios e lagos, especialmente no sistema do rio Nilo [45]. O indice
de Hurst ou expoente de Hurst é uma constante 0 < H < 1 e mede a estrutura fractal e
a memoria de longo prazo de séries temporais e é calculado com base na relagao entre o
reescalonamento da amplitude de variagoes e o tamanho da amostra da série temporal.

Para uma abordagem mais aprofundada, ver [81] e [69].

As caracteristicas da série temporal relacionadas a este indice podem ser interpre-

tadas da seguinte maneira:

1. H =0.5: A série é um processo de passeio aleatorio (random walk) puro, sem
memoéria. Nao ha correlagao entre os valores passados e futuros; o comportamento é

puramente estocastico.

2. 0 < H < 0.5: Indica antipersisténcia. Valores futuros tendem a se mover na
direcao oposta aos valores passados. Por exemplo, se houve um aumento no passado,

h& maior probabilidade de ocorrer uma redugao no futuro.

3. 0.5 < H < 1: Indica persisténcia. Valores futuros tendem a seguir a mesma
tendéncia dos valores passados. Por exemplo, se houve um aumento no passado, é

mais provavel que continue aumentando no futuro.

Algoritmo 1 Calculo do Expoente de Hurst via DFA

1: Procedimento DFA (num _escalas, serie)

2 serie < soma cumulativa de serie

3 N «— comprimento de serie

4 intervalo < [0.01- N, 0.2 - N]|

5: escalas < valores logaritmicamente espagados dentro de intervalo
6

7

8

9

RMS « vetor de zeros com tamanho num __escalas
Para ¢ = 1 até num__escalas faga
s «— escalasli]

n <« |N/s]
10: Divida serie em n janelas de tamanho s
11: Remova a tendéncia linear de cada janela
12: Calcule a flutua¢do média quadratica (RMS) de cada janela
13: RM S[i] < média das flutuagoes
14: Fim Para
15: Faga regressao linear de log,,(RM.S) em funcao de log,,(escalas)
16: H «+ coeficiente angular da reta ajustada

17: Retorne H
18: Fim Procedimento
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Desse modo, uma anélise baseada no indice de Hurst é capaz de identificar tendéncias
em séries temporais, prever padroes e avaliar a eficiéncia de sistemas complexos. Além
disso, ele encontra aplicacao no campo das financas, onde é utilizado para identificar
possiveis ciclos econdomicos ou bolhas especulativas em mercados financeiros. Para calcular
numericamente esse indice, vamos utilizar o método chamado "detrending fluctuation
analysis" (DFA) baseado em Kantelhardt et al. [51] que foi sumarizado em pseudo-codigo
no Algoritmo 1. Utilizamos esse método para calcular os indices de Hurst das séries
financeiras consideradas neste trabalho, e obtemos os valores apresentados na Tabela
12. Esses valores indicam consistentemente em varios mercados que, no longo prazo, a
flutuacao tende a apresentar uma leve antipersisténcia, com H menor que 0.5. Desse modo,
um passeio aleatorio simples, com H = 0.5, nao é capaz de representar completamente o

comportamento dessas séries.

No Algoritmo 1, linha 12, RMS abrevia "root mean square"e deve ser entendido

nesse contexto pela féormula

RMS(n) = %Z (Y(k:) _ f/(k,)>27

k=1
em que Y (k) — Y (k) denota a diferenca entre a série e sua tendéncia na janela k.

Tabela 12 — Valores do indice de Hurst calculados para as séries financeiras.

Ibovespa S&P 500 HSI PETR4.SA Ouro Petroleo Bitcoin* USD/BRL

0.458 0.445 0.480 0.422 0.404 0.533 0.539 0.521

Calculo baseado nos 5000 valores considerados das séries empiricas. *Exceto para a série
de preco do fechamento do Bitcoin que possui 1746 observagcoes.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A Tabela 13 mostra uma simulacao de Monte Carlo para calculo de expoentes
de Hurst para diferentes ajustes do modelo realizados na primeira parte desse capitulo.
Notemos que os resultados obtidos representam bem os indices calculados para as séries
reais na Tabela 12, destacando-se o modelo ajustado ao Ibovespa com 3 tipos de agentes
que apresenta um indice 0.03 pontos maior que a série real. Esse maior valor calculado
pode ser explicado pela capacidade da série simulada apresentar eventos raros, reflexo do
maior expoente de Lyapunov estar proximo de se tornar positivo, veja Tabela 11, quando
a série de retornos produz ’outliers’ que aparentemente estao descorrelacionados com os

valores anteriores, o que contribui para aproximar H calculado de 0.5.
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Tabela 13 — Valores do indice de Hurst calculados sobre simulagoes do modelo ajustado.

Ibovespa 3 Tipos Ibovespa 2 Tipos S&P 500

mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média  d.p.

0.479 0.479 0.044 0.442 0.444 0.042 0.441 0.441 0.041

HSI PETRA4.SA Ouro
mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média  d.p.
0.473 0.474 0.045 0.424 0.426 0.04 0.44 0.439 0.041
Petroleo Bitcoin USD/BRL
mediana média d.p. mediana média d.p. mediana média  d.p.

0.468 0.469 0.044 0.474 0.473 0.044 0.438 0.437 0.042

DFA calculados sobre 1000 séries simuladas com T = 5000 observagoes.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 26 — Expoente de Hurst calculado por DFA da série de desvio do prego fundamental
apresentada da Figura 25
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Entretanto, temos que o modelo ajustado ao Ibovespa com 3 tipos de agentes ainda
é capaz de produzir observacoes com valores do indice de Hurst menores, como é o caso da
série exibida na Figura 25 que apresenta um H de 0.37. Com isso, concluimos, aplicando o
método DFA, que o modelo BH98 ajustado é capaz de reproduzir e modelar bem o efeito

de memoria presente em séries financeiras reais.

5.1.3 Caudas Pesadas

Por fim, a série de desvios apresenta uma distribuicao de probabilidade simétrica e
com cauda pesada, como mostra o histograma e o QQ-plot apresentados na Figura 27.
Em estatistica, o termo "cauda pesada" refere-se a distribuigoes de probabilidade cujo
decaimento nas extremidades da distribuicao é mais lento do que o da distribui¢ao normal.
Isso significa que distribui¢oes de cauda pesada tém uma probabilidade maior de gerar
valores extremos em comparagao com a distribuicao normal. Essa ¢ mais uma evidéncia
de que o modelo munido de um ruido gaussiano gera uma série que a distribui¢ao normal
nao modela completamente, pois subestima eventos raros, que na distribui¢ao dos retornos

significam grandes perdas ou grandes lucros e, portanto, devem ser considerados.
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Figura 27 — Histograma e QQ-plot das séries de retornos — (a) Série empirica do Ibovespa,

apresentadas na Figura 22

comparados com a distribuicao normal.

(b) Série simulada apresentada na Figura 25. Ambos
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6 CONCLUSAO

O trabalho apresentou uma abordagem ao problema de agentes heterogéneos deno-
minada dindmica de equilibrio racional adaptativo (ARED). Destacamos a relevancia e
versatilidade na anéalise de dindmicas econdmicas com agentes heterogéneos, tendo como
base resultados estabelecidos na teoria matemaética e estatistica. Além disso, sublinhamos
que os sistemas econdémicos frequentemente apresentam dindmicas intrincadas que nao
aderem a padroes previsiveis. Ao contrario de se acomodarem em um ponto fixo ou de
se desenvolverem em ciclos regulares, esses sistemas podem manifestar comportamentos
cadticos que resultam em desfechos imprevistos. Esta caracteristica ressalta a impor-
tancia de aprofundar a compreensao dos mecanismos fundamentais que governam tais

comportamentos.

A abordagem ARFED consiste em representar a racionalidade de agentes pela
escolha do preditor, ou estratégias, que adotam com o objetivo de otimizar sua fungao
expectativa. Dessa forma, um mercado com H agentes foi representado por H preditores.
Exploramos mais a fundo o caso com expectativas racionais versus ingénuas, utilizando o
modelo cobweb. Dessa forma, o modelo possui dois preditores: um com custo associado
positivo e um gratuito. Nossa abordagem concentrou-se em curvas de demanda e oferta
lineares, evidenciando como a selegao de preditores pode gerar nao linearidades, que, por

sua vez, implicam no surgimento de um atrator estranho e trajetorias cadticas.

No contexto do modelo cobweb, a nao linearidade presente no sistema obtido assume
um papel de suma importancia ao influenciar, de maneira significativa, a complexidade
e a dinamica economica associada a esse modelo. Para altos valores de intensidade de
escolha, a competicao entre esses dois tipos de preditores pode produzir instabilidades
locais, 6rbitas homoclinicas e dindmicas cadticas, refletindo um conflito intrinseco entre
previsoes de custo reduzido e sofisticagao. Quando a adaptatividade dos agentes cresce,
representada no modelo pelo parametro 5 que mede a intensidade de escolha entre os

preditores, foram observadas as seguintes mudancas qualitativas:

1. Bifurcagao Primaria: o ponto fixo atrator £ = (0, tanh(—3C/2)) perde estabili-
dade em uma bifurcacao de duplicagao de periodo supercritica. Como resultado, o
ponto fixo F torna-se um ponto de sela e um ciclo de periodo dois estével e simétrico

com relagao ao eixo m se fora.

2. Bifurcacao Secundaria: O sistema passa por uma bifuracao de Hopf com resso-
nancia forte de ordem 2, de forma que o ciclo de periodo dois torna-se quatro cilos
de periodo quatro, dois ciclos estaveis e dois ciclos tipo sela, cada um desses pares
sao simétricos em relacao ao eixo m. Além disso, a relacao de ressonancia durante a

bifurcacao gera uma bifurcagao heteroclitica entre os dois ciclos tipo sela.
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3. Surgimento de um Atrator Estranho: Uma bifurcagao homoclinica de pontos
dissipativos periddicos gera um atrator estranho no sistema, tornando as érbitas

cadticas.

4. Desaparecimento do Atrator Estranho: Com [ assumindo valores cada vez
maiores atrator estranho deixa de existir e as trajetorias tendem ao ponto fixo E

que continua sendo um ponto fixo hiperbolico de sela.

Consequentemente, foi possivel afirmar que a inclusao de agentes heterogéneos e
interativos dentro dos modelos econdmicos aumenta substancialmente sua complexidade
intrinseca. As interagoes ocorrendo entre os diversos agentes sao responsaveis pela génese
de comportamentos emergentes que desafiam previsoes lineares ou simplistas, o que reforca
a nocgao de que os modelos econdmicos tradicionais talvez precisem ser reconsiderados para
adequadamente incorporar essas complexas dinamicas interativas. Neste estudo, os fatores

primordiais que induzem instabilidade foram identificados como causados pela:

1. utilizacao predominante de preditores simples e baratos, que levam & instabilidade

do estado estacionério e a amplificacao de erros de previsao,

2. adocao exclusiva de preditores sofisticados, que promove a convergéncia ao equilibrio

estacionario nico.

Para exemplificar a complexidade da dinamica, considere um mercado diversificado com os
preditores sofisticados Hy, com custo informativo, e um simples H, gratuito. Com pregos
proximos ao equilibrio e quase todos usando Hs, os precos se desviam, aumentando o erro
de H,. Mais agentes, entao, optam por pagar por H;. Se as crencas mudam rapidamente,
quando H; se torna mais lucrativo, quase todos adotam H;. Isso estabiliza os precos
ao equilibrio por um tempo. Com pregos equilibrados, o erro de Hs cai e o lucro de H;
se torna negativo devido ao custo. Quando a troca de crencas é intensa, a maioria dos

agentes retorna a Hs, reiniciando o ciclo.

Adicionalmente, aplicamos a estrutura evolucionaria do modelo BH97 para obter
um modelo de precificagao de ativos com crencas adaptativas nomeado BH98. Como
demonstrado, o modelo BH98 é adequado para capturar a interacao entre dois grupos
principais de investidores: os fundamentalistas, que utilizam fundamentos econémicos, e

os analistas técnicos, que se baseiam em padroes historicos de precos.

A partir de um abrangente experimento de simulacgao e estimacgao, demonstramos
que o método NPSMLE, proposto por Kristensen e Shin [56], quando aplicado ao modelo
de Brock e Hommes (1998), é capaz de estimar com precisao os parametros de diferentes
configuragoes do modelo. A abordagem de méxima verossimilhanca simulada mostrou-
se particularmente eficaz para lidar com estruturas nao lineares complexas, geralmente

incompativeis com métodos tradicionais de estimacao. Um dos principais méritos do
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NPSMLE é sua capacidade de operar mesmo na auséncia de uma forma analitica explicita
da funcao objetivo, viabilizando a recuperagao satisfatoria dos parametros por meio de
procedimentos nao paramétricos baseados em simulacao. Esse avanco se torna ainda mais

promissor a luz do crescimento continuo da capacidade computacional disponivel.

Do ponto de vista empirico, o resultado mais relevante refere-se & auséncia de
significancia estatistica no coeficiente de mudanca de estratégias entre os principais indices
de mercado globais. Embora esse achado esteja alinhado com parte da literatura existente,
ele contrasta com estudos que relatam coeficientes significativos em contextos especificos.
Ao estimarmos um modelo com dois tipos de agentes, identificamos parametros de tendéncia
claramente distintos, refletindo a existéncia de comportamentos heterogéneos nos mercados
considerados, nos quais estratégias de seguimento de tendéncia se destacam em relacao as

estratégias contrarias.

As propriedades mais interessantes surgem quando perturbamos o sistema com um
ruido gaussiano. O modelo confirma que, ao longo do tempo, os pregos e seus retornos
tendem a seguir distribui¢oes que sao essencialmente simétricas e com caudas pesadas,
resultado do efeito de memoria e do agrupamento de volatilidade. No paradigma do equili-
brio de mercado, concluimos, através do calculo do expoente de Lyapunov para o modelo
ajustado, que os principais fatos estatisticos estilizados que as séries financeiras apresentam
estao intrinsecamente ligados a nao linearidade do sistema, exibindo um comportamento

"1 que, quando é munido de volatilidade e

fracamente caotico, ou "na fronteira do caos
incerteza caracterizadas no ruido aleatério, apresenta dinamicas complexas. E interessante
notar que o modelo é estavel na auséncia de ruido, sendo a aleatoriedade responsavel por
trazer a tona a complexidade observada. Por outro lado, a aleatoriedade, separadamente, é
incapaz de gerar as caracteristicas obtidas. Portanto, é possivel concluir que as principais
forcas que moldam os resultados observados nos pregos dos ativos e seus retornos sao
construidas pela interagao entre caracteristicas periddicas e quase-periddicas, geradas nas
interagoes heterogéneas dos agentes, antes do sistema exibir um comportamento cadtico
pelo surgimento de o6rbitas homoclinicas, causadas pela racionalidade suficientemente

elevada dos agentes.

Os resultados apresentados neste trabalho abrem caminho para diversas linhas
de investigagao futuras. Uma possibilidade promissora é o refinamento sugerido em
You, Kostelich e Yorke [102| do algoritmo SegPlot para simular 6rbitas das variedades
estavel e instavel de pontos hiperboélicos. Esse procedimento permitiria gerar imagens
e-proximas das orbitas reais, possibilitando concluir a bifurcagao homoclinica por meio de
demonstragoes baseadas em computador, utilizando o lema de sombreamento conforme

descrito por Coomes, Kogak e Palmer [23].

L' Termo utilizado na literatura de Sistemas Complexos para caracterizar essa propriedade

dinémica, ver [96] e [72].
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O modelo BH97 também possui aplicabilidade em cenéarios variados, como de-
monstram estudos recentes. Por exemplo, Schmitt e Westerhoff [88| propoe estratégias
de tomada de decisao baseadas no modelo BH97, e nas caracteristicas que foram explo-
radas nesse trabalho, para que politicos sejam capazes de gerir rotas racionais para a
aleatoriedade ajustando os impostos sobre os lucros. Além disso, houve extensoes, como
a proposta por Branch [12] que analisou o modelo do cobweb com multiplas regras de
expectativas, enquanto Lasselle, Svizzero e Tisdell [60] exploraram expectativas racionais
versus adaptativas. Além da extensao do modelo BH9S8 realizada por Brock, Hommes e
Wagener [17] que introduziu um sistema limite capaz de incorporar multiplos tipos de
agentes, ampliando significativamente a abrangéncia e relevancia do modelo para mercados
financeiros com maior heterogeneidade comportamental. Essas extensoes nao apenas com-
provam a flexibilidade do modelo, mas também revelam a riqueza de fendémenos dinamicos

que podem ser investigados em diferentes contextos econémicos.

As contribuigbes recentes, como as de Goldbaum [33], destacam a relevancia do
modelo BH98 para compreender a interacao entre miultiplos preditores e o impacto das
escolhas estratégicas em mercados com incerteza. Estudos como o de Branch e Evans
[13], que exploram o aprendizado adaptativo de parametros combinado com dindmicas de
replicacao baseadas em desempenho, abrem novas possibilidades para o estudo de sistemas

econdmicos complexos.

Com relagao ao ajuste do modelo as séries de dados empiricos, ressaltamos que
mesmo o método NPSMLE garantindo uma precisao adequada, essa precisao se mostra
limitada quando consideramos os retornos das séries. Nesse ponto de vista, é interessante
investigar futuramente uma calibracao pela série de retornos ao invés da série de desvios,
como apresentados por He [36]. Além disso, considerando a dificuldade causada pela nao
suavidade da funcao objetivo, quando consideramos o sistema com ruido, uma abordagem
integrada do método NPMLE com uma suavizagao por meio de um Filtro de Kalman tem
o potencial de garantir um resultado mais preciso, levando em consideragao os resultados
obtidos por Majewski, Ciliberti e Bouchaud [68] para o modelo de Chiarella [19].

Por fim, a categorizagao das bifurcagoes primarias e das rotas que levam ao caos
permanece um desafio tedrico de grande importancia. Combinando ferramentas analiticas
e computacionais, futuras pesquisas podem aprofundar a compreensao sobre como essas
dindmicas surgem em sistemas com crengas heterogéneas, contribuindo para o avanco da

teoria econdmica e sua aplicagao em contextos praticos.
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A APENDICE A — SISTEMAS DINAMICOS.

Nesse capitulo faremos uma revisao de alguns conceitos basicos de sistemas diné-
micos discretos, assim como uma apresentacao dos resultados mais relevantes nessa teoria
para o desenvolvimento do trabalho. Na se¢ao A.1 estabelecemos as definigdes iniciais de
sistemas dinamicos discretos, como ponto fixo, ponto periédico e estabilidade. A secao A.2
trata de conjuntos invariantes hiperbolicos, assim como suas variedades estavel e instavel.
Jé a secao A.3 ocupa-se do caso em que essas variedades se interceptam transversalmente.
Definimos a ferradura de Smale e exploramos alguns aspectos de como 6érbitas homoclinicas
sao criadas através de uma bifurcacgao global. Na secao A.4 descrevemos brevemente alguns
casos de bifurcagoes locais de codimensao 1 e os casos de ressonancia forte (1:2) e (1:4)
de codimensao 2. Finalmente, a segado A.5 definird o conceito de caos que interligara os
conceitos apresentados anteriormente. As referéncias principais usadas para a elaboracao
do texto foram Robinson [83], Kuznetsov [59] e Palis e Takens [79].

A.1 DEFINICOES INICIAIS

Definicao A.1.1. Seja X um espago métrico completo. Um sistema dindmico consiste
de uma tripla (X, f*,T), onde X € chamado de espago de fase, T é um conjunto, podendo
ser discreto ou continuo e f': X — X, chamada de aplicacdao de transicao, ¢ uma

familia de operadores indexados por t € T satisfazendo as propriedades abaixo:
1. O =idy,
2. ft—i—s — ft o fs.

Na Definicao A.1.1 acima, o espaco de fase X consiste em todas as possibilidades
de posicoes que o sistema pode assumir em algum instante de tempo. Além disso, a
primeira propriedade de uma aplicacao de transicao garante que o sistema nao muda de
estado espontaneamente. Ja a segunda garante que a evolucao em ¢ + s unidade de tempo
do sistema, partindo do ponto z, é idéntica a tomar a evolucao de z em s unidades e,
entao, tomar a evolugao de f°r em t unidades de tempo. Assim, as propriedades de f na
Definicao A.1.1 garantem que as leis que governam o sistema nao mudam com o tempo.

Dizemos, nesse caso, que o sistema é autéonomo.

Exemplo A.1.1 (Dindmica Simbélica). Tomamos X = 3y como o espago de sequéncia
de dois simbolos {0, 1}.

Yo ={(sj)jez | s; € {1,2}, Vj € Z}.
Assim, cada ponto no espaco de fases s € Yy € uma sequéncia

S:{ 73—275—1750781732a"'}
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onde s; € {1,2}, para todo j € Z. Podemos definir uma distincia no espago o:

= 0(si, 1, 0 ,sea=b
d(s,t) = Z (4+,|J), onde  6(a,b) :{ L seadth

j=—00
Dessa forma, (3a,d) € um espago métrico completo.

Considere a aplicagao o : X — X, que transforma uma sequéncia s € X em uma

sequéncia o(s) = s' tal que (0(s))x = Sgy1, para todo k € Z. Isto é

J(S) = { ©t,8-1,50,51, 82, 83, * }
= { 781727817178(1)75%78%7"'}

A aplicagao o € chamada de shift pois ela simplesmente desloca a sequéncia original em
uma unidade. Considerando o' como i iteradas de o, notemos que o € invertivel, com
o=t sendo o shift a direita, e que 0°(s) = s e que (0'7%(5))p = Spiers = (04(0%(8)))x, logo
o possui as propriedades de uma aplica¢ao de transi¢ao, presente na Definicio A.1.1, e
(X,0,Z) é um sistema dindmico em tempo discreto.

As sequéncias no espago de fases que diferem somente por um shift, como s e st,

podem ser tomadas como equivalentes. Assim, obtemos um espaco o formado por classes

de equivaléncia dessas sequéncias.

Definigao A.1.2. Dado um sistema dindmico (X, f,T), uma orbita partindo do ponto

xg € X € um subconjunto ordenado do espago de estados X dado por,

O(xg) ={x € X | = f'(x0), para algum t € T}.

Assim, 6rbitas de um sistema de tempo continuo sao curvas parametrizadas por
t em X partindo do ponto xj, enquanto 6rbitas em um sistema de tempo discreto sao

sequéncias de pontos em X . Orbitas também podem ser chamadas trajetorias.

Definigao A.1.3. Dado um sistema dindmico (X, f*,T), um ponto x € X é chamado de
ponto fixo, se f'(x) = x para todo t € T. Um ponto x é um ponto periddico de periodo
T se fl(x) =z e fi(x) #x para 0 < j <T. Um ciclo é uma orbita periddica, isto €, um

conjunto O(xg) tal que para cada ponto x € O(xg) existe T >0 € T tal que

f (@) = fi(2),

para todo t € T.

Note, na Definigao A.1.3 que T' é o menor periodo. Se x tem periodo um, entao x é

um ponto fixo. Além disso, qualquer ponto em uma 6rbita periddica é um ponto periddico.

Definigao A.1.4. Um conjunto invariante de um sistema dindmico (X, f',T) é um
subconjunto S de X tal que, se x € S entdo f'(x) € S para todo t € T. Denotamos esse
fato escrevendo, f*(S) =S
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Notemos que toda orbita é um conjunto invariante, assim como todo ponto fixo.
Notemos ainda que dado um conjunto invariante S, podemos tomar a restricao f = f|g

por abuso de linguagem, de forma que, obtemos um novo sistema dinamico (S, f*, 7).

Defini¢ao A.1.5. Dado (X, f*,T) um sistema dindmico, dizemos que um conjunto inva-

riante S € estdvel se satisfaz a condi¢ao

1. Para todo aberto, suficientemente pequeno, U D S existe um aberto VO S tal que
fi(z) € U para todo x € V e todo t > 0;

Dizemos que o conjunto invariante S € assintoticamente estdvel se € estdvel e satisfaz:

2. Existe um aberto U D S onde, para todo x € U existe T' € T tal que t > T implica
fi(x) € S.

Se o conjunto S nao cumpre a propriedade 1. entdo dizemos que ele € instdvel.

Na Definicao A.1.5 a propriedade 1. é normalmente chamada de estabilidade de
Lyapunov, e pode ser interpretada como: 6rbitas em uma vizinhanga pequena o suficiente
de um conjunto S estavel no sentido de Lyapunov, nao deixam essa vizinhanca, como na
Figura 28 (a). Ja a propriedade 2. é chamada estabilidade assintética, significando
que orbitas em uma vizinhanca pequena o suficiente de um conjunto S assintoticamente

estavel tendem a S, como na Figura 28 (b).

Figura 28 — (a) Um conjunto invariante estdvel no sentido de Lyapunov — (b) Um conjunto
invariante assintoticamente estdvel

(b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Existem conjuntos invariantes que sao estaveis no sentido de Lyapunov mas nao sao
assintoticamente estaveis, basta que alguma orbita em V' seja periddica e nao intercepta S.
Por outro lado, é possivel que para toda vizinhanca U de S existam o6rbitas que comecem
em U mas somente tendem a S depois de uma excursao em uma vizinhanca fixa Uy de

S. Assim, tal conjunto S cumpre a propriedade 2. mas nao é estavel, portanto, nao é
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assintoticamente estavel no sentido da Defini¢cao A.1.5. Para um exemplo no caso continuo,

veja [97], exemplo 8.3.

Definicao A.1.6. Sejam M e N espacos métricos com métrica dy; e dy respectivamente.
Dizemos que uma func¢ao f: M — N € uma contragao quando existe uma constante c,

com 0 <c<1, tal que
para quaisquer x,y € M.

Teorema A.1.1 (Ponto fixo de Banach para contragdes). Seja M um espago métrico

completo com métrica d. Entao, toda contracao f : M — M possui um ponto fixo estdvel
em M.

Demonstragao. Ver [64], Proposi¢ao 23, pagina 196. O

Como um conjunto fechado de um espago métrico completo também é um espago
métrico completo, tomando um subconjunto S fechado invariante de M e f uma contragao

em M, temos que f|g é uma contragdo em S e pelo Teorema A.1.1 contém o ponto fixo de

£l

Teorema A.1.2. Considere o sistema dindmico (R", f) com tempo discreto, onde f é

uma aplicagao suave. Seja p um ponto periodico, de periodo k, para esse sistema.

1. Se todos os autovalores \,, da matriz jacobiana D f, avaliada no ponto p satisfazem

|An| < 1, entdo o ponto p é assintoticamente estdvel.

2. Se algum dos autovalores A, da matriz jacobiana D f, avaliada no ponto p satisfaz

|An| > 1, entao o ponto p € instdvel.

Demonstragao. Ver [83|, Teorema 9.1, pagina 118. ]

Observacao A.1.1. Dado que o interesse deste estudo se concentra em sistemas dind-
micos discretos, tomaremos medidas para simplificar a nota¢ao utilizada. A partir dessa
consideragao, substituiremos o uso completo da notagio (X, f*,7Z), por uma forma mais

compacta, onde apenas a func¢ao de transi¢ao f: X — X serd mencionada.

Definicao A.1.7. Sejam f : X — X eqg : Y — Y duas aplicacoes. Uma aplicagcao

h:X —Y ¢ chamada de semi-conjugacao topologica de f para g se satisfizer:

1. h € continuo,
2. h € sobrejetivo,

3. hof=goh.
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Também dizemos que f é semi-conjugado topologicamente a g por h. Uma semi-

conjugacao pode ser ilustrada como a comutatividade do sequinte diagrama.

X#X
3 |
Y 7 Y

A aplicagao h é chamada de conjugagcao topologica se for uma semi-conjugacao

e, além disso, vale,
4. h € injetivo e possui inversa continua (ou seja, h é um homeomorfismo).

Nesse caso, também dizemos que f e g sao conjugados topologicamente por h, ou as

vezes, apenas que f e g sao conjugados.

Sistemas que sao conjugados topologicamente exibem identidade no comportamento
dinamico ao longo do tempo: ambos apresentam caracteristicas cadticas ou ordenadas,
manifestando dinamicas periddicas similares com propriedades idénticas. Assim, a conju-
gacao topologica desempenha um papel fundamental na categorizagao de sistemas que

apresentam comportamentos dinamicos que sao equivalentes.

A.2 HIPERBOLICIDADE E VARIEDADES INVARIANTES

Definigao A.2.1. Dada uma matriz A € M(R",R™) com autovalores {\,--- , A\, } reais,
seja Aut4(N) o subespago de R™ gerado por todos os autovetores associados ao autovalor
A. Definimos o autoespaco estavel E® e o autoespago instavel E*, respectivamente, do

sequinte modo.
E5 = ({v e Auts(N) ; |A < 1})

BY = ({v € Aut,(\) 5 [N > 11

Sejam M wma variedade compacta em R™, f € Dif*(M) e A C M wm subconjunto fechado

invariante por f, isto é, f(A) = A. Dizemos que A € hiperbdlico para f se:

1. Para todo p € A, o fibrado tangente a M em p, T,M se decompoe em uma soma

direta continua invariante por f,
T,M = Ef,fp $5) E}‘)fp.
2. Existem uma métrica e um nimero 0 < v < 1 tais que, para quaisquer p € A,
DSy el < vile’l],  come® € Epy, (A.1)

1Dy el <vTHle]l,  come" € Epy,. (A.2)
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Definicao A.2.2. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* em uma variedade
suave compacta sem borda de dimensao arbitrdaria. Para x € M definimos os conjuntos

w-limite e a-limite como

w(z) ={y € M | I(nk)ren com ny — 400 tal que f**(z) — y},
alx) ={y € M | I(ng)ken com ny — —oo tal que f™(z) — y}.

Definimos os conjuntos limite positivo L (f) e limite negativo L~(f) de f como

zeM zeM

Definimos o conjunto limite L(f) como a uniao dos conjuntos L*(f) e L™(f).

Notemos que L*(f) e L™(f) sdo conjuntos invariantes com respeito a aplicagao
f. Assim, (L*(f), flo+n) € (L (f), flo-(p)) descrevem o comportamento assintotico das
orbitas de (M, f).

Definigao A.2.3. Sejam M uma variedade em R™ e f € Dif(M). Uma bacia de atragao

B de um conjunto A invariante por f € o conjunto
B={xeM; w(x)eA}

e tal que f(B) € int(B). Assim, é o conjunto de todos os estados iniciais que convergem
para A. O conjunto de pontos x tais que qualquer bola de raio € ao redor de x contiver
pontos da bacia e de seu complementar é chamado fronteira da bacia de atracgao.

Dizemos que A € um atrator para f: M — M se

1. Sua bacia de atragao tem medida de Lebesgue positiva.

2. Nao existe um subconjunto A" C A tal que a bacia de atragao de N coincida com a
de A a menos de um conjunto com medida de Lebesque zero, ou a menos que f seja

transitiva em A.

Dessa forma, para qualquer atrator A de f, temos A C L*. E amplamente
reconhecido que, dentro do contexto de sistemas dindmicos nao lineares, a fronteira de
uma bacia de atragao pode manifestar-se como uma configuragao altamente complexa,

exibindo caracteristicas de uma estrutura fractal. Veja McDonald et al. [71].

A Definicao A.2.1 pode ser aplicada para pontos fixos ou pontos peridédicos. Nesse
caso, segundo essa defini¢ao, um ponto periddico p de periodo k é chamado de hiperbdlico
se todos os autovalores A de D f]’f satisfagam |A| # 1. Ainda para esse caso, temos as

seguintes definigoes:
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Definicao A.2.4. Um ponto fixo hiperbolico p é chamado de no estdavel se todos os
autovalores de Df}'f forem menores que 1 em wvalor absoluto, |\ < 1, ou seja, ambos
Ey =0. Da mesma forma, um ponto fivo hiperbdlico é chamado de mo instdvel se todos
0s autovalores forem maiores que um em valor absoluto, |\ > 1, ou seja, ambos E; = {0}.
Finalmente, um ponto fizo hiperbolico é uma sela, ou é de tipo sela, se E} # {0} e
B # {0}, isto €, existem autovalores A1, Ao com [A\i| <1 e [Xg| > 1.

Exemplo A.2.1. Sejam x4 = f(x:) um sistema bidimensional onde x; = (114, x9;) € R?
e f uma funcao suave. Presuma que xg representa um ponto de equilibrio hiperbdlico.
A matriz Jacobiana D f,, de f no ponto xy possui dois autovalores, A1 e Ay, que sao

determinados como as raizes correspondentes da equagdo caracteristica, formulada por
M — oA+ D=0,

onde o € o trago de D f,,, tr D f,,, e D € o determinante de Df,,, det Df,,. A estabilidade
de [ no ponto xy fica entao completamente determinada pelo par (o, D). Além disso,
A = V02 —4D tragca wma curva no plano (o, D) separando pontos fizos hiperbdlicos
com autovalores associados puramente reais de pontos fixos hiperbolicos com autovalores
complexos. A Figura 29, muitas vezes chamada de diagrama de Poincaré, ilustra os
resultados cldssicos nesta drea.

Figura 29 — Diagrama de Poincaré, uma classificacao do retrato de fase no plano
(trD fy,,det D fy,).

det D,
A <0

A>0 Espiral Estavel Espiral Instavel

©) | @
@@ Centro

No6 Estéavel No6 Instavel

trD fu,

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Um dos resultados mais importantes para a teoria de sistemas dinamicos é o
Teorema de Hartman-Grobman, que trata da linearizacao local de sistemas nao lineares.
Essencialmente, o teorema afirma que um sistema dinamico pode ser aproximado por seu
sistema linearizado na vizinhanc¢a de um ponto fixo hiperbodlico. Essa aproximagao permite
a analise qualitativa do comportamento do sistema nao linear, estudando seu equivalente

linear potencialmente mais simples.
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Teorema A.2.1 (Hartman-Grobman para aplicagoes). Seja f : R™ — R™ um difeomor-
fismo C* com um ponto firo hiperbélico p. Entao, existem vizinhancas U dep eV de 0 e

um homeomorfismo h : V. — U tal que f(h(x)) = h(Df, - x) para todo x € V.

Demonstragao. Ver [83], se¢ao 5.7.1, pagina 166 e [97] pagina 332. ]

Definicao A.2.5. Seja p um ponto fizo hiperbolico de um difeomorfismo f: M — M de
classe C* de uma variedade nela mesma. Definimos a conjunto estdvel e a conjunto

instdvel de f em p respectivamente como
We(p)={x € M | fi(x) — p, quando i — +o0},

W p) ={xr € M | f'(x) — p, quando i — —oo}.
De maneira semelhante, definimos o conjunto estdvel local ¢ o conjunto instdvel

local de f em p respectivamente como

We(p) ={x € M | f"(x) € B(p,e) para todo n > 0, e lim d(f"(z),p) = 0},

Wi(p)={xe M| f"(z) € B(p,e) para todo n > 0,e lim d(f " (x),p) = 0},

Também denotamos as variedades locais, respectivamente, por Wi, .(p) e W} .(p) quando

substituimos a bola B(p,e) por uma vizinhan¢a qualquer U de p.

Proposicao A.2.1. Se ¢ € pequeno o suficiente, temos:

1. Pontos de uma vizinhanc¢a de p cujas orbitas positivas, respectivamente negativas,

permanecem na bola B(p,e) tem p como w-limite, respectivamente a-limite. Isto €,

Wi(p) CW3(p), Wi(p) C W“(p).

2. W2(p) e WX(p) sao discos topoldgico merqulhados em M cuja dimensao € igual,

respectivamente, a do subespago estdvel E* e a do subespago instdvel E* de (Df),.

3. Ezistem imersoes topologicas biunivocas vs : E° — M e v, : E* — M cuja imagem é
Ws(p) e W¥(p) respectivamente. Além disso,
W) = J i) whe) = ).

n>0 n>0
Demonstragao. Ver [78|. O

Definicao A.2.6. Sejam S e S" subvariedades C* de M e e > 0. Sejam ainda, i : S — M
ei' :S" — M as respectivas inclusoes. Dizemos que S e S' sdo € CF-proxzimas' se existe
um difeomorfismo C*, h: S — S’ C M, tal que a distdncia de i'h a i é menor ou iqual a

e na topologia C*.

! Utilizamos a notac@o presente em Palis e De Melo [78].
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O seguinte Teorema garante que o conjunto estével de f em um ponto hiperbélico
p possui estrutura de uma variedade diferenciavel. Esse resultado é essencial para entender
como solugoes de sistemas dinamicos se organizam no espago de fases, assim como implica
algumas propriedades essenciais das érbitas de pontos hiperboélicos que serao estudadas
neste trabalho. Omitimos o resultado analogo para conjunto instavel; para mais detalhes
ver [83]. A partir de entdo, falaremos apenas em variedade estavel e variedade instavel

de f no ponto p.

Teorema A.2.2 (Variedade Estéavel). Sejam f: M — M um difeomorfismo de classe C*
em uma variedade de Banach com k > 1, p € M um ponto fixo hiperbolico p para f e E®
o subespago estdvel de (Df),. Entao,

1. W(p) € uma variedade de classe C* imersa biunivocamente em M e o subespago

tangente a W*(p) no ponto M ¢é E*.

2. Seja D C W*(p) um disco mergulhado contendo o ponto p. Considere um aberto
V C Dif" (M) tal que cada i) € V tenha um inico ponto fizo hiperbolico py, contido
em uma vizinhanca U de p. Entao, dado € > 0 existe uma vizinhanca YV CV tal que,

para todo 1 €V, existe um disco Dy C W*(py) que € e C*-prézimo de D.

Demonstragao. Ver [83], segao 5.10.1, além de [78] pagina 83 e [97] pagina 355. O

Lema A.2.1 (A\-Lema). Sejam B* C E* uma bola contida em W} ,.(0), B* C E* uma
bola contida em W}, .(0) e V = B* x B*. Considere D" de dimensdo dim E", transversal a
W;,.(0) em um ponto g € W;,.(0) e DY a componente conezxa de f*(D") NV que contém
f™(q). Dado e >0, existe ng € N tal que, se n > ng, entao D" estd e C'-prézimo de B".

Demonstragao. Ver 78], pagina 90. O

Definicao A.2.7. Dizemos que um ponto x € M € nao-errante se para toda vizinhanga

U de x existe um inteiro n tal que
fO)YNU # 2.

Denotamos por Q(f) o conjunto dos pontos nao errantes por f. Dizemos que f satisfaz o

Azioma A se Q € hiperbdlico para f e Q = Per(f). Isto é, os pontos periddicos de f sao

densos em €.

A.3 CRIACAO DE ORBITAS HOMOCLINICAS E A FERRADURA DE SMALE

O comportamento global das variedades estaveis e instaveis W?*(p) e W*(p) de um
ponto fixo hiperbolico de sela p pode ser extremamente complexo. Por exemplo, em um

sistema de tempo discreto genérico, as variedades podem se cruzar transversalmente, isto
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é, em um angulo nao nulo. Uma tnica intersecao transversal, se ocorrer, implica em um
numero infinito de interse¢oes transversais. Devido a sua importancia, temos a seguinte

definicao.

Definicao A.3.1. Seja p um ponto periddico hiperbolico de sela com periodo n para um

difeomorfismo f. Sejam
WHOE) = W(PE).  WHOw) = ()W (k)

Ws(O(p)) = W*(O(p) \ O(p),  W*(O(p)) = W*(O(p)) \ O(p).
Um ponto g € W#(O(p)) N W(O(p)) € chamado ponto homoclinico de p. Se Ws(O(p))

e W“(O(p)) tém intersegdo transversal nao vazia em q, dizemos que q € um ponto

homoclinico transversal.

Suponha que ¢ seja um ponto homoclinico de um ponto fixo de sela p. Assim, por
definicao, ¢ pertence a ambas as variedades invariantes. Entao, a érbita que comega nesse
ponto converge para o ponto de sela p sob repetidas iteracoes de f ou f~!. Obtemos, assim,
uma sequéncia de pontos dada pelas iteragoes de forma que f*(¢) — p com k — +oo.
Entretanto, note que essa sequéncia nunca pode alcangar p, uma vez que esse ponto é
um ponto fixo. Além disso, cada ponto dessa orbita é um ponto de interse¢ao de W*(p)
e W¥(p) uma vez que f*(q) € W*(p) N W*(p) para todo k por defini¢io. Esse niimero
infinito de intersecoes faz com que as variedades se interceptem de maneira complexa se
acumulando perto do ponto p devido ao A\-lema A.2.1. O desenho resultante é chamado de

emaranhado homoclinico ou estrutura homoclinica de Poincaré.

Exemplo A.3.1. Considere o sistema bidimensional

($> P (93) _ ((1—k)x+kx2+y> ‘ (A.3)
Y Y —kx + ka® +vy

Fazendo (z,y) = F(x,y) obtemos que o sistema (A.3) apresenta ponto fixo em p = (1,0),

calculando a jacobiana nesse ponto obtemos:

kE+1 1
DF(LO):< k» 1)

Logo, os autovalores de Df em (1,0) sao

k+ k2 + 4k k— k2 + 4k
= Tl e =

A
! 9 9
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Figura 30 — Simulag@o nao rigorosa das variedades estavel, em azul, e instavel, em vermelho,
do ponto fixo hiperbolico p. — (a) Primeira intersegao transversal entre W#(p) e W*(p). —
(b) Actmulo das orbitas perto do ponto fixo. — (¢) Emaranhado homoclinico criado no
sistema.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Notemos que para todo k > 0, \y > 0 e Ay < 0 de modo que p € um ponto hiperbdlico
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de sela. Simulando ndao rigorosamente as variedades invariantes de (A.3) com k = 1.6,

obtemos a Figura 30, ver Observacao A.3.1.

A Figura 30 (a) mostra a primeira interse¢ao q entre a variedade estdvel e instdvel,
calculada numericamente como q ~ (—0.593667, —0.756875) quando k = 1.6. A partir de
entdo, a Figura 30 (c) mostra o emaranhado homoclinico decorrente do surgimento de
imameros pontos homoclinicos transversais apds q que se acumulam perto do ponto fixo

hiperbolico p como mostra a Figura 30 (b) consequéncia do \-lema, Lema A.2.1.

Observacao A.3.1. Nesse trabalho, utilizamos uma versao adaptada para o linguagem de
programagao Python 3.8.20 do algoritmo SegPlot, apresentado em [102] em linguagem C. O
algoritmo fornece uma aproximacgao nao rigorosa das variedades invariantes de um sistema.
Uma aproximagao € considerada rigorosa se produzir orbitas arbitrariamente proximas
das orbitas reais. Esse ajuste, através de um pardmetro €, permite que a diferenca entre a

orbita stmulada e a orbita real seja menor do que um pizel e, portanto, indistinguivel.

Como as imagens das variedades invariantes, exibidas ao longo do texto, tém um
papel apenas ilustrativo, isto €, nenhum argumento além de interpretacoes sobre a dindmica
€ baseada nas imagens simuladas, nao nos preocupamos em apresentar imagens rigorosas.
Mesmo o SegPlot nao produzindo tal aproximagcdao arbitrdria, esse algoritmo traga iteracoes
com uma distdncia especifica minima entre 0s pontos para uma pequena reta na direcao do
autovetor instavel da matriz jacobiana no estado estaciondrio. Conforme estabelecido pelo
A-Lema A.2.1, desta maneira, torna-se possivel aprozimar suficientemente bem segmentos

finitos do conjunto instdvel.

Além disso, sequindo o procedimento descrito em [102] € possivel modificar o

algoritmo para que produza imagens rigorosas.

Teorema A.3.1. Seja q um ponto homoclinico para um ponto fizo hiperbdlico p pelo
difeomorfismo f. Entao

Ay =0(p) N O(q)
€ um conjunto invariante hiperbolico. Além disso, se V € uma vizinhanc¢a pequena o
suficiente de A\,, entao seu conjunto invariante mazimal
Av = () f"(V)
neZ

tem estrutura hiperbolica.
Demonstracao. Ver [83|, Teorema 4.5, pagina 286. ]

Nosso proximo objetivo é descrever um difeomorfismo f que satisfaca o Axioma A,
veja Definigdo A.2.7, a condicao de transversalidade e tal que Q(f) seja composto por um
conjunto €2y de nos instéveis, um conjunto {23 de nds estaveis e um conjunto de Cantor {23

invariante em que as selas periddicas sejam densas.
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A maior contribuicao nesse objetivo veio de Smale, que introduziu uma ideia
topologica dessa aplicagao e é um dos primeiros exemplos importantes com dinamica
cadtica em um conjunto invariante, trata-se do modelo geométrico da ferradura de
Smale. Considere uma aplicacao f = gol: Q — R? composta por uma aplicacao [ que
toma o quadrado @ = [0, 1] x [0, 1] no plano, contrai horizontalmente com um fator de
compressao 0 < A < 1/4 e expande verticalmente com um fator de expansao pu < 4, e
uma aplica¢do g que entorta o retangulo [(Q)) em partes iguais formando uma ferradura

F', como ilustrado na Figura 31.

Figura 31 — E'm linha solida, a descricao geométrica da aplicagao f. Em pontilhado, na
direcdo oposta, a descricao geométrica de f~1.

F D C

HD C m

o

i ) g

Q — S Q
A B
A B C D
ffl
A B D

(a) (b) (©)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O formato exato da aplicacao f nao é relevante, mas podemos assumir por hipotese
que f seja invertivel e tanto f quanto sua inversa sejam diferenciaveis. Temos que
QN f(Q) = V1NV, tem duas componentes retangulares verticais V; e V5. Do mesmo
modo, QN f~1(Q) = H, N Hy tem duas componentes retangulares horizontais H; e Ho.
Assim, da definigao de f podemos escrever f(H,) =V e f(Hs) = V4, de onde segue que

flmum, € um difeomorfismo linear e para todo p € Hy U Ho,

Dfp:<cz)p ;)

com |a,| = X e |b,| = p. Assim, como Q N f(Q) = V1 NV, tem duas componentes
retangulares, @ N f(Q) N f3(Q) = Vi1 N Vi N Vay N Vay onde
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L fVi)NQ=Vi;UVip e f(Vo)NQ = Vo U Vo,
2.ViucVi e VpNnVi =g,

3. Voo C Vo e Vor NV =02.

Em geral, Q N (ﬂn f”(Q)) =, Vs, s, POssui 2" componentes retangulares verticais.

Os indices s; € {1,2} dos retangulos sao colocados de maneira que, para todo n € N,

1. V.. CV,, onde o primeiro conjunto tem n elementos

2' Vsly"'ysn,sn+l C f(‘/sly"'ysn)

3. Vsly"'75n7sn+l - Vsl,"',s 5€ Sp = Sn+1

n

4. ‘/;1,"',871 N ‘/31,"',Sn,sn+1 = se sy 7é Sn+1-

A descrigao acima para cada retangulo vertical V' criado pelas iteragoes do difeomorfismo f
também sera adotada para os retangulos horizontais criados pelas iteracoes de f~!. Assim,
do mesmo modo que f(H;) = Vs, teremos f"(Hy, ... s,) = Vs,... s, € assim por diante, onde

s; € {1,2} para todo i < n, como ilustra a Figura 32.

Figura 32 — Hy, 5, sendo iterado duas vezes por f.

Hy, - |
= — . f(Hyy) : : f(Ha)
H, Ha >
H,y H I I
I = J(Hi) f(Ha)
C: - | _—
Hy, L] ||
il Vir ([ varv: [ Ve

(a) (b) ()
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Vamos considerar agora o conjunto A dos pontos que permanecem no quadrado )

apos infinitas iteracoes de f~' e f. Isto é,

A={zeQ]|f(x)eSVne}=)/(Q)

nel
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Figura 33 — (a): Os quadrados pretos representam a intersecao f~2(Q)N f~(Q)NQN
F( Q)N fAQ) — (b): Aproximagao iterada 5 vezes de um conjunto de cantor bidimensional,
gunto com a figura (a) representa os pontos em ﬂ;:_7 Q).

7N\

R

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Lema A.3.1. Existe uma correspondéncia de um para um, dada pela aplicacao h : A — Yo,
entre pontos de A e as sequéncias bi-infinitas de dois simbolos que € uma conjugagao

topoldgica entre as aplicagoes f|n e o, e podemos escrever

para todo x € A.

Demonstragio. Dado x € A, para cada j existe s; € {1,2} tal que f/(z) € H,,. Tomamos,
entdo, a sequéncia s = {--- ;S 9,5 1, So, 51, S2, - } em Yo e definimos a aplica¢do h como
h(z) = s. Podemos definir sua inversa h~! da seguinte maneira, a cada sequéncia (s, )nez
em Y, associamos o ponto « = (), o, ["(H,_,) em A. Vamos verificar que h™" esta de fato
bem definida. Afirmamos que para cada n > 0 inteiro, (/_, f/(H,_;) é um retangulo com
largura A". De fato, quando n = 1 temos f(H,_,) = V;_, que tem largura A\. Supondo

valido para n — 1 temos

(VP (He ) = (VP (He )0 f(H, ) = f (ﬂ fj*(Hs_]-)) N f(H,_,)

j=2

=f (ﬂ fj(HSjl)) N f(Hs_1)

como ﬂ;;l fI(H,_,_,) é um retangulo de largura A\"~', segue que f(ﬂ;:ll F(Hs_, )

tem largura A". Assim, fazendo n tender a +oo, teremos que ()2, f/(H,_;) é uma linha
vertical. Da mesma forma, ﬂ;):_oo f7(H,_,) é uma linha horizontal. De onde concluimos

que (;2_ f/(Hs_;) € um tnico ponto = € (o5 f"(Q) = A com h(z) = s. Além disso,



136

suponha que para um dado z € A, h='(h(z)) = h™!(s) = y, entao para cada inteiro j,
z,y € fI(Hs ), logox =y =2 o f/(Hs_,)
Para mostrar que h é continua, considere que uma vizinhanga V aberta de s = h(z)

¢ dada na topologia de Y5 por
Vno = {(tn)nEZ ‘ t, = s, para todo — ng <n < nO}-

Entao, dado ng, como f é continua, existe > 0 tal que para todo y € A com |y — z| < 4,

fi(y) € Hy,. Assim, dado t = h(y), se |t —y| < § entdo t € V,, e h é continua.

Para ver que h é um conjugagao, tomamos h(z) = s e h(f(x)) = t. Entao para
todo j € Z, f7*!(x) € H,,,, e também f/(f(x)) = fI*!(x) € H,. Segue que s;,1 = t;, ou

ainda, o(s;) = t;. Entéo concluimos que o(h(x)) = h(f(x)). O
Como consequéncia imediata do Lema A.3.1 temos o seguinte resultado.

Teorema A.3.2 (Smale). A aplicaciao da ferradura f possui um conjunto invariante
fechado A que contém um conjunto enumerdvel de drbitas periddicas de periodo arbitraria-
mente longo e um conjunto nao enumerdvel de orbitas nao periodicas que admite orbitas

passando arbitrariamente proximas de qualquer ponto de A.

Para mais detalhes sobre esse resultado, ver Robinson [83].

Nosso préximo objetivo serd mostrar que todo ponto homoclinico transversal
implica na existéncia de uma ferradura, permitindo assim, o estudo dessa parte da teoria
a0 mesmo tempo que evidencia a complexidade dinamica de sistemas que admitem pontos

homoclinicos. A formalizacao desse resultado pode ser estabelecida pelo seguinte teorema.

Teorema A.3.3. Seja ¢ um ponto homoclinico transversal para um ponto fixo hiperbolico
p de um difeomorfismo f. Para cada vizinhang¢a U de {p,q} existe um inteiro N tal
que N possui um conjunto invariante hiperbolico A C U com p,q € A e no qual f ¢é

topologicamente conjugada o aplicagao shift o em (Zsy)z. Assim,

A C Per(f) C Q(f).

Para demonstrar esse fato, vamos construir uma representacao geométrica para o
conjunto dos pontos invariantes de f~. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C? de
uma superficie M e p € M um ponto fixo de sela p. Assim (D f), possui dois autovalores
A1 e Ay com 0 < [A\| <1< |Ag]. Pelo Teorema A.2.2, W*(p) e W¥(p) sado variedades de
classe C2. Pelo Teorema A.2.1 de Hartman-Grobman, existe uma linearizacao C! em uma

vizinhanga U de p, dada pelas coordenadas (z1,x2) tal que

P = (0, 0) e f(l’l, JIQ) = ()\1.%‘1, /\Q.TQ).
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Tomamos U de forma que a sua imagem nas coordenadas (1, x2) seja o quadrado
(—1,1) x (=1,1) C R% Correspondendo os pontos de U com sua imagem em R? se
F7HA 1) x (=1,1)) N U # @ podemos estender o dominio a f~!([A, 1) x (—1,1)) usando
as formulas

v =A"-(210f), my=A"- (200 f).
Repetindo esse argumento, é possivel estender o dominio ao longo das variedades W* e
W, Seja ¢ um ponto homoclinico transversal primério para p. Assim, os arcos [* e [*
que ligam p a ¢ formam uma curva fechada sem pontos duplos. Desse modo, a extensao
do dominio dessa linearizagao fica bem definida através desses arcos a menos de uma

vizinhanca de ¢, onde ela fica duplamente definida, como indicado na Figura 34.

Figura 34 — (a) Dupla definigao das coordenadas linearizadas em uma vizinhanga um
ponto homoclinico q. — (b) A representagao dessa linearizagao em R?, as areas sombreadas
mostram os conjuntos que sdo equivalente a vizinhanga do ponto g em (a).

X2

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Agora, vamos nomear de R o retangulo obtido pela extensao de coordenadas

contendo o arco [* em W*(p);
R={—a; <z <b,—ay <xy < by | ay,as, by, by >0},
tal que tomando n e N suficientemente grandes com 0 < n < N, temos
1. RN f*(R) é o retangulo contendo p.

2. RN fV consiste de duas componentes conexas, Vi e V5, uma contendo p e outra

contendo ¢ como indicado na Figura 35 (a).

3. R é fino o bastante para que o subconjunto de R invariante sob fV

A=(VANR) =N (RO NR) =[N (ViU k)

1€EL 1€EZL 1E€EL
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seja hiperbolico pelo Teorema A.3.1.

De fato, notemos que int R é uma vizinhanca para A, = O(p) U O(q). Sendo V a

vizinhanca de A, fornecida pelo Teorema A.3.1, podemos tomar R C V e N tal que

N

Al A < min(B, B').

A2

Veja Palis e Takens [79] para mais detalhes.

Figura 35 — (a) Descri¢ao geométrica de R, em cinza o conjunto RN f"(R). — (b) A
figura (a) interpretada como uma ferradura.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Prova do Teorema A.3.3. Considere a aplicacdo h : A — (Zs)z, que associa a cada
r € A uma sequéncia (s;) tal que fN(r) € V, .
Para a sobrejetividade, dado (s;) € (Z2)z, podemos construir uma sequéncia de

faixas verticais encaixadas dada por

m—1
Se =) Ve
i=0
Notemos que para cada r € S3°, fN'9(r) € V,_., para i > 0. Similarmente, podemos

construir uma sequéncia de faixas horizontais dada por

m—1
Soh= [ £V,

1=—m

De modo que para cada r € S~L, fN(r) € V;,, para i > 1. Combinando as intersecdes,

obtemos um conjunto

gt = ) ) (A4

=—m
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Fazendo m tender & +o0o temos S*_ # @. De fato, se existisse k& > 0 tal que S*¥,, a linha
vertical contida em Sf ligando os lados 12 ao lado 34 do quadrado presente na Figura 35 e
a linha horizontal contida em S:,i ligando o lado 14 ao lado 23 do mesmo quadrado nao
poderia se intersectar, o que é absurdo uma vez que essas linhas estao no interior de R.

Assim, obtemos o ponto r € A a partir da sequéncia (s;).

Além disso, o fato de h ser uma aplicacao bijetora segue da construcao de R que
admite uma estrutura hiperbélica para o conjunto A pelo Teorema A.3.3. Considere §5 o
tamanho maximo da componente da variedade estavel ligando p a g. Pelo Teorema A.2.2

existe uma constante v > 1 tal que
1D fa(e)]] = vile|]

1D fa(en)l] < vHlell

onde e® e e" sao vetores unitarios respectivamente em E° e E*. Assim, o didmetro de cada
bloco S™

—m>

ou igual & (2 ds-v~™). Assim, o didmetro dos blocos tende & zero quando m tende a oo

m
—m>

entendido como o supremo das distancias em R? entre pontos de S™ , é menor
de onde concluimos que S§° e S:;O sao retas e S contem um dnico ponto na intersecao

dessas retas.

Por argumentos semelhantes aos utilizados na demonstracao do Lema A.3.1 segue

a comutatividade de h com f" e o; ho fN|A =0 o h. n

Dessa forma, fica evidente que a complexidade dinamica, decorrente da presenca de
pontos homoclinicos transversais no sistema, deve-se ao fato de f apresentar um conjunto
invariante que contém uma quantidade enumeravel de pontos periédicos com periodo tao
grande quanto se queira, de acordo com o Teorema de Smale A.3.2. Quando consideramos
um difeomorfismo f que varia continuamente com relagao a um parametro p € R é possivel
que para diferentes valores desse parametro o sistema definido por f apresente ou nao
pontos homoclinicos transversais. Como a variagao de p é continua, na mudanga de um
sistema livre de pontos homoclinicos para um sistema que exibe pontos homoclinicos deve
existir um valor de i onde as variedades se tocam sem se cruzarem. Essa ¢ a ideia de uma

tangéncia homoclinica, apresentada abaixo, que serd muito importante ao longo do texto.

Definicao A.3.2. Considere uma familia de aplicagdes (f,) em um pardmetro com um
ponto fizo de sela dependendo do pardmetro u, p,. Dizemos que f, exibe tangéncia
homoclinico quando as variedades estdvel e instdvel de p, se tangenciam em um ponto

diferente de p,. Dizemos que f, exibe uma bifurcacao homoclinica, associada ao ponto

Pus €M 1= fig S€
1. Para algum pn < pro, W*(p,) e W*(p,) néo tem pontos de intersegao.

2. Para pp = po, W*(p,) e W*(p,) apresentam pontos de tangéncia homoclinica.
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3. Para algum p > po, W*(p,) e W(p,) tem pontos de intersegao transversal.
ou se

1. Para algum pn < p1o, W*(p,) e W*(p,) tem pontos de interse¢io transversal.
2. Para pp = po, W*(p,) e W*(p,) apresentam pontos de tangéncia homoclinica.

3. Para algum p > po, W*(p,) e W*(p,) ndo tem pontos de intersecao.

Figura 36 — Bifurcagoes homoclinicas para aplicagoes. Em i o sistema apresenta uma
tangéncia homoclinica responsavel pelo surgimento de orbitas homoclinicas transversais.
Em p o sistema sofre outra bifurcagao homoclinica responsével pelo desaparecimento das
orbitas homoclinicas transversais criadas em .

_— ~ ,,—/:,,, //\.
AN 5 oD AN
B - ) ) / ’1, >
L] £ ~

\ 4

Ho H1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Quando a variedade estavel associada a um ponto periédico hiperbélico intersecta
a variedade instavel de um ponto periédico hiperboélico diferente do primeiro, um novo
ponto é gerado naquela regiao de intersecao, e tal ponto é normalmente designado como

ponto heteroclinico.

Definicao A.3.3. Sejam p; e ps dois pontos periddicos hiperbdlicos de periodo n para um

difeomorfismo f. Sejam
W(O(p1) = WO\ Om),  WH(O(p2)) = W*(O(p2)) \ Olp).

Um. ponto q € W3(O(p1)) NW(O(py)) € chamado ponto heteroclinico de p, e p,. Se
Ws(O(p1)) e We(O(py)) tém intersecio transversal nio vazia em q, dizemos que q € um

ponto heteroclinico transversal.

Ao contrario de um ponto homoclinico transversal, o surgimento de um ponto
heteroclinico transversal entre diferentes pontos fixos hiperboélicos de sela nao assegura
por si s6 a ocorréncia de dinamicas complexas. Entretanto, quando existe um conjunto
de tais pontos que possuam a configuracao geométrica adequada, pode-se concluir que

dinamicas complexas estao presentes.

O caso mais importante é a existéncia de pontos homoclinicos em uma o6rbita

eriddica. Seja f : R? — R? um difeomorfismo com uma 6rbita periddica de sela com
)



141

periodo k dada por {pg,p1,--- ,pr—1} de modo que f(p;) = f(pi+1) (mod k). Se houver
uma interse¢ao heteroclinica entre as variedades estavel W#(p;) de p; com a variedade
instavel W*(p;) de p; com j —i =1t > 0, entdo W*(p;) e W"(pj4+) também se intersectam
e assim por diante. Assim, obtemos um ciclo heteroclinico com periodo [ tal que [ -t é um
multiplo de k. Se a intersecdo entre W*(p;) e W*(p;) for transversal, entdo todas as outras
no ciclo de periodo [ serdo. Pelo A-lema, Lema A.2.1, W*(p;) se acumula em W?*(p;) e
assim intersecta W*"(p;4,) transversalmente, dessa forma W?*(p;) se acumula em W*(p;4)
e assim intersecta W*(pjio:) transversalmente. Esse processo continua até que W*(p;)
intersecte transversalmente W*"(p;) gerando um ponto homoclinico transversal associado
a cada ponto fixo no ciclo. Portanto, nesse caso, dinAmicas equivalentes ao shift estarao

presentes nas proximidades de um ciclo heteroclinico transversal.

A.4 BIFURCACOES LOCAIS

Counsidere uma familia de sistemas dinamicos

T = [(@e, 1) = fu(e), peR (A.5)

onde f, : R® — R", dependendo de um parametro real u € R.

Definigao A.4.1. O sistema dindmico definido em (A.5) é dito estruturalmente estdvel
para = g se eziste € > 0 tal que para todo py com |y — po| < €, existe uma conjugagao
topoldgica entre os sistemas dinamicos f(xy, o) e f(xy, pu1). Se o sistema dinagmico (A.5)
nao € estruturalmente estavel para p = g, dizemos que esse sistema tem uma bifurcagcao

no pardmetro u e dizemos que o € um ponto critico ou ponto de bifurcacao.

Assim, uma bifurcacao ocorre sempre que a variagao de um dos pardmetros induz
uma mudanca qualitativa das érbitas do sistema. O conjunto de pontos de bifurcacao
divide o espaco de parametros em diferentes regides que sao caracterizadas pelo mesmo

comportamento qualitativo.

O surgimento de uma bifurcacao local esté relacionado com os pontos fixos do
sistema. De fato, se algum ponto fixo for alterado durante a variacao do parametro pu,
entao as trajetorias associadas & esse ponto fixo também o serao. Portanto, se o sistema
A.5 apresenta um valor u = po para o qual essa mudanga ocorra, entao toda vizinhanca
desse valor no espago de parametros contém um g1 para o qual uma conjugagao topoldgica

nao pode existir.

Nos casos mais simples, o espaco de parametros é dividido em um ntmero finito de
regioes em R"™. Por definicao, em cada regiao, os espacos de fases sao topologicamente
equivalentes. Essas regides sao separadas por fronteiras de bifurcagao, que sao subvariedades

suaves em R", isto é, curvas, superficies ou variedades. Por exemplo, as bifurcacoes
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apresentadas na Figura 37 (a) e (b) dividem o espago de parametros, nesse caso a reta

real, em duas semirretas.

As fronteiras de bifurcacao podem se intersectar subdividindo as regioes em sub-
regioes e assim por diante. A codimensao de uma bifurcagao no sistema f, : R* — R",
@ € R™ é a diferenga entre a dimensao do espago de pardmetros e a dimensao da
correspondente fronteira de bifurcagao. Assim, a codimensao é o nimero de condi¢oes
independentes que determinam a bifurcagao. Para esse trabalho, sao importantes as
bifurcacoes de codimensao 1 e 2 devido ao ntmero de parametros influenciando na

bifurcagao. Consequentemente, concentraremos nossa atengao nesses casos.

Considere xy um ponto fixo hiperboélico de (A.5) para o qual a matriz jacobiana
Df,, possui n autovalores, A1, --- , \,, que podemos considerar como fungoes continuas do
parametro pu. O Teorema A.1.2 implica que mudancas de estabilidade do ponto fixo xg s6
podem ocorrer se, para algum valor critico pg, esse ponto deixar de ser hiperbodlico. Isto é,
se um dos autovalores, digamos A; (1), tiver valor absoluto igual a 1, indicando que esta
deixando ou entrando no circulo unitario no plano complexo com a variagao do parametro
1. De maneira geral, para bifurcagoes de codimensao 1, ha trés formas principais pelas
quais a condi¢ao de hiperbolicidade pode ser alterada. Quando o autovalor A\; passa pelo

circulo unitario por valores reais +1 ou —1 ou por valores complexos.

Definicao A.4.2.

1. A bifurcagao associada ao aparecimento de \i(ug) = +1 € chamada de bifurcagao

sela-no.

2. A bifurcagao associada ao aparecimento de M\i(po) = —1 € chamada de bifurcagio de

duplicacao de periodo.

3. A bifurcacao correspondente a presenca de Mi(o), Aa(po) = e , 0 < 0 <, ¢
chamada de bifurcagcao de Hopf (ou de Neimark-Sacker).

Observe que as bifurcagoes sela-n6 e duplicacao de periodo sao possiveis se n > 1,
mas para que ocorra a bifurcagao de Hopf é necessario que n > 2. Nesse caso, ha dois
autovalores com valor absoluto igual a 1, pois o conjugado complexo e~# também é
necessariamente um autovalor. Naturalmente, pode acontecer que varios autovalores
tenham valor absoluto igual a 1 simultaneamente em configuracoes diferentes das listadas

acima, mas esses casos sao atipicos em sistemas com um parametro.

Duas técnicas fundamentais para a anélise de bifurcacoes em sistemas discretos
sao a reducao a variedade central, que permite diminuir a dimensao do sistema para a
dimensao de sua variedade central, e a equivaléncia topolégica local do sistema com a
chamada forma normal de Poincaré para o mesmo; esta torna possivel reescrever o sistema

original em sua forma mais simples.
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Figura 37 — (a) Circulo unitdrio no plano complexo indicando algumas das possiveis
configuragoes de autovalores para que um ponto fixo deixe de ser hiperbolico. — (b)
Diagrama de bifurca¢ao para a bifurcagao sela-ndé. — (c¢) Diagrama de bifurca¢ao para a
bifurcagao de duplicagao de periodo. — (d) Diagrama de bifurcagdo para a bifurca¢dao de

Hopf.
| /
Zo ’

Im

Estével

A
Estével
Instavel / / / \
To /}_\‘ ‘//'\H J //\\ \\
‘Ls T\\f/ LI ]
YN\
Estéavel
Ho Ho >

() ()
Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No que se segue, buscamos analisar as trés bifurcacoes de codimensao 1, assim
como os casos de ressonancia forte de ordem dois e quatro. Essa se¢ao é uma apresentacao
simples de resultados que tornam essa analise possivel, portanto, nao apresentaremos
nenhuma demonstracdo, sendo o leitor direcionado as referéncias 58|, [59], [83] e [35] nas

quais essa secao é fortemente baseada.
A.4.1 Variedade central e Forma Normal
Considere uma aplicacao suave da forma
fra— Az + F(z), xeR", (A.6)

onde A é uma matriz n x n inversivel e F(x) = O(2?) ¢ uma funcao polinomial com grau
maior ou igual a 2. Mais geralmente, denotamos uma fungao polinomial com grau maior
ou igual a n por O(z"). Esta aplicagao possui um ponto fixo em x = 0, e gostariamos de

estudar a estrutura das o6rbitas préoximas a origem. Agora, suponha que x = 0 seja um
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ponto fixo nao hiperbdlico, de modo que, em geral, existam n. > 0 autovalores criticos
de A satisfazendo |\| = 1, ng autovalores estéveis com |\| < 1, e n, autovalores instaveis
com |A| > 1. Contando esses autovalores com suas multiplicidades algébricas, temos
Ne + Ng + Ny, = N

Sejam F°, E° e E" os espagos invariantes generalizados de A correspondentes aos
autovalores criticos, estaveis e instaveis, respectivamente. A seguinte decomposi¢cao em

soma direta é valida:

R"=E‘® E°® E". (A7)
Tendo em vista a decomposigao (A.7), a aplicagdo (A.6) é linearmente equivalente &
aplicagao
3 Ao€ + Fo(& u,v)
u | = | Ayu+ Fi(§u,v) |,
v Agv + Fy(&,u,v)

onde ¢ € R" sao coordenadas em E¢ u € R™ sao coordenadas em F° e v € R™ sao

coordenadas em F“.

Teorema A.4.1 (Teorema da Variedade Central). Seja z,, um ponto fizo de f, que € ndo
hiperbolico quando p = pg. Para p suficientemente proximo de g, existe uma familia
de variedades invariantes Wi, que depende de forma diferencidvel de p, tal que Wg €
tangente ao espago proprio associado aos autovalores nao hiperbolicos em p = pg. Assim,

variedade W§ pode ser representada localmente como o grifico de uma aplicagao suave
H:R"™ —R"™ xR"™, H(0)=0, H0):=DH(0)=0.
Demonstragao. Ver Robinson [83], Teorema 10.15, pagina 200. O

Chamamos Wy de Variedade Central que, portanto, nao ¢ tnica.
A complexidade completa de uma bifurcacao é preservada se a aplicagao f for

restrita & variedade central W[j

Teorema A.4.2 (Principio de Redugao). Em uma vizinhanga da origem, a aplicagdo

(A.6) € topologicamente equivalente

3 Ao + H(E H())
uw | — Au

v Asv
Demonstragao. Ver [59. O

Para o restante da segao, estabelecemos a seguinte notagao. Assumindo que f é

suficientemente suave, escrevemos sua expansao de Taylor em torno de xy em p = pg como

flzo +x,10) = 2o + Az + B(x,x) + C(x,z,2) + - -,
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onde todas as func¢oes sao formas multilineares de seus argumentos, e os pontos indicam

termos de ordem superior em x. Os componentes das func¢oes multilineares B e C' sao

dados por
- 9 fi(wo, p1o) 0° fz o, f1o)
Bi(z,y) = — T Y, (x,y,2 ——— iy, A8
para i =1,2,...,n. Denotamos por I,, a matriz identidade n x n e ||z|| = y/(x, x), onde

(u,v) = u'v é o produto interno padrao em C" ou R™.

Quando analisamos uma aplicacao suave proxima a um ponto fixo, como a res-
tricao de uma aplicacao a sua variedade central, é possivel simplificar sua forma usando
transformacgoes nao lineares. Um método sistematico que permite simplificar ao maximo a
expansao de Taylor dessa aplicagao ¢ chamado de normalizacao de Poincaré. Vamos
fornecer uma breve explicacao da ideia. Uma exposicao completa pode ser encontrada
em [59]. Nesse contexto, ¢ muito importante a ideia de relacdo de ressonancia entre

autovalores.

Definicao A.4.3. Dada uma aplicagcio F' : C* — C" expressa em forma de série de
Taylor como
F(x) = Az + B(x,z) + C(z,z,2) + - - -

dizemos que o0s autovalores A1, --- , A, do operador linear A sao ressonantes se entre eles

existir um autovalor Ay cumprindo uma relacao da forma
P— /\T1 . /\gn2 s )\nm", my > 0, ka > 2. (Ag)

FEssa relagao é chamada de ressondncia e o nimero Y my, € chamado ordem da resso-

nancia.

Considere o espaco linear Hy, que é composto por fungoes vetoriais cujos compo-
nentes sao polindbmios homogéneos de grau k. Agora, suponha uma aplicagao suave da

forma:

z— Az + fO@)+ fO@)+---, 2R, (A.10)

onde f*) € H, para k > 2. Vamos introduzir novas coordenadas, y € R", por meio da
substituicao:
z =y + h(y), (A11)

em que h(™ ¢é uma funcdo, inicialmente arbitraria, em H,,, com m > 2 fixo. Essa
substituigao é proxima da identidade em uma vizinhanca da origem e, portanto, é localmente

invertivel, com a transformacao inversa dada por:

y=a—h"(z)+ Oz,
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que também é uma funcao suave. Nas novas coordenadas y, a aplicagao (A.10) pode ser

reescrita como:
y Ay 4> B ) + [ () — (Man™) ()] + Oyl ™), (A.12)
k=2

onde o operador linear M4 é definido como,
(Mah)(y) = h(Ay) — Ah(y)

E importante notar que, se h € H,,, entdo Msh € H,, para todo m > 2.

Na nova forma (A.12), os termos de ordem inferior a m sdo iguais aos da forma
original (A.10). Porém, os termos de ordem m mudam e sua diferenca de f™(y) ¢
—(MAh'™)(y). Para remover os termos de ordem m, estabelecemos a equagido homolé-
gica linear em H,,:

Muhm™ = fm),

Se f™ pertence a imagem de My(H,,), entdo existe uma solucdo h™ para a
equagao homologica acima. Isso significa que existe uma transformagao (A.11) capaz
de eliminar todos os termos homogéneos de ordem m na aplicagao original (A.10). No

entanto, em geral, ™ pode ser decomposto como:
fm = glm) 4 plm),

onde g™ € M,(H,,) e r'™ pertencem a um complemento H;: de M,(H,,) no espaco
H,,. Assim, apenas a parte g™ de f(™ pode ser eliminada pela transformacio (A.11).
Os termos restantes, (™), sdo conhecidos como termos ressonantes de ordem m. Um
termo ressonante ocorre quando ha uma relagdo de ressonéncia, expressa por (A.9). Nesse
caso, o mondmio correspondente nao pertence & imagem de M,. Assim, ele define um
termo ressonante. Além disso, como o complemento Hnﬁ nao é tnico, os termos ressonantes

também nao sao definidos de maneira tnica.

O procedimento de eliminacgao descrito pode ser aplicado iterativamente para
m =2,3,4,.... Como resultado, obtemos o seguinte teorema, originalmente desenvolvido

por Poincaré.

Teorema A.4.3 (Forma Normal de Poincaré). Dado um sistema dindmico suave, é

possivel realizar uma mudanca de coordenadas polinomial da forma:
r=y+h )+ D)+ + 1 (y), 1Y € Hy,
que transforma a aplicag¢ao

r— Ax + f(z), xeR", (A.13)
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em um novo sistema dindmico equivalente, escrito como
y = Ay +rP(y) +rO(y) + -+ () + O(lly ™), (A.14)

onde cada ¥ contém apenas os termos ressonantes de ordem k, isto €, rk) ¢ HkL para
k=23,...,m.

Demonstracao. Ver [59] e [58]. O

O sistema (A.14) é chamado de forma normal de Poincaré do sistema original
(A.13). Esse resultado também ¢ vélido para o caso complexo, quando x,y € C" e a matriz
A possui n autovalores distintos. Neste caso, as mesmas ideias podem ser aplicadas para

obter a forma normal.

A.4.2 Bifurcacao Sela-N6

Teorema A.4.4 (Bifurcagao Sela-No). Considere um sistema unidimensional definido
pela aplicagao

r— flz,u), zeR, peR (A.15)

de classe C" em ambas as varidveis, com r > 2. Seja xo o ponto fixo do sistema quando
W= po tal que a derivada de f em xg € f'(xo, po) = 1. Suponha que as sequintes condigoes

sejam satisfeitas:

0
Al o= a_,l]i(x()?/“b(]) # 07

2

A2.b(0) = %(%;Mo) # 0.

Entao, existem intervalos I contendo xo e N contendo jy e uma funcio C", m: I — N,
tais que f(x,m(x)) =z, m(zo) = po , com derivadas satisfazendo, m'(xy) =0 e m"(zy) =
—b(0)/a # 0. E ainda, o grdfico de m, chamado diagrama da bifurcag¢ao sela-nd,
contém todos os pontos fixos em I x N. Esses pontos fizos sao atrativos de um lado de xg
e repulsivos do outro. Além disso, existe uma mudanga de pardametros, respectivamente n

e B, que transforma o sistema (A.15) em
n= B+nEn+O(n)
onde o sinal do termo quadrdtico € definido pelo sinal do coeficiente b(0).

Demonstracao. Ver [83], Teorema 1.1 e [59], Teorema 4.1. O
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Figura 38 — Simulacoes do diagrama cobweb para a forma normal n +— 3 +n + n?.

B =-0.07 B =0.00 B =0.07

064 - Xo=-0.485
Xo= 0.200

0.6 0.4 0.6 0.6

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(a) (b) ()

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

No diagrama, a localizacao dos pontos fixos é representada como uma funcao do
parametro u, o ramo de pontos fixos estaveis é indicado pela curva sélida, enquanto a
curva tracejada indica a localizagao dos pontos fixos instéveis. Em p = 0, os dois ramos se

encontram e ha exatamente um ponto fixo; para pu < 0, nao hé pontos fixos.

Apo6s introduzir novas varidveis apropriadas, a restricao a variedade central unidi-

mensional associada assume a forma
n=B+n+b(B)n" +0n’). (A.16)
De fato, é suficiente considerar a forma normal
0 B+ n+b(B)n. (A17)

Essa afirmagao pode ser demonstrada verificando, através de uma conjugacao, que a familia
(A.17) possui basicamente a mesma dindmica que (A.16). Para resultados nesse sentido,
ver Kuznetsov [59] e [58].

A.4.3 Bifurcagao de duplicacao de periodo

Teorema A.4.5 (Bifurcagao de Duplicagao de Periodo). Considere um sistema unidimen-

stonal definido pela aplicagao
x— flz,u), zeR, pelR (A.18)

de classe C" em ambas as varidveis, com r > 3. Seja xy o ponto fixo do sistema quando
p=po e a derwada de f,, em xo € f'(xo, o) = —1. Suponha que as sequintes condigoes

sejam satisfeitas:
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(B1.) A derivada de f,(x(p)) em relagio a p € diferente de zero (a derivada varia ao longo

da familia de pontos fizos):

a:{a%’+1afyf1

Oudx 2 0u 0x? 7 0.

(xO,HO)

(B2.) O grdfico de fﬁo possui termo cubico diferente de zero em sua tangéncia com a

diagonal (o termo quadrdtico é zero):
1 02f 2103
0= (geztosm) + (5tmm) #0 _—

Entao, eziste uma curva diferencidvel de pontos fixos, x(u), passando por xo em pg, de
forma que a estabilidade do ponto fixo muda em pg. O lado em que xo € atrator depende
do sinal de a. Hd também uma curva diferencidvel vy passando por (xo, o) de modo que
Y\ {(zo, o)} € a unidao da orbita hiperbdlica de periodo 2. A curva ~y € tangente a reta
R x{uo} em (xo, po), entao vy € o grifico de uma funcgao de x, = m(x) com m(zg) =0 e
m(zg) = —2¢(0)/a = 0. Chamamos v de diagrama de bifurcacao de duplica¢do de
periodo. O tipo de estabilidade da orbita de periodo 2 depende do sinal de c¢(0), de modo
que, se ¢(0) > 0, entdo a drbita de periodo 2 € atratora e se ¢(0) < 0 € repulsora. Além
disso, existe uma mudanc¢a suave e invertivel de coordenadas e pardmetros, respectivamente

n e 3, transformando o sistema (A.18) em,
n— —(1+ B)nE£n*+0(n"). (A.20)
onde o sinal do termo ao cubo € definido pelo sinal de ¢(0).

Demonstragao. Ver [83|, Teorema 3.1, pagina 244 e [59] Teorema 4.3, pagina 140.
O]

Uma ilustracao do diagrama de bifurcacao para a duplicagao de periodo é apre-
sentada na Figura 37 (¢). A equagado (A.20) define a forma normal para a duplicagao
de periodo, assim, o Teorema implica que todo sistema unidimensional sofrendo uma
bifurcagao desse tipo é topologicamente equivalente ao sistema definido por (A.20). Dessa
forma ¢ possivel ilustrar numericamente como o sinal de ¢(0) influencia na estabilidade do
ciclo de periodo 2 criado na bifurcagao, veja as figuras 39 e 39. Dizemos que a bifurcagao

¢ supercritica se ¢(0) > 0 e subcritica se ¢(0) < 0.
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Figura 39 — Diagrama cobweb do sistema 1 +— —(1 — 3)n — n® com 3 passando pelo ponto
critico By = 0. Cores diferentes representam orbitas de solug¢oes iniciais diferentes. A
simulagao da série da evolugao temporal de n plotada abaixo é interrompida quando o
valor de || ultrapassa 100.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Figura 40 — Diagrama cobweb do sistema 1 — —(1 — 3)n +n?® com 3 passando pelo ponto
critico By = 0. Cores diferentes representam orbitas de solugoes iniciais diferentes.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para aplicagoes com dominio em R™ precisamos considerar a forma normal da

redugao a variedade central. Para isso, temos o seguinte resultado.

Lema A.4.1. Se o ponto fixzo xg no valor critico do pardmetro gy possui um autovalor
simples \y = —1 e nenhum outro autovalor no circulo unitdrio, entao a restri¢io de (A.5)

a uma variedade central unidimensional no ponto g € equivalente, em uma vizinhanga de
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Zo, G forma normal
1 =+ e’ + O(1),

onde
o = 50 Cla0,0)) + 3{Bla, (1 — ) Bla, ) (A21)

com Aq= —q e ATp = —p satisfazendo (2.5).
Demonstragao. Ver [59], secao 5.4.2, paginas 183-185. ]

Aqui n é uma coordenada local na variedade central no ponto critico, selecionada
de forma que a restrigao de (2.2) em [ a esta variedade nao tenha termo quadréatico, o

que é sempre possivel no caso da bifurcacao de duplicacao de periodo.

O Lema A.4.1 fornece uma maneira prética de aplicar os resultados obtidos no
Teorema A.4.5 a um sistema com dimensao maior que uma vez que subespago proprio e a
variedade central correspondente sao novamente unidimensionais. Pode-se mostrar que a

forma normal truncada, neste caso, é dada por

n— —(1=B)n+c(B)n’. (A.22)

onde os termos de ordem maiores que 3, O(n*) nao influenciam na equivaléncia topolégica

em uma certa vizinhanga do ponto critico, ver [59].
Exemplo A.4.1 (Aplicacdo Quadratica). Considere a familia de aplicagoes
flz,r) =rz(l—x), r € R. (A.23)

FEssas aplicagées dao origem a um sistema dindmico x, 1 = rxy(1 — x;) que foi usado em
1976 pelo biclogo Robert May, como uma versao em tempo discreto do modelo demogrdfico
da equacao logistica proposta por Pierre Francgois Verhulst entre 1838 e 1847. A partir de
entio também ficou conhecida como equacio ou aplicacao logistica®. Sequndo esse modelo,
t esta em escala de geracoes, a varidvel x; representa a fracao da populagao na gerac¢ao t
de uma certa espécie pela populacao mdxima dessa espécie suportada pelo ambiente. Assim,
temos x € [0,1], se z=0.5 indica que a populagdo atual é 50% da capacidade mdzima
sustentavel. O parametro r representa a taxa de crescimento dessa espécie. Para atender

a restri¢ao, x € [0, 1] vamos supor que r € [0,4].

Como o titulo do artigo de May indica, a familia de aplica¢oes quadrdticas é
conhecida na literatura como um exemplo simples para realizar cdlculos e ao mesmo tempo
apresenta muitas das caracteristicas que sao de interesse da teoria de sistemas dindmicos
nao-lineares. Desse modo, as aplicagoes quadrdticas fornecerao uma fonte de exemplos para
essa se¢ao. Vamos comegar calculando o ponto fixo do sistema dindmico x, 1 = ray(1—1xy),
r—1

. (r) =1z (r)(1 —z.(r)) = 1=r(l—a.(r)) = z.(r)= "

2 Do inglés, logistic map.
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A derivada de f é f'(x,r) =r — 2rx, assim, no ponto fixo temos

[f () 21 =

r—1
r—27‘< >‘21:|2—T|21
r

de modo que
r<1l ou 3.

Isto é, 1 e 3 sao pontos de bifurcagao para o parametro r. Notemos que para r € [1,3]
o ponto fizo x, € estdvel e o ponto xy = 0, que também € ponto fixo do sistema pois de
(A.23) x; = 0 implica ;11 = 0, € um ponto instdvel. Analisando a derivada de f no ponto

fixo quando r =1 e r = 3 temos
[ (2.(1),1) =1 =2 2,(0) = +1, f(24(3),3) =3 —6-2.(3) = —1.

Assim, seque que o sistema f.(x) sofre uma bifurcagcdo do tipo sela-né quando T passa pelo
valor 1 e uma bifurcacao de duplicagcao de periodo quando r passa pelo valor 3. Vamos
analisar essas bifurcagoes utilizando o Teorema A.4.4 e o Teorema A.4.5. Quando r =1 o

ponto fixo € xo(1) = 0. Entao,

o 0
0—;;(0, 1)=-2#0, 0_{(0’ 1) = (z— $2)|(071) =0. (A.24)

Quando r = 3, o ponto fizo € xy(3) = 2/3. Entao

[a%f +18f82f}

orox 2 0r 0x? - [1 — 2l xQ)]

2
(33)

(3:3)

10°f (2 \\° [(10°f (2 _ _
(5@(5,3)) + (5%(5,3» =(-3)>+0=9+#0.

As figuras mostram as bifurcacoes locais para a aplicagao quadrdtica com r entre 0 e 3.2.

Os valores xy apresentados sao solugoes iniciais arbitrdrias.
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Figura 41 — Bifurcagao de sela-no, o ponto = 0 que é atrator em (a) perde estabilidade e
¢ criado um ponto fixo z,(r) atrator, simulado em (b). Os valores z( sao solugoes iniciais
arbitrarias.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Figura 42 — Bifurcagao de duplicagao de periodo, o ponto fixo x.(r) que é atrator em (a)
perde estabilidade e é criado um ciclo de periodo 2 atrator, simulado em (b). Os valores
T sao solucoes iniciais arbitrarias.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A.4.4 Bifurcacao de Hopf

Considere um sistema bidimensional em tempo discreto dado por
v f(r,p), x€R?* peR, (A.25)

com f suave, apresentando um ponto fixo g = 0 quando py = 0 e autovalores A\; e As.
Caso o ponto fixo nao se encontre na origem, para facilitar a notagao, podemos fazer
uma translagio via mudanga de variaveis tal que (o, o) = (0,0). Se A; 2 = ¥ entdo o
sistema sofre uma bifurcagao de Hopf. Ao impor condi¢es adicionais nas derivadas, uma
curva fechada invariante homeomorfa a um circulo emerge do ponto fixo. O movimento ao
longo dessa curva corresponde a uma rotacao, com o nimero de rotagao iniciando préximo

ao valor associado ao autovalor.

Podemos escrever o sistema original em coordenadas complexas do seguinte modo.
Sejam ¢(p) € C? um autovetor de D f,, (1) correspondente ao autovalor \;(u) e p(u) € C?
um autovetor da matriz transposta D f () correspondente ao autovalor A;(u). E sempre

possivel normalizar p em relacao a ¢ de modo que

(p,q) = 1.
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Qualquer vetor x € R? pode ser representado de forma tinica, para qualquer o pequeno,
como

x = zq(p) + 2q(p), com z = (p(n), )

onde z é um escalar complexo e Z é seu conjugado. Considere (A.25) tal que, para toda
vizinhanca de p suficientemente pequena, a jacobiana D f calculada no ponto fixo x = x

possui autovalores
Ma(p) = (e,

onde r(0) =1 e §(0) = fy. Suponha que as seguintes condiges sejam satisfeitas:
(C.1) 7(0) =0;
(C.2) ek £ 1 para k =1,2,3,4.

E possivel mostrar que existem mudancas suaves e invertiveis de coordenadas e de para-

metros que transformam o sistema na forma

2 cosf(B) —senf(B))\ (= d(B) —b(B)\ [z), 5 - LIl
<E> (1+5) <sen9(ﬁ) cos0(B) ) <5> i (b(ﬁ) d(ﬂ)) (3>( FE) Ol

(A.26)
onde 0(0) = 6y e d(0) = Re(e~"¢,(0)), sendo ¢;(0) dado pela formula
_ 920(0)g11(0)(1 =70) | [gu(0)]* | [902(0)[* | g21(0)
a0) = 2(r2 — o) Tz To  2(r2 —To) T

Veja [59], Teorema 145, pagina 154.

Temos o seguinte resultado que foi provado por Neimark |77], Sacker [86] e Ruelle
e Takens [85].

Teorema A.4.6 (Bifurcacao de Hopf). Considere uma familia suave de aplicagdes suaves

dada pela equagao (A.26) por

n = D1+ By + e (B)nnl* + Olnl|Y),

onde 0(0) =6y, 0 < 0y < 7, e suponha a condi¢ao de nao degenerescéncia adicional,
(C.3) d(0) = Re (e *¢(0)) # 0.

Se d(0) < 0, entao (2.21) possui uma curva fechada invariante estdvel inica ao redor
do ponto firo n =0, que bifurca em B = 0 desse ponto e existe para 3 > 0 suficientemente

pequeno.

Se d(0) > 0, entao (2.21) possui uma curva fechada invariante instdvel inica ao
redor do ponto fixo trivial n = 0, que encolhe em 5 = 0 para esse ponto e existe para 5 < 0

suficientemente pequeno.
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Demonstragao. Ver se¢ao 4.7 de [59]. O

(C.1) é a condigdo de nao transversalidade e a condi¢ao (C.2) e*% £ 1 para
k =1,2,3,4 significa que o sistema nao sofre ressonancia forte. Caso essas condigoes, em
adi¢ao a condi¢ao de nao degenerescéncia (C.3), ndo sejam satisfeitas, a curva fechada
invariante pode nem sequer aparecer ou pode haver vérias curvas invariantes bifurcando

do ponto fixo. Para facilitar o calculo de d(0), introduzimos a fungao

G%Z7§>::<pag<x0%_zq%_ZQ7M0)__x0%

e consideramos seus coeficientes de Taylor:

oith B
Gjk = W@’ g(xo + 2q + Zq, po) — o)

z=z=0

Entao podemos obter uma expressao para d(0) como

€_i00921 (1 _ 26i90)€—2i00
d0)=Re|——— | — R :
0= re(52) - re (S

1 s 1 2
920911) 2|911| 4‘902’-

Em uma bifurcacao de Hopf, a variedade central associada é bidimensional. A

forma normal no ponto critico pode ser expressa de acordo com o seguinte lema.

Lema A.4.2. Se o ponto fixo x¢ no wvalor critico do parametro oy possui autovalores

criticos simples

A12 ::eiwo

e nenhum outro autovalor no circulo unitdrio, enquanto

e 140, k=1,2,3,4 (sem ressondncias fortes),

entdo a restrigao de (2.2) a uma variedade central critica bidimensional no valor critico

do parametro aq equivale localmente a forma
6o 0 2 O 4
1= e0n+ i (0)n|nl” + O(|n]"),

onde w € uma varidvel complexa e cq; € um niumero complexo dado por

1

c1(0) = 5, Cla, ¢:@) +2B(q, (In — A) 7' B(q.q) + B(q, ("L, — A)"' B(q.9))),

com (Df)q = e%q e (Df)T'p = e %p satisfazendo (2.5).
Demonstragao. Ver [58|, Lema 2.7, pagina 35. ]

Exemplo A.4.2 (Aplicagao Quadratica com Atraso). Considere a sequinte equa¢@o

representando o modelo logistico com influencia de duas geragoes,

Tppr = rx(1 — xq).
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Se introduzirmos Top = T14-1, a equag¢ao pode ser reescrita como o sistema dindmico

bidimensional em tempo discreto:

F (‘7”1) — (ml(l _“’2)> (A.27)

A aplicagao F tem o ponto fizo (0,0) para todos os valores de r. Para r > 1, surge um

ponto fizo positivo nao trivial (29, 29), onde,

2(r) =a%(r) =1 - %

A matriz jacobiana da aplicagao F' avaliada no ponto fixo nao trivial é dada por:

DF,,(r) = (1 1;7") ,

)\172 (’f’) =

e possui 0s autovalores:

T4/ -1
47"

DN | —

Se r > 3, o0s autovalores sio complezos. O ponto fizo z° perde estabilidade quando

47

’)\1,2|2:)\1)\2:T—1:1 = r=2,

e ocorre uma bifurcacao de Hopf. Os autovalores da matriz DF no valor critico sao:

1 3 g
Ao = — ii£ = Ccos (E) +isen <E> = eti3,
’ 2 2 3 3

Fica claro que as condig¢oes (C.1) e (C.2) sao satisfeitas.

Para verificar a condi¢ao de nao degenerescéncia (C.3), devemos calcular d(0). A

matriz jacobiana critica DF o,y € sua transpostas possuem os autovetores:

6o

Apg = eq, Alp=e"p,

V3 -1 3 -1
=2 o= |72 T2}
1 ’ 1

Para normalizar (p,q) = 1, podemos tomar, por exemplo:
V3 4 1 V3
q= 5 + ZE p= ZT .
1) —i¥3

Tr =x9+ 2q + Zq,

onde:

AgO?”CL compomos:
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e avaliamos a fungao:

G(z,2) = (p, F(xo + 2q + 2q,r0) — o)

() () () =) ) 0)

Ezpandindo G(z,z) em série de Taylor em (z,z) = (0,0):

G(z,2) =™z 4+ Y W |g]kzjz +0(])2]]Y),

2<]+k<3
obtemos: 3 V3 V3
2 23 2v3
920——2+ZT, guziT; 902=2+277 g2 =0,

o que permite calcular a parte real critica:

B (1—2¢5)e™5 [ 43 4 8
4(0) = —he ( 2(1— ¢3) <_Z 3 §>) 9

=—-2<0.

O

Portanto, uma curva invariante fechada inica e estdvel bifurca do ponto fixo nao

trivial para r > 2, ver Figura 435.



159

Figura 43 — O sistema (A.27) sofre uma bifurcagdo de Hopf quando r = 2, o ponto fixo
2%(r) que ¢é atrator em (a) perde estabilidade e ¢ criado um ciclo atrator. Os valores zy sao
duas solucoes iniciais arbitrarias proxima e distante, respectivamente do ponto fixo x?g.

r=195

r=2.00

0.9 4
Xo= (0.49,0.49) X0 = (0.50,0.50)
0.8 A Xo= (0.92,0.92) 08 - Xo= (0.95,0.95)
0.7 A
0.6 - e e 0.6 -
0.5 . 714 :
0.4 4 kL 0.4 1
0.3 1
0.2 A 0.2 1
0.1
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
(a) (b)
r=2.01 r=2.05
Xo= (0.50,0.50) xo= (0.51,0.51)
Xo= (0.96,0.96) Xo= (0.99,0.99)
0.8 - 0.8 -
0.6 0.6
0.4 - 0.4 A
0.2 - 0.2 A

0.2 0.4 0.6 0.8

()

0.2 0.4 0.6 0.8

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A.4.5 Ressonancias Fortes em Bifurcacoes de Codimensao 2

Para compreender a dinamica emergente de uma familia de aplicagoes apos a

ocorréncia de uma bifurcacdo de Hopf que fogem a hipotese (C.3) no Teorema A.4.6 |

é preciso realizar uma anélise dos cenarios em que os autovalores atravessam o circulo

unitario nas raizes da unidade, dadas por: A = €*"/9_ onde p/q estd em sua fragao

irredutivel. Esses cenarios se classificam em duas categorias distintas. O par (p, q) recebe

a denominacao de ressonancia forte quando ¢ assume valores de 1, 2, 3 ou 4; caso os

valores sejam diferentes, temos uma ressonéncia fraca. Neste contexto, para nao fugir

do escopo desse trabalho, focamos na situacao das ressonancias fortes de ordem 2 e 4. As

ressonancias fortes trazem a tona certos problemas ainda nao solucionados no contexto
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das bifurcagoes homoclinicas e heteroclinicas, que apenas apresentaremos a seguir.

Uma técnica frequentemente usada ao lidar com ressonancias fortes, é a aproximacao
de difeomorfismos préximos aos seus pontos fixos por deslocamentos ao longo das érbitas de
certos sistemas de equagoes diferenciais ordinédrias auténomas. O diagrama de bifurcacao
para a familia apropriada de campos vetoriais pode, entao, ser estudado e interpretado
como um diagrama de bifurcacao para a familia de aplicagoes. Deixamos para as referéncias
[59], [3] e [93]. Essa abordagem permite estudar bifurcagoes globais de curvas invariantes
fechadas que ocorrem nas aplica¢oes proximos a bifurcagoes homoclinicas e heteroclinicas
dessas equacoes diferenciais aproximadas. Embora a estrutura exata de bifurcacao seja
diferente para aplicacoes e para as equagoes diferenciais aproximadas, seu uso fornece
informacoes valiosas que dificilmente poderiam ser alcangadas apenas por meio da anélise

direta dos difeomorfismos.

No entanto, surgem problemas porque esses diagramas incluem elementos que
sao estruturalmente instaveis quando considerados como parte do retrato de fase de um
difeomorfismo, veja [55]. Por exemplo, no caso ¢ = 1, a familia apropriada de campos
vetoriais inclui a sequéncia de bifurcagoes homoclinicas em que dois ramos das variedades
estavel e instavel do ponto de sela se cruzam. No campo vetorial, devido a unicidade das
solucgoes, esses ramos devem coincidir. Entretanto, em um difeomorfismo, espera-se que
eles primeiro se tornem tangentes, depois se cruzem transversalmente e, finalmente, se
tornem tangentes novamente. Consideragoes semelhantes surgem no caso ¢ = 2, onde
os retratos de fase para o campo vetorial contém ciclos homoclinicos e de sela. Para
g = 4, ainda nao se conhece uma descri¢ao completa do comportamento do campo vetorial
associado, veja [59] e [99]. Apesar disso, nesse ultimo caso, é possivel calcular a forma
normal. Tendo em vista a dificuldade dos célculos explicitos, discutiremos a seguir um

método para estimar os coeficientes da forma normal.

Considere a familia de aplica¢oes indexadas pelo parametro g

o — F, ) = Jul@.y) o,y 1 € R. (A.28)

y y gu(2,y)
Suponha que o ponto fixo se encontra na origem, e que \; e Ay sao autovalores préoximos
do circulo unitario. Aplicando uma reparametrizacao podemos escrever os autovalores em

funcao de sua distancia a origem e do angulo que faz com o eixo horizontal. Temos
A= (1+7)e”,

onde r passa a ser mais um parametro de bifurcacao e # é um angulo constante. Assim, A
estéd fora do circulo unitario se r > 0 e dentro se r < 0, de modo que r = 0 é ponto critico

para a bifurcacao.

Como estamos interessados em uma formulacao que aproxime a forma normal de

(A.28), fazendo uma substitui¢ao de variaveis, tomando f(z,y) como a nova variavel y,
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podemos escrever essa aplicagao da seguinte maneira

Y
x
; A .29
(y)H Ax+By+Zgjkx]yk ’ ( )
JHk>2
onde, A = —X\ e B = \+ \. Assim, podemos introduzir coordenadas complexas dadas

por

Z=iz\—iy, Z=—izA+iy

Desse modo, o sistema (A.29) fica expresso como

2 A2+ Z a2’z (A.30)
Jj+k>2
Onde, usando as aproximacoes 2zsenf ~ z + %z e 2ysenf ~ ze'’ + z7*% podemos obter

estimativas para os coeficientes a;; a partir dos coeficientes g;i, que sao dadas por

(.- ; ;
diagysen? 0 = goo + gr1e” + gooe”,

2iaiy sen® 0 =~ gog + g11 cos(6) + goa,

{ diagesen?0 ~ gog + grie” 0 + gooe 2, (A31)
8iazysen® f & gso + ga1€” + g12€* + gose®”,

| Biag sen? 0 & 3g30 + g1 (67 + €) + g12(2e727 + €2) + go3(2e 73 4 263).

Para os casos da ressonancia (1:4) a forma normal correspondente é

2 Az 4 Q%2 + RZ% + O(||2|]°) (A.32)
onde 1 9 1 + 30)
— + .
Q= ( 22)]a11| i ( 22(111(120 — 1 +z)|a02|2 + g (A.33)
€

(1 — i)(an + 22’520)%2
2

R=—

+ Qp3. (A.34)

Uma vez calculadas aproximagoes para os coeficientes, o seguinte teorema é estabe-
lecido por Whitley [99] e que, por sua vez, foi baseado em resultados de Iooss [46] e Wan

[98] e fornece informagdes importantes sobre a estrutura da bifurcagao.

Teorema A.4.7. Considere uma aplica¢ao com dois pardmetros r e 0 dadas por (A.32).

Definimos Q = q1 +iqs e R=1r1 +1iry e p=1r — 1. Entao,

1. Se |Q| < |R| e seguimos um caminho uniparamétrico no plano dos pardmetros que
passa por =0 = 0, entao uma sela de periodo quatro bifurca da origem em ambos

o0s lados de yp =6 = 0.

2. Se |Q| > |R|.
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a) Se g < 0 (ou go > 0, respectivamente) e sequimos um caminho através de

i =0=0 que estd na regiao onde
(qii+ @0)* > (r{ +13) (1" + 6%),

entao um circulo invariante atrator (repulsor) bifurca da origem para p > 0 (ou
p < 0, respectivamente). Nenhuma orbita de periodo quatro bifurca da origem

neste caso.

b) Se q¢u < 0 (ou qu > 0, respectivamente) e seqguimos um caminho através de

1w =0=0 que entra na regiao onde
(@ + @20)* < (r} +73)(1* + 6%)

e >0 (oup <0, respectivamente), entao duas orbitas de periodo quatro
bifurcam da origem. Se qo < 0, uma orbita € um atrator e a outra é uma sela.

Se go > 0, uma orbita € uma sela e a outra € uma fonte repulsora.

Demonstragao. Ver [46] para pontos periddicos e [98| para ciclos invariantes. O

A5 DINAMICAS SENSIVEIS AO CAOS

O estudo de sistemas dinamicos deterministicos caracterizados como cadticos é
fundamental para compreender diversos sistemas naturais, como o clima, o movimento
planetéario e circuitos eletronicos, e é uma area ativa de pesquisa em fisica, matematica e
engenharia. A compreensao dos sistemas cadticos tem implicacoes significativas para o

desenvolvimento de modelos preditivos e controle de sistemas na ciéncia e na industria.

Como mencionamos no Capitulo 1. de introducao, essa caracteristica de sistemas
nao lineares ganhou evidéncia com o avango da computacao. Sua caracteristica determi-
nistica garante que em uma simulacao capaz de representar os pontos do sistema com
precisao infinita, dada uma solucao inicial, toda a sua trajetéria futura é determinada
somente pela dindmica do sistema. No entanto, sistemas caodticos sao fendmenos que
exibem um comportamento extremamente sensivel a minimas mudancas nas condigoes
iniciais. Logo, uma vez que aproximagoes devem ser feitas nas simulagoes, o resultado
obtido normalmente sao trajetérias imprevisiveis. Desse modo, é importante destacar que,
apesar de sua aparente aleatoriedade, sistemas cadticos obedecem a regras deterministicas

e sao regidos por equagoes nao lineares.

Existem algumas defini¢des nao equivalentes para caos na literatura. Uma frequen-
temente usada foi apresentada por Devaney em seu livro [26] a qual, seguindo a notagao

de Brock e Hommes, ver [15], [38] chamaremos de caos topologico e é apresentada a seguir.
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Definicao A.5.1. Dado um conjunto X, seja f : X — X. Dizemos que f é topologica-
mente transitiva se, para quaisquer dois conjuntos abertos U,V C X, existe k > 0 tal
que

Foynv £0.

Dizemos que f possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais em X se existem
uma métrica em d e um numero § > 0 tal que, para todo x € X e qualquer vizinhanca U

de x, existe y € U en >0 tal que

d(f"(x), ["(y)) > 6.

Dado um subconjunto V- C X, dizemos que f : V — V € topologicamente cadtica em V

se [ satisfaz as sequintes trés propriedades:

1. Os pontos periodicos de f sao densos em V.
2. f € topologicamente transitiva.

3. f possui dependéncia sensivel as condigoes iniciais.

A primeira propriedade indica que um sistema cadtico possui um nimero infinito
de pontos periddicos com diferentes periodos, o que indica que as trajetorias podem seguir
muitos padroes periddicos diferentes. De acordo com a segunda propriedade, para muitos
estados iniciais, os caminhos do tempo nao convergem para uma orbita perioédica, mas
continuam vagando. A terceira propriedade, a dependéncia sensivel das condigoes iniciais,

implica a imprevisibilidade inerente a longo prazo.

Como relata Devaney [26], a terceira condi¢ao na defini¢do A.5.1 é consequéncia
direta da primeira e da segunda. Esse resultado foi demonstrado em [6]. Como destaca
Devaney, o resultado é interessante, pois as propriedades (1.) e (2.) sdao ambas propriedades
topologicas, enquanto a propriedade (3.) é uma propriedade geométrica e depende da

métrica do espaco X.

Contudo, é possivel que um sistema seja topologicamente cadtico mas o conjunto de
solugoes iniciais S para o qual apresenta dependéncia sensivel tenha medida de Lebesgue
igual a zero. O que implica que essas solugoes iniciais sao praticamente "inobservéaveis"
em simulagoes computacionais. Este fato nos conduz a considerar uma segunda defini¢ao

de caos, que se mostra mais rigorosa e robusta.

Definicao A.5.2. Dizemos que f : X — X € cadtica® se f for topologicamente cadtica
e existir um conjunto com medida de Lebesque positiva S, tal que f tenha dependéncia

sensivel as condigoes iniciais em relagao a S.

3 Brock e Hommes, utilizam o termo "truly chaotic", ver [38|, mas também encontramos na

literatura a expressao "thick chaotic".
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Uma medida capaz de quantificar, em um sistema discreto n-dimensional, a taxa
média exponencial de divergéncia em n direcoes diferentes de estados iniciais proximos

chama-se expoente de Lyapunov.

Definicao A.5.3. Seja f: M — M um difeomorfismo em uma variedade de dimensdo m.
Seja | - | a norma em vetores tangentes induzida por wuma métrica Riemanniana em M.

Para cada x € M ev € T, M, definimos
1
Az, v) = Jim +log(|Dfu]), (A.35)

sempre que esse limite existir. Seja s(x) o nimero de valores distintos de A(xz,v) em x
para v € T, M, com vetores tangentes v; € T,M para 1 < j < s(z), fornecendo valores

distintos,
Aj(@) = A, v;),

com
M) < Xo() < -0 < Ay ().

Esses valores sao chamados de expoentes de Lyapunov de f no ponto x.

O Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec, enunciado abaixo, afirma que
para quase todos os pontos z o limite existe para todos os vetores tangentes v € T, M e

existem no maximo m valores distintos de A(z,v) para um ponto z.

Teorema A.5.1 (Teorema Ergodico Multiplicativo). Seja M uma variedade compacta de
dimensao m, B a o-dlgebra gerada pelos subconjuntos de Borel de M, e f: M — M um
difeomorfismo C*. Entdo, existe um conjunto invariante By € B de medida total para toda
medida 11 no conjunto de medidas de probabilidade invariantes por f, tal que os expoentes

de Lyapunov existem para todos os pontos v € By.
Demonstragao. Ver Ruelle [84]. O

Para aplicacées f n-dimensionais (A.35) envolve o produto D f¥ = D fr-1(,) - - - D f(z)-

Df,, que depende da ordem. Assim, tomando a norma espectral, temos a desigualdade

IDfE <D fpr-1wl] - - - [|Dfsl]. De forma que
1 1
k .
ElogHDfo < Ejgolog\\foamH (A.36)

Caso f seja unidimensional, pela regra da cadeia, ver [63|, a desigualdade (A.36) se torna
uma igualdade. Ou seja, o expoente de Lyapunov quando f tem dimensao 1 é a média dos
logaritmos dos valores absolutos da derivada ao longo da érbita. Ja no caso de dimensao

n, para um dado estado inicial zy, cada um dos n diferentes expoentes de Lyapunov
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A (o) > Aa(zo) > -+ > Au(x9) mede uma expansao ou contra¢do média em uma das n
direcoes possiveis.

De forma geral, temos que, para um estado inicial zy convergindo para um né
estavel, o expoente de Lyapunov é o logaritmo do valor absoluto da derivada no né estéavel.
Para uma solucgao inicial xy convergindo para uma oOrbita periédica, com periodo k, o
expoente de Lyapunov é o logaritmo do valor absoluto da derivada de f*, no ponto
periodico, dividido por k. Consequentemente, para um estado inicial convergindo para um
n6 estavel ou um ciclo k estavel, o expoente de Lyapunov correspondente é negativo. Em
contraste, uma dinamica cadtica é caracterizada por um expoente de Lyapunov positivo,
medindo o quao rapido, em média, estados iniciais proximos divergem uns dos outros.

Essas conclusoes sao formalizadas no teorema seguinte.

Teorema A.5.2. Seja f: M — M um difeomorfismo C? em uma variedade compacta
M. Suponha que f € ergodico para alguma medida de probabilidade de Borel invariante
mo, que nao estd concentrada em uma unica orbita periddica e tal que os expoentes de
Lyapunov sao nao nulos mgo-quase sempre. Entao, f possui uma ferradura, A. Isto ¢,
um subconjunto fechado, invariante e uniformemente hiperbdlico f|x € topologicamente

congugado a um shift de tipo finito.
Demonstragao. Ver [53]. O

Discutiremos agora, seguindo Palis e Takens [79], como a criagao de uma ferradura
é capaz de gerar bifurcagoes de duplicacao de periodo em cascata e a subsequente criagao
em cascata de nos estaveis para diferentes valores de parametros de bifurcacao. Seja R

um retangulo em R? e {f,,} uma familia de difeomorfismos de R para R? tais que.

1. f1(RRNR=g,

2. fulr €& dissipativa, ou seja, uma contragdo de area, para pu € [—1,1], isto &,

|det(Df,)| <1 para pontos em R.
3. f1 tem pontos peridédicos que sao todos de sela.

4. Considere as regioes S1 e S5 respectivamente & esquerda e a direita das fronteiras de

R, entao f,(R)NS1 =T e fu (R)N Sy = 2.

5. Considere T e T; as regioes acima e abaixo das fronteiras de R, entdo f,(R)N1T} = @

e [u(R)NTy, = @.

6. f, tem no méaximo uma orbita periédica nao hiperbolica para cada valor de € [—1, 1]
e cada uma dessas orbitas correspondem a uma bifurcacao sela-né ou uma bifurcacao

de duplicacao de periodo. 4

Como f,, € uma contragao de area nao ha possibilidade dessa orbita estar relacionada com
uma bifurcagdo de Hopf.
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Como explica Palis e Takens 79|, por mais que essa familia ndo seja uma ferradura
completa como definida na se¢ao A.3, f,, é uma ferradura para iteracoes positivas, "forward".
Seja P = {(z,p) | = € Per(f,)}. Definimos o espago topologico P =P/ ~, onde ~ ¢a
relagdo de equivaléncia identificando pontos da mesma orbita. Cada componente (O(z), u)
de 15, onde z é um ponto periddico, é uma curva continua, exceto na duplicacao de periodo.

Temos o seguinte resultado

Teorema A.5.3. Seja f, : R* — R? uma familia de difeomorfismos preservando a
orientacdo e satisfazendo as condi¢des (1.) — (6.). Entdo, cada (O(x),1) € P tem uma
componente contendo orbitas periodicas atratoras de periodo 2™k para cada n > 0, onde k

€ o periodo de x por fi.
Demonstragao. Ver Palis e Takens [79], Teorema 1, pagina 42. [

Assim, utilizando o Teorema A.3.3 observamos que o Teorema A.5.3 estabelece
que, para uma familia suave de difeomorfismos planares que preservam a orientacao e
que possui em j = o uma 6rbita homoclinica para um ponto fixo hiperboélico p, existem
duas sequéncias infinitas de valores do parametro convergindo (de um lado) para pu = 0,
correspondendo a bifurcagoes de duplicacao de periodo localizadas préoximas a orbita

homoclinica critica.

Exemplo A.5.1. A familia quadrdtica f.(x) = rx(1—x) é um exemplo simples de sistema
cadtico. Jd mostramos no FExemplo A.4.1 que essa familia sofre uma bifurcagao de sela-no
quando v =1 e uma bifurcacao de duplicagao de periodo quando r = 3 vamos mostrar que

quando r assume valores maiores f, exibe caos topoldgico, veja Figura 44.

O Teorema de Li-Yorke, presente em [62], fornece uma condi¢ao suficiente para o
caos topoldgico em sistemas unidimensionais ¢ : R — R, veja [26] para uma demonstragao.

FEssa condi¢ao € dada por

©*(10) < 20 < ©(T0) < Y*(70). (A.37)

Ao considerar a possibilidade de substituir a desigualdade < presente no teorema por uma
igualdade =, observa-se que a relagio ©*(xg) = xo < p(x) < Y*(x0) resulta em (A.37),
indicando que xoy € um ponto de periodo 3. Portanto, o teorema de Li-Yorke implica que
uma fungao continua unidimensional com um ponto de periodo 3 inevitavelmente exibe um

comportamento dindmico caracterizado por caos topologico.

O Teorema de Li-Yorke é amplamente aplicado em dreas como economia, pois
oferece uma condicao suficiente simples e verificavel para identificar o caos topologico.
No caso da aplicagao quadrdtica, basta verificar um ponto xo < 0.5, tal que f(xy) = 0.5
cumpre a condicao (A.37). De fato podemos tomar xo = %ﬁ e teremos f3(0.5) = 0.0 <
xo < 0.5 < 1.0. A simulagdo apresentada na Figura 44 (b) mostra que para r ~ 3.84, no
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longo prazo todas as solugoes iniciais tendem para o ciclo de periodo 3 caracterizado por

Figura 44 — Aplicagoes quadraticas para diferentes valores de r exibindo comportamento
caotico.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

O caos topologico exibido pela familia quadrdtica esta relacionado com a cascata
de duplicacao de periodo, isto €, novos periodos aparecem conforme r aumenta e nunca
desaparecem, Figura 45. O limite ro para r,, que marca o inicio de orbitas de periodo 2™

0CorTE EM T8 = 3.5699456.

Embora o teorema forneca uma condicao suficiente, ela nao é necessdria. Para
aplicagoes quadrdticas com pardmetro r > ro, a dindmica € cadtica mesmo que a condi¢ao
de Li-Yorke nao seja diretamente satisfeita. No entanto, existe algum N > 1 para o qual o
N-ésimo iterado fi¥ satisfaz a condig¢ao. O teorema € geral para aplicag¢oes unidimensionais
continuas, mas nao se aplica a aplicacoes descontinuas unidimensional nem a aplicagoes

continuas de dimensoes superiores.

A sequéncia de bifurcagoes, chamada de rota de duplica¢ao de periodo ao caos,
apresenta orbitas periddicas que passam de atratoras a repulsoras conforme r aumenta. O
valor r,, converge geometricamente para T, com tazra dada pela constante de Feigenbaum,
dada por § ~ 4.669202, que € universal para func¢oes unidimensionais sujeitas a duplicagoes

de periodo, veja [26],[85].

Observe na Figura 45 como o maior expoente de Lyapunov esta associado com as
bifurcagoes iniciais e com a cascata de duplicagcao de periodo. Essa correlagio € consequente
do Teorema A.5.2. Um estudo mais aprofundado sobre a criagio de orbitas homoclinicas
nesse exemplo pode ser encontrado em Palis e Takens [79]. Robinson [83] demonstra,
como exemplo, que quando r = 4, o valor do expoente de Lyapunov é calculado como

A(z) =log(2) mas como nao € passivel de generaliza¢io para todos os valores de r, uma
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andlise sobre a dindmica cadtica de um sistema através dos expoentes de Lyapunov €, na
matoria das vezes, feita numericamente. Para a Figura 45 utilizamos o algoritmo descrito

por Katok [53].

Figura 45 — O diagrama de bifurcacao para a aplicacao quadratica com o parametro r
no eixo horizontal e pontos de equilibrio no eixo vertical. Abaixo, a variacao do maior
expoente de Lyapunov pelo parametro r, em vermelho indica valores da série para os quais
o expoente de Lyapunov ¢é positivo.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Observe que a presenca de um ponto homoclinico transversal, embora induza uma
dindmica intrincada caracterizada pela existéncia de uma ferradura e, portanto, de caos
topologico no sistema, essa condi¢ao por si 86 nao garante que o sistema seja cadtico no
sentido da Definigdo A.5.2. No entanto, a partir da década de 90, trabalhos como [8] e
[74] significaram avangos consideraveis ao provarem que, apos uma bifurcagdo homoclinica,
existe um conjunto com medida de Lebesgue positiva no espago de parametros para os

quais o sistema exibe um atrator estranho e, desse modo, um comportamento caotico.
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Comecemos por dar uma definicao para atrator estranho. Como observa Palis e
Takens [79], a nogao de atrator, dada pela Definigao A.2.3, é de fundamental importancia
uma vez que um conjunto de medida de Lebesgue total de pontos, ou seja, a grande maioria
dos pontos, tem atratores como seu conjunto w-limite. Assim, uma boa compreensao dos
atratores presentes no sistema torna possivel uma boa compreensao do comportamento da

"maioria" das 6rbitas.

Definigao A.5.4. Um conjunto invariante A € chamado de atrator estranho se for um
atrator e se f for sensivelmente dependente das condigoes iniciais em A. Um atrator A

com estrutura hiperbolica € chamado de um atrator hiperbolico.

Proposicao A.5.1. Seja f : R? — R? um difeomorfismo com um ponto fizo hiperbélico

de sela p tal que,

1. W#(p) e W*(p) tem uma interse¢gao homoclinica q # p.
2. p € um ponto dissipativo, isto €, |det(Df)] <1 em quase todo ponto.

3. W¥(p) estd contida em uma regiao limitada de R

Entao existe um conjunto aberto U C R? nao vazio, tal que para cada x € U, w(x) C WH(p).

Isto é, a distancia de f™(x) a W"(p) tende a zero quando n tende a infinito.

Demonstragao. Ver Palis e Takens [79], pagina 178. [

Exemplo A.5.2. Considere a aplicacio F,; : R* — R? conhecida como aplicagio de

Hénon, ou em inglés, Henon Map;

F (”7) - (1 —a’ “’) (A.38)
Y bx

FEssa aplicacao foi introduzida por Michel Hénon como um modelo simplificado da segao de
Poincaré do modelo de Lorenz em 1976, ver [37]. Através de simulagdes computacionais,
Hénon encontrou evidéncias numéricas de que a familia (A.38) exibia um atrator estranho
para os valores de parametro a = 1.4 e b = 0.3. Benedicks e Carleson [8] mostraram que,
para cada b > 0 fixo, existe um conjunto com medida de Lebesque positiva de valores para
a, By tal que, se a € Ey entao f,p tem um atrator estranho que € o fecho da variedade
instdavel de algum ponto de sela p,y e cuja bacia de atragao contém um conjunto aberto.

Podemos visualizar esse fato na Figura 46.
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Figura 46 — (a) Simulagado nao rigorosa da variedade estavel, em azul, e a da variedade
instavel, em vermelho, para a aplicagdo de Hénon para a = 1.4 e b= 0.3. — (b) Atrator
estranho exibido pela aplicacao de Hénon para a = 1.4 e b = 0.3.

Variedades Invariantes - Aplicagdo de Henon

Atrator - Aplicagao de Henon

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Com base no resultado obtido por Benedicks e Carleson [8], Mora e Viana [74]

foram capazes de generaliza-lo para qualquer familia de difeomorfismos com um parametro

sofrendo uma tangéncia homoclinica.

Teorema A.5.4 (Mora— Viana). Se uma familia de aplicagoes de um parametro exibindo

bifurca¢ao homoclinica em o = «q associada a um ponto periodico de sela p, dissipativo,

entao existe um conjunto de valores de o em um intervalo (ag, o + €) de medida de

Lebesque positiva, para os quais F, tem um atrator estranho.

Demonstragao. Ver Mora e Viana [74].



171

B APENDICE B - CALCULO DOS COEFICIENTES g;,.

B2 452/3292 > 1
go0 = b*Bay (ﬁ - 1) ( — 4BBayy* + < )

(
(B} (e BT ) [ o (50)) )

2 2 2
B
+ 20*B24? (—f—z + 1) / (23 +b (—3 + 1))

363 By (£ + 1) (—f—j + 1)
2(2B+b (-2 +1))°
3b% By (—f—; + 1)
2(2B+0b(-2+1))

20° Boy® (f—; - )
2B—b(-2 1)

b2,8 2 13722_
by (% +1) (—4362y2 + 423_2?;(%11)) + 1)

2(2B-b(=% -1))

2by (-2 + 1)
[ (mo(21))

2B—b(-%-1)
—4BByy? +1
+Z/< B;y )—|—2y




Goz = b’ s (— - 1) ( — 24BBay” +

+

+

+

B? 8B? 351>
930 =b3/32292< 5 1) ( Bay”

b

68 B?
— 4 AbB | = — 1
b + 4bBay ( b2 )

b 2B—

SEIRNCEE R

o (s ) gy )

2B —

3b (f— . 1) (—4BBay?® + 1)

b(=% 1)
a2 y? (B —1)

T B0 (I )

32

PEDC S o s(2)

b 2B-b(~B-1) b (2B-b(-E-1))

24BbBay? (B2 —1 12638212 (B2 1) 6b( B2 1
262B2y2(—%+1) <SB2,32y2_ 2y(b2 )_6B+ 2y(b2 >2+4bﬁzy2 (B_Q_1>+2 gQB

b2

+

(
2 24 .2 ( B2 2 4b2'32y2(%2’1)
602hy* (5 — 1) (—4Bpoy? + 1) 000 (5 1) (488 T e ey s

250 (-F 1)

242857 (% 1)

8B?fay?
2bBay”
2B b(-Z_1) 52?/( b

2
6b (—5 + 1) (—4Bﬁzy2 ()

2B-b(-2-1)

6B , [ B
-0 st (1))

2B—b(-2-1)

L (-9

GL1



2B—b(_§_ ))2

() (ECE) S ()

b

(2B8-b(-F-1))’
b By (- +1) (—f—f+1> (—4Bﬁzy2+uj§j))+l)
) (B-b(-%-1))°

b

2 4b2 Bay? (’j—Q 1)
4b2 5 3 B2 . b252y (_% + 1) (—4B52y2 + W )
_ By (_ﬁ"f— )— 2B_b(___1)
462 By (Bi
+

o) | PE) (st (- +) -am - SRR ”))
2B—b (=% —1) 2B b(-Z 1)

b2 5, <B2

b(=% )( 1Bpay 2 (5
4b2Boy2 (B —1 -3 +1) | —4BB2y +m
2-1) | —4Bsw? + QB_b(Q; ) ;

2(2B-b(-£-1))

€Ll



QI -

|R| =

+

+

B? AB*B2yt (—2 +1

12Bb* 32y (— 2 + 1) (— _ 1) 12Bb? 82y (f—j — 1)

_ TBbBay* (=5 +1)

2B—b(-2-1)

(2B—b(———1)) 2

502, 4( B B2 _ 2
63y (-5 +1) (% - 1)

b _ 2
2B_b(—E_1) PPV

2 2 2
ooyt (B 1) 28yt (~2+1) (% 1)
eE-b(-E-1)  2B0(5 )

VB2 (-2 +1) (B — 2
+ g ( b )<b >+2b252 4(B__1>

5 b(-F- 1)

2 2
(2B—b(-§-1) b
Why (% -1) (B B
+ + L +1 (23—b(———1)>
2B—b(-2-1) 2B-b(-%£-1) )/ b
2
gozg21 903902 gozgo2911 903902920 3903911920 @ 921902911 921902920
32 * 16 * 32 * 16 * 32 + 8 * 64 32
92191 4 g_%o i 930902920 4 930911 i 930911920 4 930930 4 Joa911 X 952920 1 3902911920 1 952930 I 02971920
64 8 8 16 16 4 16 8 16 8 16
3902911950 n 902950 n 911950 n 911950 n 9_%0
16 8 16 16 8
_ 9039%1 _ 912930 912902920 9129%1 _ YG12911920 912930 . 9_%1 _ 921982 . 3921911920
32 4 8 16 16 4 64 32 64

[ZA!



