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RESUMO

As equagoes de Euler-Poisson descrevem a evolugao temporal da orientacao de um
corpo rigido por meio da matriz de rotagdo e dos componentes da velocidade angular,
regidas por equacoes diferenciais de primeira ordem. De acordo com o teorema de Cauchy-
Kovalevskaya, essas equagoes podem ser resolvidas expressando suas solu¢oes como séries
de poténcias no parametro de evolucao. Neste trabalho, obtemos a solugao geral deste
sistema de 12 equagoes em fungoes elementares por meio de um célculo direto, derivando
a soma dessas séries para o caso de um corpo rigido simétrico livre, sem utilizar os
angulos de Euler. Esses resultados foram recentemente publicados em revista internacional:
Guilherme Corréa Silva, General solution to Fuler - Poisson equations of a free symmetric
rigid body by direct summation of power series, Archive of Applied Mechanics (2025) 96:68,
https://doi.org/10.1007/s00419-025-02774-y. Os resultados sdo consistentes com estudos
anteriores, oferecendo uma nova perspectiva (a tltima em énfase) sobre a resolu¢ao das
equacoes de Euler-Poisson. Além disso, fornecemos uma analise detalhada da dindmica de
um corpo rigido, tratando-o como um sistema sujeito a vinculos cineméticos. Derivamos
todas as quantidades e propriedades fundamentais de um corpo rigido, junto com suas
equacoes de movimento e quantidades conservadas, por meio de célculos diretos e claros

do problema variacional, utilizando as técnicas estabelecidas da mecanica cléassica.

Palavras-chave: Sistemas vinculados, Problema variacional, Formalismo Lagrangiano e

Hamiltoniano, Corpo em rotagao, Equacoes de Euler - Poisson, Solugoes exatas.






ABSTRACT

Euler-Poisson equations describe the temporal evolution of a rigid body’s orientation
through the rotation matrix and angular velocity components, governed by first-order
differential equations. According to the Cauchy-Kovalevskaya theorem, these equations
can be solved by expressing their solutions as power series in the evolution parameter. In
this work, we obtain the general solution to this system in elementary functions by direct
computation, deriving the sum of these series for the case of a free symmetric rigid body,
without using euler angles. This results are recently published in an international journal:
Guilherme Corréa Silva, General solution to Fuler - Poisson equations of a free symmetric
rigid body by direct summation of power series, Archive of Applied Mechanics (2025) 96:68,
https://doi.org/10.1007/s00419-025-02774-y. The results are consistent with previous
studies, offering a new perspective (the last one in emphasis) on solving the Euler-Poisson
equations. In addition, we provide a thorough analysis of the dynamics of a rigid body,
treating it as a system subject to kinematic constraints. We derive all the fundamental
quantities and properties of a rigid body, along with its equations of motion and conserved
quantities, through direct and clear calculations from the variational problem, using the

established techniques of classical mechanics.

Keywords: Constrained systems, Variational Problem, Lagrangian and Hamiltonian

formalism, FEuler - Poisson equations, rotationing body, Exact Solutions.






LISTA DE SIMBOLOS

Notagao. Vetores sao denotados por letras em negrito. Por exemplo:
yo € R3. Letras maitisculas do alfabeto latino N, P, A, B, ... ou letras
gregas gregas «, (3, ... sdo usadas para rotular particulas. Por exemplo:
Yns Xa, ... S0 pontos (particulas) em R3. Letras latinas i,7,k, ...
usadas para rotular coordenadas. Por exemplo: y% sdo as coordenadas

do vertor y .

A soma sobre particulas é sempre declarada explicitamente: >'v_; myy y-
Os indices latinos repetidos sao somados, salvo indicagdo em contrario:
ErYNYE = X5 Sk €k Yy

Notagao para o produto escalar: (a,b) = a;b;. Notagdo para o produto
vetorial: [a, b]; = €;,a;b;, onde €;;; é o simbolo Levi-Chivita em trés

dimensoes, com €193 = +1.

Lembre-se de que os conjuntos de trés vetores e matrizes antissimétricas
3x 3 sao equivalentes, dado o isomorfismo que existe entre os dois espagos.
Em particular dada & € Ant[M;y3(R)] (definimons Ant[M;y3(R)] com
o conjunto das matrizes 3 x 3 antissimétricas) correspondente a w € R3,
entdo para todo v € R?, temos &v = [w, v]. A relagdo entre & e w sdo

explicitadas abaixo:

W1 0 w3 —W9
W = Ws L= —Wws 0 w1 (1)
w3 W9 —W1 0

Para as componentes, obtemos

1
Wij = €ijkWk, Wk = 5 €kijWij- (2)

2

Pela defini¢ao det B = éeijkBmijBkceabc, nés obtemos a util identidade

€abe = (det B)_léijkBmijBkc. (3)






10
11
12
13

14

15

13

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . . ittt e e e e e e e e e e e e e e e e 15
Metodologia . . . . . . . . . . e e e e e e e 19
Problema variacional inicial, graus de liberdade translacional e rota-
cional. . . .. .. L e e 25
Base ortonormal rigidamente conectada ao corpo em movimento. 31
Velocidade angular, matriz de massa e tensor de inércia. . .. 35
Problema variacional e Equacgoes Lagrangianas de segunda ordem
para graus de liberdade rotacionais. . . . . ... ... ... ... 43

Forma de primeira ordem das equagoes de movimento e as equagoes

de Euler-Poisson. . . . . . . . .. ... 0 e 49
Imagem qualitativa do movimento de acordo com Poinsot. . . 55
Discussao sobre equagoes de movimento. . . . . . ... .. ... 59
Exemplos de solugoes em fungées elementares. . . . . ... .. 63
Peao livre de Lagrange via angulos de Euler . . . . . . ... .. 71
Notacao e equagoes basicas do problema . . . . ... ... ... 79

Solucao geral para equacoes de Poisson usando integrais de movi-
10 = 01 0 2 81
Solucao geral para equacoes de Poisson por soma direta de séries
paratodos R;; . . . . . . . .o e 87
Conclusao. . . . . . ... v i v v v .. e e e e e e e 91
. . . th* ()2
APENDICE A — Propriedades das séries ¢ ®
REFERENCIAS . . ... ... ... 99



14



15

1 INTRODUCAO

A descri¢ao da dinamica de corpos rigidos, com equagoes de movimento formuladas
em termos de graus de liberdade independentes, foi desenvolvida por Euler, Lagrange e
Poisson nos primeiros passos da mecanica classica (1, 2, 3). Hoje, esse tema faz parte
dos capitulos tradicionais nos livros de mecénica classica (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). Ainda
assim, construir uma apresentagao didatica e sistematica dessas equacoes permanece uma
tarefa dificil (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18). Como afirmam J. E. Marsden, D. D. Holm e T.
S. Ratiu em 1998 (19): "J4 estava claro no século passado que certos sistemas mecanicos
resistem ao formalismo canonico usual, seja hamiltoniano ou lagrangiano, apontado no
primeiro pardgrafo. O corpo rigido fornece um exemplo elementar disso."O movimento
de corpos rigidos ¢ um dos temas classicos mais ricos e elegantes da mecanica. Mesmo
sendo um modelo idealizado, em que se assume que as distancias entre quaisquer dois
pontos do corpo permanecem constantes ao longo do tempo, ele fornece uma descri¢ao
extremamente 1til e precisa para o comportamento de muitos sistemas fisicos reais, tais
como o movimento de um peao em um campo gravitacional, o de uma bola carregada
sob efeito de um capo magético ou até mesm um cilindro pesado girando no plano. Essa
rigidez interna impoe restrigoes que reduzem os graus de liberdade do sistema, tornando

possivel uma formulagao matematica clara e bem definida do seu movimento.

Neste trabalho, interessam-nos os corpos rigidos em movimento livre, isto é, sem
a acao de forgas ou torques externos. Nessa situagao, o sistema evolui unicamente de
acordo com suas condic¢oes iniciais e com as restrigoes impostas pela rigidez. A anélise
desse caso revela aspectos fundamentais da dindmica, em especial no que diz respeito ao
movimento do corpo em torno do seu centro de massa. Como nao ha interagao externa,
tanto o momento linear quanto o momento angular do sistema sao conservados, e essas

leis de conservacao orientam toda a sua trajetéria no espago.

A posigao e orientagdo de um corpo rigido podem ser descritas, respectivamente,
pelo vetor do centro de massa e por uma rotagao no espaco, geralmente representada
por uma matriz do grupo SO(3). No caso livre, o centro de massa simplesmente se move
em linha reta com velocidade constante, o que torna a parte rotacional do movimento a
mais interessante e desafiadora de analisar. O movimento do corpo é entao regida pelas
chamadas equacgoes de Euler, que descrevem a variagdo do momento angular no referencial
que gira com o proprio corpo e envolvem o tensor de inércia, um objeto central nesta

teoria.

Dentre os corpos rigidos, aqueles que possuem simetrias geométricas particulares,
como um eixo de simetria, ocupam um papel especial. Quando o tensor de inércia apresenta
dois ou trés momentos principais iguais, o comportamento rotacional se simplifica de

maneira notavel, revelando padroes como rotacoes estaveis em torno de certos eixos ou
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movimentos de precessao em torno de outros, como veremos nessa dissertacao. O estudo
desses casos simétricos, além de fornecer solugoes mais acessiveis, ajuda a iluminar os

principios gerais que regem o movimento rotacional.

No caso de um corpo rigidamente esférico, isto é, com os trés momentos de inércia
principais iguais, o movimento rotacional é particularmente simples. A isotropia do tensor
de inércia implica que o momento angular é sempre paralelo ao vetor velocidade angular,
independentemente da orientacao do corpo. Como consequéncia, a rotagdo ocorre em
torno de um eixo fixo no espago, e o corpo mantém sua orientacao relativa a esse eixo ao
longo do tempo. Nao ha precessao espontanea nem instabilidade dindmica, e o movimento
¢ puramente uniforme se nao houver torques externos. Essa configuracao idealizada ¢é

matematicamente conveniente e serve como referéncia para entender casos mais gerais.

Para um corpo simétrico, caracterizado por dois momentos de inércia principais
iguais e um diferente (por exemplo, I; = I # I3), o movimento rotacional exibe caracte-
risticas mais ricas. Se o corpo gira em torno de seu eixo de simetria (o eixo associado ao
momento de inércia distinto), o movimento é uniforme e estavel. No entanto, se a rotagao
ocorre em torno de um dos eixos perpendiculares, o corpo apresenta precessao: o eixo de
rotagao descreve um cone ao redor do momento angular. Esse tipo de corpo, como um
piao simétrico, pode exibir movimentos como precessao regular e nutacao, dependendo

das condigoes iniciais e da presenca de forcas externas.

Ja um corpo assimétrico, em que os trés momentos de inércia principais sao distintos
(I # I, # I3), apresenta a dindmica rotacional mais complexa entre os trés casos. O
movimento espontaneo de rotacao pode ser instavel, especialmente se o corpo gira em
torno do eixo intermedidrio (associado ao valor médio dos momentos de inércia). Essa
instabilidade ¢é dita no sentido que pequenas perturbagoes no eixo de rotacao podem causar
grandes variagoes no comportamento rotacional ao longo do tempo. O vetor momento
angular deixa de ser fixo no corpo e no espaco, e a trajetoria do vetor velocidade angular
sobre a esfera de energia pode apresentar comportamentos nao triviais, como movimentos

quase periodicos ou cadticos em certos regimes.

Comparando esses trés tipos de corpos, a principal diferenca esta na estrutura do
tensor de inércia e em como isso influencia a estabilidade e a complexidade do movimento
rotacional. Enquanto o corpo esférico apresenta o comportamento mais simples, com
rotagao estavel e uniforme, o corpo simétrico ja admite movimentos como precessao
e nutagdo, mesmo na auséncia de torques externos. No caso do corpo assimétrico, o
movimento é sensivel as condigoes iniciais, podendo ser instavel e intrinsecamente mais
complexo. Assim, a simetria do tensor de inércia desempenha um papel central na

caracterizagao qualitativa e quantitativa da dindmica de um corpo rigido.

O objetivo desta dissertacao é explorar a dindmica de corpos rigidos em movimento

livre, com énfase na estrutura geométrica do sistema e nos principios de conservagao que
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emergem da auséncia de interagoes externas. A abordagem serd baseada em métodos
variacionais e procurara destacar o papel da simetria, do tensor de inércia e do momento
angular na determinagao da evolugao do sistema. O caso de corpos simétricos serd analisado
em maior detalhe, tanto pelo interesse tedrico quanto pela clareza com que ilustra os

aspectos fundamentais do problema.
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2 Metodologia

Neste trabalho, adotamos como ponto de partida a formulagdo variacional da
mecanica classica, cujo arcabouco matematico é estabelecido a partir do célculo das
variagoes (7 387 ). Para isso, consideramos um sistema mecanico com um conjunto
de coordenadas generalizadas ¢“(t), onde o indice A varia sobre um conjunto finito de
graus de liberdade do sistema. Suponha que a dinamica seja governada por uma funcao
lagrangiana L(g*, ¢*), definida sobre o fibrado tangente do espaco de configuracdes. Essa
lagrangiana incorpora toda a informagao dinamica relevante, normalmente representando

a diferenga entre a energia cinética e a energia potencial do sistema.

As equagoes de movimento que descrevem a trajetoria fisica do sistema no espago

de configuracoes sao dadas pelas equagoes de Euler—Lagrange:

d /[ oL oL
w(w) “ g =0 21)

Essas equacoes sao derivadas a partir de um principio variacional, o principio de
Hamilton, segundo o qual a trajetéria real de um sistema fisico entre dois instantes fixos

de tempo é aquela que torna estacionario um funcional chamado de acao.

De um ponto de vista mais formal, esse principio surge da seguinte forma: consi-
deramos o espago das curvas suaves 7 : R — R" da forma (t) = (¢'(¢),...,¢"(¢)) onde
estao definidas funcoes ¢* : R — R. Um funcional ® sera entendido, neste contexto, como
uma aplicacao que associa a cada curva diferenciavel v um ntimero real. No caso especifico

da mecanica lagrangiana, esse funcional é a acao do sistema, dada por
t1
() = [ Lit.g",q") a, 2.2
to

onde ¢*(t) representa genericamente as coordenadas de configuracio ao longo do tempo e
¢ (t) suas derivadas temporais. Supomos que a fun¢io lagrangiana L seja de classe C™

em todas as suas variaveis, garantindo a diferenciabilidade do funcional.

A variacao da curva v é modelada por uma perturbagao infinitesimal v + h, onde
h é também uma curva diferenciavel com a mesma regularidade, chamada de variacao
admissivel. Para que a variagdo da agao ® seja bem definida e interpretavel como diferencial
funcional, assumimos que ® seja diferenciavel no seguinte sentido: Diz-se que um funcional
® ¢ diferenciavel se, para toda curva suave 7, existe uma decomposicao da variagao
O(y+h) — ®(y) = F(h™*) + R(h*,7), onde F(h?) é linear para cada h** e o termo de erro
R(h#,7) é de ordem superior, isto é, R = O(h?). De maneira mais precisa, para variacoes
suficientemente pequenas, satisfazendo |h| < € e ‘%‘ < €, existe uma constante C' > 0 tal

que |R| < Ce?, para € dado arbitrariamente.

Sob essas hipoteses, a primeira variagdo da agdo, ou seja, a diferencial funcional, é
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dada pela seguinte expressao:

F(hA) = /tl OL A OLN gy, (98 N (2.3)
to \Og?* dt ¢ 0gA "

A obtencao dessa expressao envolve dois passos essenciais: primeiro, a linearizacao
do funcional ® em torno da curva -, utilizando a regularidade da lagrangiana L; e segundo,
a aplicagao da formula de integracao por partes para isolar os termos que dependem da
derivada de h. Esse processo permite separar os termos que dependem apenas da variagao

no interior do intervalo de tempo daqueles associados as extremidades t e t;.

A equagao de Euler-Lagrange (2.1) surge naturalmente ao impormos as chamadas
variagoes fixas: h(ty) = h(t;) = 0. Com essa condicdo, o termo de contorno na expressao
da primeira variacdo desaparece. Aplicando o principio da minima acao, ou seja, exigindo
que a primeira variagao da acao se anule para todas as variagdes admissiveis, concluimos

que o integrando deve ser identicamente nulo, o que conduz diretamente a equagao (2.1).

Esse procedimento representa o tratamento tradicional de sistemas mecanicos regu-
lares, onde o hessiano da lagrangiana em relagao as velocidades, aﬁi;q)g, é nao degenerado
(det aﬁ%qff # 0). Em contextos mais gerais, como ocorre em sistemas com vinculos ou
com simetrias locais, essa condicdo de regularidade pode falhar, tornando necessario um

tratamento alternativo baseado em técnicas geométricas e diferenciais.

Sistemas com vinculos e lagrangianas degeneradas. Em muitos problemas
da mecénica classica, os sistemas nao estao completamente livres para se mover em
qualquer direcao: eles obedecem a certos vinculos, que limitam suas configuragées ou
suas velocidades. Quando esses vinculos estao presentes, a lagrangiana do sistema pode
se tornar degenerada, no sentido de que nao é possivel obter diretamente as equacoes de
movimento apenas usando a forma tradicional das equacoes de Euler-Lagrange. Nessas

situagoes, dizemos que o sistema é singular, e uma abordagem mais geral se faz necessaria.

Neste trabalho, seguimos a formulagao geométrica proposta por V. I. Arnold em
(9). Em vez de tratarmos a dindmica apenas com coordenadas generalizadas, consideramos
que o espaco das configuragoes do sistema, chamado de ), é uma variedade diferenciavel.
A lagrangiana é, entdo, interpretada como uma funcio suave definida no fibrado tangente!

TQ, que é o espago das velocidades admissiveis. Ou seja,
L:TQ—R, L(gq)=L(g",¢"), (24)

onde (g, ¢*) representam coordenadas locais no fibrado tangente. A evolugdo do sistema
corresponde, entao, a curvas nesse fibrado tangente que satisfazem certas condigoes

derivadas da lagrangiana.

1O fibrado tangente é o espago onde vivem as posigoes e velocidades de um sistema mecanico,

ponto a ponto da variedade de configuragoes.
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Quando ha vinculos, eles podem ser representados por uma subvariedade C' C T'Q),
que redne todos os vetores tangentes (ou velocidades) que sdo compativeis com as restrigoes
impostas. No caso de vinculos holondémicos, que dependem apenas da posicao, essa
subvariedade corresponde as solugoes dos vinculos f*(q) = 0. Ja para vinculos nao
holonémicos, que envolvem também as velocidades, os vinculos sao escritos na forma
Xa(q,4) =0, «a=1,...,r. Essas equagdes definem um subconjunto do espago T'Q) onde
o movimento é possivel, mas, diferentemente do caso holonémico, esse conjunto geralmente

nao ¢ integravel.

Para incorporar os vinculos no calculo variacional, introduzimos multiplicadores de

Lagrange no funcional agdo. Assim, a acdo modificada toma a forma (9, 22):
S = /dt Lig® 4% = 3 Aaxalah). (2.5)

onde as fungoes \,(t) sdo determinadas junto com a solugao da trajetéria, quando possivel.
Em todos os cdlculos eles devem ser tratados em pé de igualdade com ¢(¢). A variacio em
relacdo a ), implica . (g) = 0, ou seja, as restricdes surgem como parte de condicdes de
extremo do funcional de acdo. Portanto a presenca de A, permite que ¢* sejam tratados
como variaveis independentes, que devem ser variadas independentemente na obtencao das
equacoes de movimento. A exigéncia de que esse funcional seja estacionario, considerando
apenas variagoes compativeis com os vinculos, leva a um sistema aumentado de equacgoes

diferenciais, que descrevem completamente a evolucdo do mesmo.

Essa maneira de lidar com sistemas singulares também se conecta com a formulacao
hamiltoniana para sistemas com vinculos, desenvolvida por Dirac (20, 21, 22). No entanto,
neste trabalho nos concentramos apenas na abordagem lagrangiana, que é suficiente para

descrever os sistemas de interesse, especialmente corpos rigidos com vinculos.

Essa formulagdo mais geral, baseada em geometria diferencial e calculo variacional,
nos permite tratar de forma unificada tanto sistemas regulares quanto sistemas com
vinculos. Ela fornece uma base conceitual sélida para analisar o movimento de corpos

rigidos com simetria ou restrigdes, que é justamente o foco desta dissertacao.

Neste trabalho seguimos a metodologia acima para o caso de um corpo rigido,
considerado como um sistema com restri¢oes. Serd mostrado que todas as quantidades
bésicas, equagoes de movimento e integrais de movimento decorrem deste formalismo de
uma forma sistematica e natural. Isto pode ser comparado com a abordagem padrao
(5, 6, 8, 7), onde uma série de postulados devem ser assumidos: sobre o comportamento do
centro de massa, bem como sobre a conservacao da energia e do momento angular. Embora
este trabalho seja principalmente de natureza pedagogica, na Conclusao elencamos uma
série de propriedades especificas da teoria do corpo rigido, que nem sempre sao levadas

em consideracao na literatura, na formulagao das leis do movimento e na sua aplicagao.

Corpo Rigido. De acordo com o teorema da rotagao de Euler (30, 9, 31, 8, 7, 32),
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a evolugao temporal de um ponto y(t) do corpo rigido em movimento livre pode ser

apresentada da seguinte forma
y'(t) = yL + vt + Ri;(t)2?(0). (2.6)

Nesta expressao, o termo y: +v't descreve o movimento retilineo do centro de massa, R;;(t)
é uma matriz ortogonal e 27(0) sdo coordenadas do ponto em relagio ao centro de massa
em t = (. O teorema de Euler reduz assim o problema de descrever o movimento de um
corpo & busca da dependéncia do tempo da matriz de rotagao R;;(t). Ela contém todas as
informagoes sobre a evolugao do corpo no referencial do Laboratério (fixo no espago), no

qual o corpo é observado.

A evolucao temporal da matriz de rotagao pode ser obtida a partir das equacoes

de Euler-Poisson

9 = 19,9, 2.7)
Rij = —€j1mS% Rim, (2.8)

onde I é o tensor de inércia, e as varidveis dinamicas ;(t) acabam sendo componentes
da velocidade angular no referencial fixo ao corpo. A férmula (2.6) implica (31) que
as equacoes de Euler-Poisson devem ser resolvidas com dados iniciais universais para a
matriz de rotacao: R;;(0) = §;;. Solugbes com outras condicoes iniciais ndo descrevem
os movimentos do corpo rigido. Os dados iniciais para €;(t) podem ser quaisquer trés

numeros: €2;(0) = Q) = const. Eles determinam a velocidade angular inicial do corpo.

Em varios estudos recentes, a dindmica da rotacao de corpos rigidos sob a influéncia
de forcas externas e internas é explorada através de varios sistemas e condigoes fisicas (55).
Esses sistemas incluem corpos sujeitos a torques girostaticos, campos eletromagnéticos,
forgcas externas constantes e variaveis no tempo e efeitos resistivos de meios viscosos.
Solugoes analiticas para parametros-chave, como velocidades angulares, angulos de Euler
e critérios de estabilidade, sdo derivadas, com diagramas de fase e simulagoes numéricas
usadas para avaliar o movimento e a estabilidade desses corpos. Além disso, é abordado
o impacto das forcas aplicadas no equilibrio e na periodicidade do movimento do corpo,
com particular relevancia para aplica¢Oes praticas em sistemas mecanicos, naves espaciais
e tecnologia de satélites. Essas investigagoes fornecem informacgoes valiosas sobre o
comportamento de corpos rigidos em movimento rotacional, contribuindo para avancgos

em campos como aeroespacial, engenharia mecanica e astrofisica.

Neste trabalho consideramos um corpo simétrico com momentos de inércia principais
I, = I, # I3. Sabe-se que, neste caso, o movimento mais geral do corpo é uma precessao
regular: um corpo simétrico gira uniformemente em torno do terceiro eixo de inércia
enquanto este eixo precessa com velocidade angular uniforme em torno do eixo do momento

angular conservado. Existem diversas possibilidades para chegar a esse resultado. A
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maneira tradicional é resolver as equagoes (2.7) e (2.8) reescrevendo-as através dos dngulos
de Euler, e no referencial do Laboratorio com um terceiro eixo direcionado ao longo do
vetor de momento angular conservado (7). Algumas caracteristicas especificas da dindmica
de corpos rigidos, que devem ser levadas em consideracao neste método, sao discutidas em
trabalhos recentes (33, 34).

Outra possibilidade foi apresentada em (35), onde a forma explicita da matriz
de rotagao através de fungdes elementares foi obtida pela resolugao das equagoes (2.7)
e (2.8) sem assumir qualquer tipo de parametrizagao como angulos de Euler. Isto foi
conseguido reduzindo o problema original ao problema do movimento de um oscilador
harmonico unidimensional sob a acdo de uma forca externa constante. Este método
também permite encontrar solugoes particulares em funcgoes elementares em diversos
problemas mais complexos, incluindo os casos de pido dangante (36), peao de Lagrange
(33) e corpo simétrico livre em campos elétricos e magnéticos estacionarios e homogéneos
(37).

No presente trabalho exploramos mais uma possibilidade baseada em uma férmula
notavel (2.10), que, em nossa opinido, é injustamente esquecida e ignorada nos estudos
sobre dinamica de corpos rigidos. As equacoes de Euler-Poisson pertencem a seguinte

classe de equacoes diferenciais auténomas
3= h'(2), i,5=1,2,...p, (2.9)

para determinar linhas integrais z°(¢) de um determinado campo vetorial h'(z7). Sabe-se
(38, 39, 40, 41, 42, 43, 44) que a seguinte familia de fungoes:

. . the(z0) -2 the(z)) 2. 20 0 - o\"
At g)=e P2, onde e % =Y —(nFz)=+ ), (2.10)
= n! 0z
parametrizada pelos n parametros 2§, representa sua solugao geral. Esta ¢ uma consequéncia
. . . . . . RS
imediata das seguintes propriedades do operador diferencial e = %% :
SR oo i th 5o iy o
€ 0 f(ZO) = f(e 0 zO) = f(Z <t7z0))7 (211)

. ) d , th*2_ thk 2 . ) thk-2_
0.5 = (") = I (W )] =G, e

onde f(z}) é uma funcdo analitica. Além disso, o teorema de Cauchy-Kovalevskaya

(42, 39, 40, 41, 43) garante a convergéncia da série (2.10) em alguma vizinhanca de ¢ = 0.

Portanto, ndo é necessério resolver diretamente o sistema (2.7) e (2.8) de uma ou
de outra forma. Em vez disso, podemos calcular a forma explicita dos termos da série
(2.10) e entao tentar soma-los. Como mostraremos a seguir, para o caso de um corpo
simétrico livre isso acaba sendo possivel, levando a sua matriz de rotagao em termos de

funcoes elementares. Mais detalhes sobre (2.10) podem ser vistos no apéndice A.
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3 Problema variacional inicial, graus de liberdade translacional e rotacional.

Considere um sistema de n > 4 particulas, cujas posi¢oes sao descritas pelos
vetores yn(t) = (y& (1), y3(t),y3(t)), com massas my, onde N = 1,2,...,n, e que nao
estao todas contidas em um mesmo plano. Chamamos esse sistema de corpo rigido quando

as distancias e os angulos entre as particulas permanecem constantes no tempo, ou seja,
(yn(t) —yx(t), yp(t) — ym(t)) = constante. (3.1)

Nosso objetivo é determinar as equagoes de movimento que governam as trajetorias
yn(t) de todas as particulas, assumindo que suas posigoes e velocidades iniciais sdo
conhecidas. Denotamos as posigdes iniciais por yy(0) = cy, em que os componentes c’}v
formam um conjunto de 3n nimeros dados, e indicamos por vy as velocidades iniciais das

particulas.

Numero de graus de liberdade independentes de um corpo rigido. Nem
todos os vinculos da equagao (3.1) sdo independentes entre si — muitos sdo consequéncia
de outros. Podemos selecionar um subconjunto de vinculos independentes que impoe
3n — 6 restrigoes, o que nos permite reescrever as trajetérias yy(¢) em termos de apenas
seis fungoes, que nao estao sujeitas a vinculos adicionais. Isso significa que, para descrever
completamente a dindmica do corpo rigido, basta conhecer a evolugao temporal dessas
seis fungoes. Por esse motivo, dizemos que um corpo rigido possui seis graus de liberdade

independentes.

Para tornar essa representacao mais concreta, escolhemos quatro particulas yi,ys, y3
e y4 que nao estdo em um mesmo plano. Assim, os vetores zo =ys — y1, 23 =y3 — Y1 €

Z4 = y4 — y1 sao linearmente independentes (ver Figura 1).

Apresentamos agora o conjunto de vetores formado por y; e zy = yy — y1, para
N =2,3,...,n. Com essa mudanca de varidveis, os vinculos da equagao (3.1) podem ser

reescritos como:
(zn,zp) = constante, (zy — Zzk,2Zp — 7)) = constante. (3.2)
Vamos considerar o subconjunto dos vinculos que envolvem apenas os vetores zs, z3
(za,2B) = aas, A, B =234, (3.3)
(ZA,Zo) = QAas a=5,6,...,n. (3.4)
Os vetores z4 sao linearmente independentes, de modo que deta # 0. As equa-

¢oes (3.3) impoem as restrigdes sobre os comprimentos dos trés vetores z4 e os dngulos

entre eles, totalizando 6 vinculos. J& as equagdes (3.4) determinam os produtos escalares
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Figura 1 — Vetores linearmente independentes z(t),z3(t) and z4(¢) conectando quatro
pontos do corpo.

entre cada um dos n — 4 vetores z, e os vetores z4, fornecendo 3(n —4) vinculos adicionais.

Assim, temos ao todo 3(n —4) + 6 = 3n — 6 vinculos independentes.

Por construgao, os vinculos restantes na equagao (3.2) nao impoem restrigoes
adicionais aos vetores z,4, e tampouco ha vinculos sobre o vetor y;. Podemos entao

escrever cada vetor z, como combinagao linear da base {z2,z3,24}:
2 3 4
Zo = k320 + k523 + K, 24. (3.5)

Ao tomarmos os produtos escalares da equagao (3.5) com 2z, z3 e z4, obtemos um
sistema linear cujas solucdes nos fornecem os coeficientes k£ em termos dos produtos
escalares conhecidos a4p € a4.. Especificamente,

A_ -1
ka — aABaBa

Com isso, todos os vetores y1,yo, . . ., y, podem ser expressos em termos de y1, Zo, Z3

e z4, da seguinte forma:

Y2 = Y1+ Zo,
Y3 =Yy1+ Z3,
3 1 3 (3.6)
Y4 =Y1+ Zg,

Ya=Y1+ k2ZA~

Note que ha 6 vinculos da forma (3.3) sobre as 9 componentes dos vetores z4, o que
implica a existéncia de 9 — 6 = 3 graus de liberdade independentes associados a orientacao
do triangulo rigido definido por z4. Esses trés parametros independentes podem, por
exemplo, ser representados pelos angulos de Euler. Além disso, ha mais trés graus de
liberdade associados as componentes do vetor y;, que define a posicdo do sistema no

espaco. Portanto, o sistema possui ao todo seis graus de liberdade independentes.

Problema variacional inicial. Vamos formular o problema variacional Lagrangi-

ano para um corpo rigido. Para isso, reescrevemos as restri¢des independentes dadas em
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(3.3) e (3.4) utilizando as varidveis iniciais, da seguinte forma:

(YA_Y17YB_y1> = AAB; A, B =2,3,4, (3'7)
(Ya=Y1:Ya = Y1) = @40,  @=56,...,n. (3.8)

Essas relacoes definem uma variedade de dimensao seis no espaco R3"; o corpo rigido é,

portanto, representado por um ponto que se move livremente sobre essa superficie.

De acordo com os principios cldssicos da mecénica (9, 22), a agdo Lagrangiana

associada a esse sistema é dada por

1 n ) 1 4 n
S=far]y St 5 3w (va-vivw -y —and|. 69)
N=1 A=2

N=2

O primeiro termo representa a energia cinética total das particulas, enquanto o segundo
incorpora as restri¢oes impostas a dindmica. As varidveis auxiliares A4y (t) sdo os multipli-
cadores de Lagrange, que devem ser tratados como variaveis dinamicas em pé de igualdade
com os vetores yy(t). Ao se derivar as equagoes de movimento, realizam-se variagoes

tanto com relacao a y quanto a Agn.

O bloco Asp dos multiplicadores A4y, correspondente aos indices A, B = 2, 3,4,
¢é escolhido como uma matriz simétrica 3 x 3, gragas a simetria do produto interno
(YA—Y¥1, Y5 —Y;1) As variagoes da agao com respeito aos multiplicadores A4y reproduzem
as restrigoes (3.7) e (3.8). J4 as variagOes em relacdo as coordenadas yy(t) conduzem as

equagoes dinamicas:

miy; = —2XapAas(Yp — Y1) — 3 2da Ma(Ya + Yo — 2¥1),
may 4 =>pMap(yp—y1)+ 3 DN Ma(Yo = Y1) (3.10)
Maya = %ZAAAa(YA_YJ'

O sistema de coordenadas inercial do centro de massa. Naturalmente, as
3n equacoes obtidas anteriormente para apenas seis graus de liberdade independentes sao
excessivamente complexas para propoésitos praticos de calculo e analise. Assim, buscamos

um conjunto de varidaveis mais conveniente para descrever esses seis graus de liberdade.

O primeiro passo consiste em identificar uma funcao vetorial cuja dinamica seja

simples. Ao somarmos todas as equagoes em (3.10), obtemos
> myyy =0. (3.11)
N=1

Isso sugere a introdugdo de um ponto especial — o centro de massa do corpo — definido

por

Z myy y(t com M=) my, demodoque y,=0. (3.12)
N= N=1
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Figura 2 — Posicoes das particulas com respeito ao Laboratoério e ao centro de massa.

Independentemente do tipo de movimento que o corpo realiza livremente, seu centro de
massa se move em linha reta com velocidade constante. Como as posicoes e velocidades
iniciais das particulas sao conhecidas, podemos determinar as condigoes iniciais do centro
de massa: sua posicao inicial é Cy = (X mpycy)/M e sua velocidade inicial é V, =

(X mnvy)/M. A equacdo (3.12) entdo determina a evolugdo temporal do centro de massa:
Yo(t) = Co + Vot. (3.13)

E vantajoso agora realizar uma mudanga de variaveis que introduza explicitamente

a posicao do centro de massa como uma das coordenadas fundamentais do problema:

n
(Y1, Y25 -3 Yn) — (yo = ]\14 Z myyy(t), Xp=yp —y0> , P=1,....,.n—1.
o (3.14)
As novas varidveis xp representam os vetores de posicao de n — 1 particulas em relacdo ao
centro de massa do corpo, conforme ilustrado na Figura 2. A transformacao inversa que
recupera as posicoes absolutas y é

1 n—1
(YO7X17"'aXn—1)—><YPZYO+XP7 Yn:yo_mZmNXN>a P = 7"'an_1'

n N=1
(3.15)

Uma mudanca invertivel de variaveis pode ser realizada em uma Lagrangiana, e isso é
conhecido por fornecer uma formulagao equivalente ao problema original (9, 7, 22). Ao
expressar a Lagrangiana (3.9) em termos das novas varidveis introduzidas em (3.15),

obtemos:

1 ) 1 n ) 1 4 n
L= §My(2) + 5 Z myXa + 5 Z Z Aan [(X4 — X1, Xy — X1) — aan], (3.16)
N=1 A=2 N=2

onde adotamos a notagao

1 n—1 n
X, = —— Z MNXN, ou, equivalentemente, Z myxy = 0. (3.17)
My, N2 N=1
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Dessa forma, introduzimos a variavel auxiliar x,, como uma variavel independente,
e impomos a condi¢ao (3.17) como uma restri¢ao adicional, incorporando-a & agdo por
meio de um multiplicador de Lagrange associado a cada componente de (3.17). De acordo

com os resultados classicos da mecéanica, isso conduz a uma Lagrangiana equivalente:

1
L= §My0—|— ZmNXN—i— ZZ)\AN XA — X1,XN — X1) — aan] + A (meqv)

A2N2

(3.18)

a qual envolve 3n + 3 varidveis dinamicas independentes: y, e os vetores Xy, com

N =1,2,...,n, além de 3n — 3 variaveis auxiliares: os multiplicadores Aay e A.

Observa-se que o centro de massa y, aparece apenas no primeiro termo da Lagran-
giana. Por isso, a variagdo da a¢do com respeito a y, reproduz a equacao (3.12), cuja
solucdo ja é conhecida, conforme a equacao (3.13). Costuma-se dizer que as trés funcoes
y(t) descrevem os graus de liberdade translacionais do corpo rigido. Como sua evolugao

ja foi determinada, o primeiro termo de (3.18) serd omitido nas anélises posteriores.

As demais varidaveis xy admitem uma interpretacado geométrica bastante clara.
Consideremos o sistema de coordenadas cuja origem coincide com o centro de massa' e
cujos eixos permanecem paralelos aos do laboratério. Esse sistema ¢ denominado sistema
do centro de massa. Os vetores x definidos na equagao (3.14) sdo precisamente os vetores
de posicao das particulas do corpo em relagao a esse sistema de referéncia, como ilustrado

na Figura 2.

A variagao da agao (3.18) em relagdo as varidveis x fornece as equagoes dindmicas:

4
miE, =— > Aap(zly — — —Z)\Aa ol + ot —22) +my N,
A,B=2 Aa
mady = Z)‘AB b—xh) = Z/\Aa — ) + maX',
a=5>
Meil, = 3 Z Ma (2l — 28) + MmN (3.19)
A=2

Essas equagoes sao acompanhadas pelas restrigoes obtidas a partir da variacdo da acgao

(3.18) com respeito aos multiplicadores de Lagrange:

Z myxy = 0, (XA — X1,XNy — X1) = GaN- (3.20)
N=1

Integrais de movimento. Para obter uma primeira integral, multiplicamos escalarmente
cada equacao do sistema (3.19) por X e somamos os resultados sobre todos os indices

N =1,2,...,n. O lado direito da soma se anula identicamente, o que implica que a

1" De acordo com a Eq. (3.13), este sistema é inercial.
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quantidade
1 n
E=3 > myxy, (3.21)
N=1
representando a energia cinética rotacional do corpo, permanece constante ao longo do
tempo. Ou seja, % = 0.

De maneira analoga, ao tomarmos o produto vetorial das equagoes com os respecti-
vos vetores Xy e somarmos sobre N, obtemos a conservagao do momento angular do corpo

em relacao ao centro de massa:

m = Z mN[XN,XN], (322)
N=1

satisfazendo dd—rf =0.

Nota: De acordo com o primeiro teorema de Noether, essas integrais de movimento
também podem ser obtidas a partir das simetrias da agao (3.18). A conservagao da energia
decorre da invariancia sob translagoes no temporais, enquanto a conserva¢ao do momento
angular estd associada a invariancia sob rotacoes. Ja a constancia da velocidade do centro
de massa estd relacionada a invaridncia sob boosts de Galileu. Para mais detalhes, ver
secao 7.10 em (22).
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4 Base ortonormal rigidamente conectada ao corpo em movimento.

Vamos demonstrar que as distancias dos pontos do corpo ao centro de massa

permanecem constantes ao longo do tempo, isto é,
|xn(t)| = const. (4.1)

Essa condigao significa que o centro de massa (o qual, em geral, ndo corresponde a um
ponto material do corpo) acompanha rigidamente o deslocamento do corpo no espago.

Além disso, a equacgao (4.1) implica que os angulos entre os vetores xx(t) sdo preservados.

Com efeito, considere dois vetores quaisquer xy () e xp(t) associados a pontos do
corpo, bem como o vetor diferenca xy(t) —xp(t), que, juntamente com os anteriores, forma
um tridngulo. De acordo com (3.1) e (4.1), os comprimentos dos lados desse tridngulo sao
invariantes no tempo. Logo, os angulos internos também permanecem constantes. Em

particular, temos:

(xn(t),xp(t)) = const. (4.2)

Essas duas propriedades nos fornecem uma intuicao clara sobre a natureza do movimento
do corpo em torno do centro de massa. O movimento pode ser visualizado como semelhante
ao de um pido inclinado: o corpo gira em torno de um eixo, cuja extremidade inferior esta
fixada no centro de massa, enquanto a extremidade superior descreve uma trajetoria no

espaco. A formulagdo matematica precisa dessa descricao serd apresentada adiante.

Para verificar a validade de (4.1), consideremos a derivada temporal da quantidade

|xny — xp|? = const. Isso leva a:

d . :
f|XN — Xp|2 = Q(XN — Xp, XN — Xp) = 0.

dt

Expandindo o produto escalar, obtemos:
(xn,Xn) + (xp,Xp) — (Xn,%Xp) — (Xp,Xn) = 0.

Multiplicando essa expressao por mp e somando sobre todos os indices P, e utilizando a

condigao do centro de massa dada por (3.17), resulta:

n

M(XN,XN) + Z mP<XP,Xp) = 07 (43)

P=1
valida para qualquer indice N.

Da igualdade acima, concluimos que (xy,Xy) é independente de N, ou seja, existe
uma fungao c(t) tal que
(xn. %) = c(t), VN
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Substituindo essa relagdo em (4.3) e lembrando que > mp = M, obtemos Mc(t)+ Mc(t) =
0, o que implica ¢(t) = 0. Portanto,
1d

(XN7XN> = 5%<XN’XN) 207

0 que mostra que (Xy,Xy) = const, como afirmado. Assim, as distancias de cada ponto
do corpo ao centro de massa sdo invariantes no tempo, o que é compativel com a defini¢ao

de corpo rigido.

Obtemos agora a férmula bésica que nos permitird nos livrar da maioria dos
vinculos e apresentar o problema variacional (3.18) de uma forma conveniente para analises
posteriores. Suponha que os vetores basicos do sistema do centro de massa sejam as
colunas e; = (1,0,0)7, e; = (0,1,0)" e e3 = (0,0,1)”. Entao

XN(t) = elx}\,(t), XN(O) = e,x}V(O) (44)

Como |xy(t)| =const, os vetores xx(t) € xy(0) tém o mesmo comprimento, entdo eles
estao relacionados por alguma rotacio: 'y () = Ryy;(t)a(0), onde Ry Ry = 1 é um
matriz ortogonal. Mostraremos que esta matriz é a mesma para todas as particulas, ou

seja,

(1) = Ry (t)ah (0). (4.5)

Esta é a formula béasica utilizada para escrever o teorema de rotacao de Euler. Combinando-
a com as Eqs. (3.13) e (3.15), a evolugao de qualquer ponto do corpo pode ser apresentada

da seguinte forma
yN(t) = Co + Vot + XN<t) = Co + Vot + R(t)XN(O) (46)

A igualdade (4.6) é conhecida como teorema de Euler. Ou seja, nossa tarefa se resume a
encontrar as equacoes de movimento para trés variaveis dindmicas independentes contidas
na matriz ortogonal R(t). Eles sao chamados de graus de liberdade rotacionais do corpo
rigido. Enfatizamos que, de acordo com a Eq. (4.5), as condigoes iniciais para a matriz de

rotagao na teoria de um corpo rigido sao fixadas de uma vez por todas por

Geometricamente, isso significa que neste instante as colunas da matriz R coincidem com

os vetores basicos do sistema de centro de massa.

Para demonstrar a equagao (4.5), selecionamos trés vetores linearmente independen-
tes x4(t) dentre os vetores x,(t) e construimos uma base ortonormal R, (), rigidamente
ligada a x4(t) em cada instante ¢t. Por exemplo, podemos definir R4 (%) ao longo da dire¢do
de x;(t), Ra(t) no plano formado por x;(t) e x3(t), e R3(t) = [R1(t), Ra(t)], o produto
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vetorial entre Ry(t) e Ry(t). Por construgao, os vetores R; formam uma base ortonormal

que acompanha rigidamente o corpo em movimento.

Como base fixa do corpo, poderiamos alternativamente usar os vetores
onde U é uma matriz ortogonal constante no tempo, isto ¢, UUT = 1.

Sem perda de generalidade, assumimos que os vetores da base do sistema de
referéncia do laboratério coincidem com R;(0), ou seja, e; = R;(0). Assim, podemos

escrever as expans()es
xy(t) = Ri(Hky,  xn(0) = Ry(0)ky = ekly. (4.8)

Note que, em virtude das equagoes (4.1) e (4.2), esses dois vetores distintos possuem
as mesmas coordenadas k%. Comparando essas expressoes com a equacao (4.4), concluimos

que ki = x%(0). Portanto, as relagoes (4.8) e (4.4) implicam que
e;ri(t) = xn(t) = Ri(t)ay(0).

Duas bases ortonormais R;(t) e e; estao relacionadas por uma matriz ortogonal
R(t) da seguinte forma:

Substituindo essa expressao para R;(f) na equagao anterior, obtemos a férmula
desejada (4.5).

Tanto as colunas quanto as linhas da matriz R;; possuem interpretagoes simples.
De fato, a ultima equacao indica que as colunas da matriz Rj; coincidem com os vetores

R;(t) da base fixa ao corpo, ou seja,
R=(Ri|R2|Rs), ou (Rj); =Ry (4.10)
Contraindo a equagao (4.5) com e;, podemos escrevé-la na forma vetorial
xn(t) = R, ()2 (0). (4.11)

Isso significa que os pontos do corpo estao em repouso em relagao a base R;(t).

A interpretacao das linhas da matriz R;; torna-se clara se invertermos a equacao
(4.9), obtendo
Assim, as linhas
Gy

R=|G,]|, (4.12)
G
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representam os vetores da base de laboratério e; expressos na base do corpo rigido. Por

exemplo, os numeros Gy (t) = (R11, Ri2, R13) sdo as componentes do vetor base e; na base
R;().

Em termos das linhas G;(¢), a equagao (4.5) pode ser escrita como
vy (t) = (Gi(t), xx(0)), (4.13)

isto é, as coordenadas % (t) de um ponto do corpo correspondem as projecoes do vetor

posicao inicial nos vetores G;(t).
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5 Velocidade angular, matriz de massa e tensor de inércia.

Obtemos agora as consequéncias cinemdticas da férmula (4.5) e introduzimos
algumas quantidades uteis para a descricao de um corpo rigido no sistema de centro de

massa: diferentes formas de velocidade angular, matriz de massa e tensor de inércia.

Velocidade angular instantanea de um corpo rigido. A derivada da Eq.

(4.5) pode ser apresentada de varias formas, conforme a seguir:
Ey (1) = Ry (D)2 (0) = =03 (1)arky (1) = eageon(t)ay (¢): (5.1)
Aqui,
@i(t) = —(RR")y, (5.2)
¢ uma matriz antissimétrica, enquanto wg(t) é o vetor angular correspondente (ver Eq.

(2)):

1 R 1 . R
wk(t) = §€kijwij = _iekij (RRT)ij, wij = eijkwk. (53)

Essa quantidade é chamada de velocidade angular instantinea do corpo rigido. A Eq.

(5.1), na forma vetorial, pode ser escrita como
XN =W X XxN. (54)

Isso implica que a velocidade de qualquer ponto N do corpo é sempre ortogonal ao plano
formado pelos vetores w e x. Além disso, o comprimento do vetor posi¢cdo permanece
constante, isto é, |xy| = constante, conforme esperado pela condigao de corpo rigido

expressa em (4.1).

Quando w é constante no tempo, a equagao (5.4) descreve uma precessao do vetor
xy ao redor do eixo definido por w, conforme ilustrado na Figura 3. Assumimos que a
origem do vetor w esta localizada no centro de massa do sistema. Seja a decomposi¢ao do

vetor posicao inicial em partes paralela e perpendicular a w:
xn(0) = xn(0) +xn1(0),
como mostrado na Figura 3. Entdo, a solugao da Eq. (5.4) é dada por
xn(t) = xn)(0) + xn 1 (t) = xn(0) + [xn1(0)] [€1 cos(|w(t) + essin(|w(t)], (5.5)

onde e; e ey sao vetores unitarios ortogonais no plano perpendicular a w.

Isso significa que o ponto x5 descreve um movimento circular ao redor do eixo w

com frequéncia angular (ou velocidade angular!) igual a magnitude do vetor w, isto &, |w].

1 Seja ¢(t) o angulo de rotagao, conforme a Figura 3. A velocidade angular estéd relacionada a

velocidade linear tangencial pela relagdo ¢ = |Xn1|/|xn1|. Usando (5.5), obtemos ¢ = |w|.
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Figura 3 — Velocidade angular instantanea |w| = %€ da precessdo.

Se w = w(t) varia no tempo, a ponta desse vetor também realiza um movimento, e

a precessao descrita corresponde apenas a uma parte do movimento total do corpo rigido.

Os vetores basicos R;, rigidamente conectados ao corpo, precessam segundo a

mesma regra

Rj = w X Rj. (56)

Note que @ = RRT e RTR sao duas matrizes antissimétricas distintas. Por isso,

definimos
A T . 1 ~ 1 T A
Qij = —(R R)ij> Qk = §€kijQij = _iekij(R R)ija lOgO Qij = Ei]’ka. (57)
Essas defini¢oes levam as relagoes
Q = —RTCZ)R, e Ww; = Riij. (58)

As fungoes () sao chamadas de componentes da velocidade angular no corpo (9). Seu

significado fica evidente pela seguinte identidade:
W = (wl,wg,wg)T =€, W; = eiRiij = Rj<t) Qj. (59)

Ou seja, os nimeros §2; correspondem as coordenadas do vetor velocidade angular w = e;w;
expressas na base ortonormal R;(t), rigidamente ligada ao corpo. E importante enfatizar
que nao existe um vetor independente €2 no formalismo, apenas suas componentes na base
movel. Eventualmente, escreveremos expressoes como I€2 para indicar o produto /;;€2;,
e assim por diante, o que constitui um certo abuso de notacao, mas bastante usual na

literatura.

Dindmica de um corpo no caso de velocidade angular constante. Quando
a velocidade angular w é conhecida por ser constante no tempo, podemos combinar a
solugdo (5.5) da equagao

)’(N:wxxN
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com a equagao do movimento do centro de massa (4.6) para obter a expressao completa

da trajetoria de um ponto N do corpo rigido:
yn(t) = Co+ Vot +xn(0) + [xn1(0)] [e1 cos(|w|t) + essin(|wt)] . (5.10)

Neste caso, o problema do movimento rigido é considerado solucionado, pois temos uma

descricao analitica clara da posicao de qualquer ponto do corpo ao longo do tempo.

Importante destacar que a decomposi¢ao do vetor posigao inicial xx(0) = x(0) +
xn1(0) em componentes paralela e perpendicular ao eixo de rotagdo w é fundamental para
entender a natureza do movimento: a componente paralela permanece fixa, enquanto a
perpendicular realiza uma precessao circular em torno do eixo, com frequéncia angular |w|.
Assim, pontos localizados sobre o eixo de rotagdo permanecem nele, conforme indicado
pela andlise da Eq. (5.10).

Considere um ponto do corpo que, em um instante ¢y, esteja localizado exatamente
sobre o eixo w. A equacao acima implica que esse ponto permanecera sobre esse eixo
para todo tempo futuro, evidenciando que o eixo de rotagao é um eixo fixo do corpo,
rigidamente conectado a ele, enquanto w = 0. Tal eixo é denominado eixo principal de

rotacao no caso de velocidade angular constante.

Por outro lado, se o vetor w variar com o tempo, o problema se torna mais complexo:
0 eixo instantaneo de rotagao nao é fixo no espago nem no corpo, resultando em movimentos

mais gerais de precessao e nutagdo, que serao abordados posteriormente (vide capitulo 7).

No caso geral em que a velocidade angular w(t) depende do tempo, a equagao
vetorial

XN = W(t) X XN

perde a simplicidade para descrever diretamente a evolugao do sistema. Uma das proprie-
dades centrais da mecanica dos corpos rigidos é que as equagoes para as componentes da
velocidade angular no corpo £2;(t) sdo autdénomas, ou seja, formam um sistema fechado
que envolve apenas essas componentes. Essas equagoes correspondem as famosas equagoes

de Euler para o movimento rotacional de um corpo rigido.

A relac@o entre os vetores w no sistema inercial e as componentes §2; no sistema do
corpo é dada pela matriz de rotagdo R(t), conforme (5.8). Para determinar completamente
o movimento, é necessario conhecer a evolugao temporal da matriz R(t). As equagoes para
R(t) dependem de €);, mas nao de w diretamente, o que facilita a resolugao: resolve-se

primeiro o sistema para R;;(t) e €;(t), depois utiliza-se
xn(t) = R(t)xn(0)

para obter o movimento dos pontos do corpo, em vez de resolver diretamente a equacao

vetorial para w.
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Finalmente, é importante sublinhar que a velocidade angular w possui um signifi-
cado geométrico claro, atuando como o eixo instantaneo e a taxa de rotagao do corpo, o
que a torna um conceito fundamental para visualizar e interpretar o movimento rigido,

conforme sera discutido em detalhes no capitulo 8.

Em resumo, quando a velocidade angular é constante, ela é o objeto essencial para
descrever o movimento. Para casos mais gerais, a escolha das varidveis (2; e R;; ¢ mais
adequada, ja que as equagoes de movimento do corpo rigido se expressam naturalmente

em termos delas, facilitando analises e aplicagoes em problemas de dinamica classica.

Matriz de massa, tensor de inércia e suas propriedades sob rotacoes do
sistema de centro de massa. O segundo termo do Lagrangiano (3.18) representa a
energia cinética associada a rotacdo do corpo rigido em torno do seu centro de massaZ.
Essa energia ¢ conservada ao longo das solucoes das equagdes de movimento, desde que

nao haja forcas externas.

A energia cinética rotacional pode ser expressa de diferentes formas equivalentes,
utilizando as Eqs. (3.22), (4.5) e (5.4):

1 & _ 1 . 1

E= B) > myXy = §gini ‘R; = ilz’jQin- (5.11)
N=1

Neste contexto aparecem duas matrizes simétricas relacionadas a distribui¢do da massa do

COTpo.

A primeira é a matriz de massa g;;, cujos componentes sao dados por
g = > mnay(0)z(0), (5.12)
N=1

onde z%(0) sdo as coordenadas iniciais das particulas no sistema de centro de massa.
Essa matriz contém informagoes sobre a distribuicao das massas em relacao aos eixos de

referéncia do corpo. Por construcao, g;; ¢ simétrica e positiva.

A segunda matriz é o tensor de inércia I,;, definido por

lij = 2": my {XJQV«))(SZ']‘ - xﬁv(o)ﬂv(())} = [grrdi; — gij] - (5.13)

N=1
Este tensor é utilizado para relacionar a velocidade angular do corpo com sua energia
cinética rotacional e momento angular. Ele depende da massa das particulas e de sua

distribuicao espacial, refletindo o quanto a massa esta afastada de um dado eixo de rotagao.

As matrizes g;; e I;; sao constantes no tempo para um corpo rigido, pois a configu-
racao do corpo nao varia. Entretanto, essas matrizes dependem da escolha do sistema de
referéncia: elas sdo definidas no sistema de centro de massa. Se ocorrer uma translacao do

sistema, suas componentes serao alteradas, pois as coordenadas x% mudam.

2 Mais precisamente, trata-se da energia cinética rotacional do corpo, descontando a energia

cinética do movimento translacional do centro de massa.
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Sob rotacoes do sistema de centro de massa, g;; e I;; transformam-se como tensores
de segunda ordem. Essa propriedade permite diagonalizar o tensor de inércia, determinando
os chamados eixos principais de inércia, nos quais o tensor assume forma diagonal. Essa
diagonalizacao simplifica a analise da dindmica rotacional, uma vez que as equagoes do

movimento podem ser expressas nessas coordenadas principais.

Dessa forma, as matrizes de massa e o tensor de inércia conectam a geometria do

corpo rigido com as variaveis que descrevem seu movimento rotacional.

Além disso, a forma explicita dessas matrizes numéricas depende da posi¢ao inicial
do corpo rigido, ou seja, das coordenadas iniciais das particulas que compoem o corpo no
sistema de centro de massa. Equivalentemente, essas matrizes variam quando passamos de
uma base ortonormal para outra, relacionadas entre si por uma rotagao. Matematicamente,
gi; € I;; transformam-se como tensores de segunda ordem sob rotagoes do sistema de centro

de massa.

Mais formalmente, considere duas bases ortonormais relacionadas por uma matriz

ortogonal numérica U, tal que UTU = 1, e as bases relacionadas por
e, = e UL,
As coordenadas das particulas do corpo nessas bases satisfazem
gt = Uyl
Aplicando esta transformacao a matriz de massa definida na Eq. (5.12), obtemos
9= mxy(0)a(0) = >y (Ui (0) (U25%(0))

= U, Zme?V(O):(:}]’V(O) Ujp = UiagapUjp, ou seja, ¢ = UgUT. (5.14)
N

A mesma regra de transformacao vale para o tensor de inércia I, pois ele também é um

tensor simétrico de segunda ordem construido a partir das coordenadas das particulas.

Agora, podemos demonstrar que g é uma matriz nao degenerada. Pelo teorema

espectral, dada uma matriz simétrica ¢, existe uma matriz ortogonal U tal que

UgU" = g = diag(g1, 92, 93),

ou seja, a matriz g pode ser diagonalizada por uma rotagao. Neste sistema diagonal, cada

elemento g; ¢ dado por

gi =Y my(Uxy) (Uxy)" (sem somatéria em i). (5.15)
N
O determinante de g é entao o produto dos autovalores,

det g = det g = g16293-
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Como o corpo rigido é composto por pelo menos quatro particulas que nao estao
todas contidas em um unico plano, entre os vetores Xy existem trés vetores linearmente
independentes. Isso implica que todos os autovalores g; sao estritamente positivos, o que

garante que det g > 0 e, portanto, que ¢ é uma matriz ndo degenerada.

Por outro lado, se algum dos autovalores, digamos ¢g; = 0, isso implica que todas as
particulas possuem coordenada nula na direcdo correspondente, ou seja, o corpo é plano
nesse sentido. Similarmente, se g1 = g2 = 0, o corpo ¢é efetivamente uma barra, com

extensao significativa apenas em uma diregao.

Lembre-se que uma matriz simétrica nao degenerada ¢ possui trés autovetores

ortogonais b; associados a autovalores nao nulos \;, satisfazendo

Esses autovetores podem ser normalizados para formar uma base ortonormal orientada.

Aplicando a rotacao U definida acima a essa equacao, temos
§(Ub;) = X\i(Ub;),

de onde segue que os autovalores \; coincidem com os elementos diagonais g; da matriz

diagonal g.

Além disso, pela relagao (5.13) entre o tensor de inércia e a matriz g, os mesmos

vetores b; sao autovetores de I,
Ib; = I;b;,
onde I; sao os autovalores correspondentes, denominados momentos principais de inércia.

As diregoes definidas pelos vetores b; sdo chamadas de eixos principais de inércia
do corpo, que estao rigidamente conectados ao corpo. A diagonalizagdo do tensor de
inércia nessa base simplifica a analise do movimento rotacional, pois permite decompor o

movimento em rotagoes independentes em torno desses eixos.

Para finalizar, apresentamos as relacoes explicitas entre os autovalores das matrizes

g e do tensor de inércia I:

291:]2+]3—11, 292:]1+]3—IQ, 293:]1+12—]3, (516)
L=g+g3, L=g+g3 I3=g +g. (5.17)

Essas expressoes permitem conectar diretamente os momentos principais de inércia

I; com os elementos diagonais g; da matriz de massa. De forma geral, o fato de g; > 0

leva a varias consequéncias importantes:

(a) Os momentos principais de inércia sao sempre positivos, isto é, I; > 0.
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(b) Se g1 = g2 = g3, entdo temos [} = I, = I3 = 2¢;, caracterizando um corpo com

inércia isotropica.

(¢) A soma de quaisquer dois momentos principais de inércia é sempre maior ou igual

ao terceiro, por exemplo, Ir + I3 > I;.

No caso particular de um corpo plano, em que uma das diregoes tem zero extensao,

digamos g; = 0, a relacao se reduz a
L =15+ I3 = g2+ gs.

Para o caso limite de uma haste solida, onde duas dire¢oes nao possuem extensao, por

exemplo, g; = g = 0, obtemos

Sem perda de generalidade, podemos sempre assumir que as matrizes g e I na
expressao da energia cinética (5.11) sao diagonais. Para isso, considere que a matriz g

inicialmente nao esta diagonalizada e seja U a matriz ortogonal que a diagonaliza, ou seja,

UgU" = g = diag(g1, g2, g3)-

Realizando uma mudanca de base do sistema de laboratério por meio de U7, temos que,
pela transformacao das matrizes conforme a Eq. (5.14), a energia cinética na nova base

mantém a mesma forma (5.11), porém agora com g e I diagonais.

Geometricamente, essa mudanca de base corresponde a escolher, no instante inicial
t = 0, os eixos do laboratorio de modo que coincidam com os eixos principais de inércia
do corpo. Além disso, das equagoes (4.5) e (4.7) decorre que o referencial fixo no corpo,

representado pelos vetores R;, também coincide com essa base em ¢ = 0.

Como os eixos principais de inércia e os eixos estruturais do corpo estao rigidamente

conectados ao corpo rigido, eles permanecem coincidentes ao longo do tempo, ou seja,
R;(t) = b;(2),

onde b, () representam os eixos principais de inércia em qualquer instante .

Nos capitulos seguintes, consideraremos um corpo rigido assimétrico, ou seja, com

momentos principais de inércia distintos,

]1 #12#137

e adotaremos a convencao de que as matrizes g e I estao diagonais. Isso implica que no
instante inicial os eixos do laboratério estao fixados nas dire¢des dos eixos principais de

inércia do corpo.
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Essa escolha tem uma consequéncia importante para a formulagdo do problema:
perdemos a liberdade de realizar rotacoes adicionais do sistema de laboratério para
simplificar as equac¢des do movimento, pois os eixos ja estao alinhados com os eixos de
inércia.

O caso particular de corpos simétricos, em que dois momentos de inércia sao iguais,

por exemplo, I} = I, # I3, sera tratado especificamente no capitulo 10.

Momento angular e momento angular no corpo. E conveniente introduzir

os componentes M do momento angular m na base fixa ao corpo Ry da seguinte forma:
m = (ml, ma, mg)T =e;m; = ejRijZZ-mi = RkR;‘gml = RkMk, (518)

isto é, temos M, = RI,m;. Os componentes M}, sao chamados componentes do momento

angular no corpo (9).

Utilizando a relagdo bésica (4.5) para as velocidades e a definigdo do momento

angular (3.22), o vetor momento angular pode ser expresso de diversas maneiras:

n
m =Y my [xy, %] = Y g; [Ri, Ri] = RIR"w = RIQ = RM. (5.19)
N=1 i
Na obtencao das terceira e quarta igualdades foram usadas as Egs. (2), (5.7), (5.13) e
(5.8).

Note que na base do laboratério o vetor m ¢é constante ao longo do movimento,
enquanto a ponta do vetor w descreve uma trajetoria complexa no espago. A relagao
My, = 11,;€); mostra que as coordenadas do momento angular m e da velocidade angular
w no referencial fixo ao corpo estao rigidamente conectadas, pois o tensor de inércia I é

constante neste referencial.

De maneira andloga, a energia cinética (5.11) pode ser escrita sob diferentes formas

equivalentes:
1 & PSR T | 1 T 1
E=- Z MmyXy = *giniRj = *(&J,m) = *(R]R )ijwiwj = *IijQin
2 54 2 2 2 2
1, L _
= S(RI 'R mim; = 5Jijljwijwj. (5.20)

E importante observar que para qualquer movimento do corpo rigido, o produto
escalar (w,m) > 0, ou seja, os vetores de momento angular conservado e velocidade
angular sempre formam um angulo agudo, o que reflete a consisténcia fisica da relagao

entre estes vetores.

Vale destacar que as expressoes (5.19) e (5.20) sdo de natureza puramente cine-
matica, nao dependendo diretamente das forcas atuantes. Por isso, elas sao véalidas nao
apenas para corpos livres, mas também para corpos rigidos com ponto fixo ou sob ac¢ao de

forcas externas, desde que se considere o referencial adequado para cada caso.
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6  Problema variacional e Equagoes Lagrangianas de segunda ordem para

graus de liberdade rotacionais.

Voltemos a andlise das equagoes de movimento (3.19) e (3.20), que sdo implici-
tamente definidas pelo Lagrangiano (3.18). Como jé discutido, qualquer solu¢ao dessas

equa(;()es pode Ser expressa na forma

onde R;;(t) é uma matriz ortogonal dependente do tempo, que representa a rotagdo do
corpo rigido.

Ao substituir esse ansatz nas restrigoes impostas pela Eq. (3.20), verificamos que
elas s@o automaticamente satisfeitas para todo o tempo, desde que sejam satisfeitas no

instante inicial ¢ = 0. Isso decorre do fato de que a matriz R(t) é ortogonal, ou seja,
satisfaz RT (t)R(t) = 1 para todo t.

Por outro lado, ao substituir o mesmo ansatz nas equagoes dindmicas, obtemos um
sistema com 3n equagoes diferenciais de segunda ordem que envolvem as componentes
de R;;(t) e suas segundas derivadas no tempo, R;;(t). Multiplicando cada uma dessas
equagoes correspondentes a particula N por xf\,(()) e somando sobre /N, podemos reescrever

esse sistema em termos da matriz R(t) como:

Ri grj = — Rk, Aij, (6.1)

sujeito a condigao restritiva
RTR=1,

que garante que R(t) permanece uma matriz ortogonal ao longo do tempo.

Aqui, a matriz Aj;(t) é simétrica e estd definida como

Aje = — Z AaB {fjlfflf + - ngﬂ’f)} 5 Z Ao {fgxljx) - ng’f) - x(/{xlf) - 2x{x’f} ’
A,B A

(6.2)

onde todos os valores zy sdo avaliados no instante inicial ¢ = 0. Observe que \j; depende

das varidveis dindmicas auxiliares A4y (), as quais ainda ndo conhecemos explicitamente.

Uma caracteristica importante do sistema (6.1) é que, para encontrar a solu¢ao
R(t), ndo é necessario conhecer previamente a forma explicita de Ajx(t) como funcao
das varidveis auxiliares Ay (t). De fato, é possivel determinar a matriz Aj;(t) de forma
algébrica a partir das préprias varidveis dindmicas R(t) e R(t), sem resolver separadamente
para os multiplicadores. Isso implica que o sistema (6.1) pode ser fechado e tratado como
um problema de valor inicial (problema de Cauchy) bem colocado para determinar a

evolugao temporal da matriz de rotagao R(t).
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A seguir, detalharemos como essa determinacao algébrica de \jj é feita e como se

estabelece a existéncia e unicidade da solu¢ao de R(t) para o sistema (6.1).

Formulagao variacional do problema para as equagoes (6.1).
Mostraremos que o sistema de equagoes (6.1) pode ser derivado a partir de um principio
variacional, no qual as matrizes \;j () surgem como multiplicadores de Lagrange associados

as restrigdes de ortogonalidade da matriz R(t), expressas por
R'R=1.

Essa formulacao variacional fornece um método sistematico para obter as equagodes do
movimento do corpo rigido sob as restricoes inerentes a sua rigidez, permitindo a interpre-
tacao fisica e matematica das varidveis \;, como forcas internas de reagao que mantém o

corpo rigidamente estruturado.

Considere um sistema dindmico com varidveis do espaco de configuracao R;;(t) e
Xij(t), para i,j = 1,2,3, onde R é uma matriz 3 x 3 e A é uma matriz simétrica 3 x 3.
Seja g;; = diag(g1, g2, g3) uma matriz numérica diagonal. Entao, a agao lagrangiana

1

1 . . 1 . 1
5= [ [QginkiRkj — Ay (BB — 5,)} = [ar [Qtr(RgRT) — Sur(MRR - 1))} ,

(6.3)

implica as equagoes dinamicas e as restrigoes (6.1) como condigoes de extremo deste
problema variacional. Em particular, a variacao da acao em relacao a A implica as
restrigoes

R'R=1.

Estas condigbes significam que R(t) é um elemento do grupo de rotagoes especial SO(3),
somando-se a condicao det R = 1. Diz-se, portanto, que o problema variacional esta

formulado para um ponto que se move na variedade do grupo SO(3).

Deve-se notar que, ao formular um problema variacional em mecanica classica,

usualmente buscamos o extremo do funcional

[ dtLia. )

para condi¢oes de contorno arbitrarias nas posigdes inicial e final, ¢(0) = qo € ¢(¢1) = ¢1.
No caso do corpo rigido, a posi¢ao inicial do problema estd fixada de forma tnica segundo
a Eq. (4.7), ou seja,

Ri;(0) = b5

O problema (6.3) também possui uma interpretacdo mecénica simples. Podemos

reescrever a lagrangiana (6.3) em termos das colunas R; da matriz R;; da seguinte forma:

1 . . . 1
L= 5 {91R% + g RS + gng} — 5)\ij [(Ri,R;) — dij] . (6.4)
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Como foi demonstrado anteriormente, g; > 0. Portanto, este problema variacional descreve
trés particulas de massas g;, conectadas por hastes rigidas sem massa de comprimento

igual a v/2, que se movem livremente sobre a superficie de uma esfera unitéria.

Equacoes de movimento de segunda ordem para R;;. A variacdo da acgao
(6.4) em relagdo a R; e \;; fornece as equacoes de movimento (nao ha somatério sobre 4
na Eq. (6.5))

gRi ==Y \jRy, (6.5)
J

(R;,R;) = 6i;. (6.6)

As variaveis auxiliares \;; podem ser eliminadas das equa¢oes de segunda ordem
(6.5) da seguinte forma. Calculando a primeira e a segunda derivadas da restri¢ao (6.6),

obtemos as seguintes consequéncias:
(R, R)) + (Ri.R;) =0, (R, R)) + (R, Ry) +2(Ri,Ry) = 0. (6.7)

Utilizando as Eqgs. (6.5) para substituir as segundas derivadas na tltima expressao,

obtemos

29i9j 1 ¥
Aij = (R, R;). (6.8)
Togity !
Substituindo este resultado em (6.5), obtemos um sistema fechado de equagoes de
segunda ordem para determinar a evolugao temporal dos graus de liberdade rotacionais

do corpo:

. 2g; -
R, =-> ——(R,RjR;, (Ry,R;) =70 (6.9)
; i + g;

Estas equagoes devem ser resolvidas com as condigoes iniciais
Rij(0) = 0, Rij(0) = Vi, onde Vi = —Vj;.

Elas decorrem das Eqgs. (4.9) e (6.7).

Enfatizamos mais uma vez que nem todas as solucoes das equagoes (6.9) com a
matriz de massas diagonal g descrevem movimentos fisicos possiveis de um corpo rigido.
Seja R;;(t) uma solucao de (6.9). Segundo a Eq. (4.5) e pela construgao das varidveis
R;;(t), ela descreve o movimento possivel do corpo rigido apenas se, em algum instante de

tempo, digamos ¢ = 0, a solugdo passar pelo elemento neutro de SO(3):
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Nesse caso, esse R;;(t) corresponde ao movimento do corpo rigido, que no instante ¢ = 0

tinha seus eixos de inércia alinhados com os eixos do laboratorio.

A energia rotacional nao é uma integral independente do movimento. As
equagoes de movimento (6.9) implicam a conservagao tanto da energia quanto do momento
angular. Tomando o produto escalar da Eq. (6.9) com o vetor giRi e somando sobre 17,

obtemos a lei de conservagao da energia:

dE

1 -2
= — == R:. 1
7 0, onde F 5 Zl: R, (6.10)

A energia pode ser expressa de diversas formas equivalentes — ver, por exemplo, a Eq.
(5.20).

Analogamente, utilizando o produto vetorial em vez do escalar, obtemos a conser-

vagao do momento angular:

dm

— =0, onde m= > g[Ri, Ry (6.11)

Como se espera, este vetor conservado coincide com aquele definido anteriormente em
(5.19). De fato, temos:

n
my[Xn, Xy = Z my[Xn, (W, xx]];
N=1

m; =
my (wi(xN,xN) — :U’]'V(w,XN))

my {(XN(O),XN(O))(SU — Riaij$(Jl\7(O)xl])V(0)} W

M= 7= 7= 1=

my [x3(0)8a — 2% (0)2%(0)] Ria(R"w)s

Il
_

N o=

ialap(RTw)s. (6.12)

Aqui utilizamos as Eqs. (5.4), (4.5), (5.13) e (5.8).

As Egs. (5.19) e (4.7) conduzem a uma consequéncia importante: os dados iniciais
para a velocidade angular nao sao arbitrarios, mas determinados pelo valor do momento

angular conservado:
A expressao da energia,

=3 191 = 5 S L030),
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implica! que a energia rotacional de um corpo rigido livre ndo representa uma integral

independente do movimento:
1 1
E=3 > ]—m?. (6.14)

Essa observacdo deve ser comparada com a Segao 28 de (9).

1" Na forma covariante, esta relacdo se escreve como E = %Izglmimj; ver também a Eq. (5.20).
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7 Forma de primeira ordem das equacgoes de movimento e as equagoes de

Euler-Poisson.

A equagao vetorial de segunda ordem (6.9) é equivalente a um sistema de duas
equagoes de primeira ordem para o dobro do nimero de variaveis dindmicas. Para obter
esse sistema, consideramos o espaco das varidveis mutuamente independentes R;;(t) e

;(t), sujeitas as condigoes de ortonormalidade (R;, R;) = d;;, bem como as equagoes

Ry = — R;,Ry) Rk, 7.1

== B R (7.1
1 .

Qk = —§€kij<RTR)ij. (72)

Ou seja, a matriz R,;(t) satisfaz as equagoes de movimento (6.9), enquanto €2 () representa
a velocidade angular instantanea, acompanhando a evolugao temporal de R,;(t) conforme
a Eq. (7.2). Este sistema de equagoes é evidentemente equivalente a equagao original de

segunda ordem (6.9).
Multiplicando a Eq. (7.1) pela matriz invertivel R,;, obtemos:

2g;
gi + g5

(Ri,R)) = — (R, R)). (7.3)

Vamos agora separar as partes simétrica e antissimétrica da Eq. (7.3):

(R, R)) + (R;,R)) = —2(R;, R;), (7.4)

—2% IR, R,). (7.5)

R.R)) - (R, R
(R.R,) — (R, ) = 202

A equacao (7.4) é simplesmente uma consequéncia da condigao de ortonormalidade
(Ri,R;) = 0;; e de suas derivadas temporais, conforme mostrado em (6.7). Assim, ela

pode ser omitida do sistema de equagoes independentes.

Por outro lado, o membro direito da Eq. (7.5), que envolve o produto escalar
(R, R;), pode ser reescrito em termos da velocidade angular €; definida na Eq. (7.2).
Essa reescrita ¢ possivel gragas a relacao entre R e Q via a matriz R, e pode ser organizada
de forma compacta utilizando o projetor
Q,Q;
02’

Nyj = 6;; —

o qual possui as propriedades N;;€2; = 0 e N;;Ni; = N;j, projetando qualquer vetor no

plano ortogonal a velocidade angular €2;.

De fato, ao agir sobre um conjunto de vetores {B;} segundo a regra N;;B; =
C;, obtemos trés vetores coplanares tais que €2,C; = 0. Este formalismo sera util na
reformulacao das equagoes de movimento em termos puramente da variavel €);, conforme

serd explorado a seguir.
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A relacdo fundamental entre as velocidades R; pode ser expressa diretamente em

termos da velocidade angular. Utilizando a definigao (7.2), temos:

Aqui, N;;(2) representa o projetor no plano ortogonal ao vetor de velocidade angular €.

Com base na equacgao (2), podemos contrair a equagao antissimétrica (7.5) com o
simbolo de Levi-Civita —%ekij, obtendo uma equacao equivalente que envolve explicitamente
a evolucao temporal de ;. Usando as Egs. (7.2) e (7.6), obtemos entdo o sistema de

equagoes de primeira ordem que governam a dinamica da velocidade angular:

: Gi
S 00 (7.7)
Expandindo os componentes explicitamente, chegamos as conhecidas equagoes de
Euler:
. 1
Ql = T(Ig — Ig)QgQg, (78)
1
. 1
Qy = 7(13 — 1), Q3,
2
1

Qs = (I = L),
3

onde I; sdo os autovalores do tensor de inércia, conforme definidos em (5.16). Em notacao

vetorial, o sistema pode ser condensado na forma
Q= [IQ,9Q], (7.9)
onde I denota o tensor de inércia (diagonal no referencial principal) e o colchete indica o

produto vetorial usual em R3.

Por outro lado, a Eq. (7.2) pode ser reinterpretada como uma equagao de primeira

ordem para a evolucdo da matriz R;;(t). De fato, a partir de sua defini¢ado obtemos:

Utilizando a base dual {G;}, definida como os vetores coluna da matriz R, a equacao

acima pode ser reescrita de forma vetorial como
Gi = _[97 G’L]v

o que mostra que cada vetor da base do corpo gira rigidamente em torno do vetor 2. Este
sistema descreve a rotagao da base ligada ao corpo rigido em torno de seu préprio eixo

angular.

No caso particular do pedo pesado, trés dessas equagoes (mais precisamente aque-

las associadas aos elementos Rs;, R3s e Rss, ou seja, a evolugao de Gj) foram obtidas
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originalmente por Poisson (3) e, por isso, sdo frequentemente associadas ao seu nome.
Para detalhes histéricos, ver também (6). Em vista disso, chamaremos conjuntamente as
equagoes (7.9) e (7.10) de **equagoes de Euler—Poisson** que descrevem completamente

a dindmica de um corpo rigido livre em termos das varidveis Q(t) e R(t).

Reunindo os resultados obtidos, concluimos que as equagoes de primeira ordem
(7.9) e (7.10), consideradas como um sistema para determinar as varidveis dindmicas
mutuamente independentes R(t) e §2(t), sao totalmente equivalentes ao sistema original de
segunda ordem (6.9). Assim, elas podem ser utilizadas igualmente para estudar a evolugao

do corpo rigido.

As condigoes iniciais associadas ao sistema (7.9)—(7.10) sdo:
Rij(0) =i, Qu(0) = wi(0) = (I~ 'm);,

conforme definido em (6.13). Qualquer solucao R;;(t) que satisfaca essas condi¢es iniciais
em t = 0 serd automaticamente uma matriz ortogonal para todo t > 0, isto é, a condigao

RTR = 1 permanecerd preservada ao longo do tempo.

Para verificar isso, basta contrair a equacao (7.10) com R;,, obtendo:
(vaRj) = — €S,

o que implica que
d
%(Rp» Rj) =0.

Ou seja, o produto interno entre os vetores coluna de R permanece constante no tempo.
Como na condigao inicial temos (R,(0),R;(0)) = J,;, segue-se que essa ortogonalidade é

mantida para todo t, ou seja,

(Ry(1), R;(t)) = 0p;-

Portanto, a dinamica de um corpo rigido pode ser inteiramente descrita pelas
equagoes diferenciais de primeira ordem (7.9) e (7.10). Como essas equagdes estdo na
chamada forma normal — ou seja, com todas as derivadas temporais isoladas no lado
esquerdo — a teoria classica das equagoes diferenciais ordinarias garante a existéncia
e unicidade da solucao do problema de Cauchy associado. Cabe destacar que, no caso
de sistemas mistos envolvendo equacgoes diferenciais e algébricas, o tratamento teérico é

consideravelmente mais delicado e exige ferramentas adicionais, como discutido em (24).

Dessa forma, atingimos nosso objetivo de obter as equagoes de movimento para
um corpo rigido. A evolugao dos graus de liberdade rotacionais pode ser determinada
tanto a partir das equagoes de segunda ordem (6.9) quanto do sistema de primeira ordem
(7.9)—(7.10). Neste tltimo caso, ao resolver a equagao de Euler (7.9) determinamos o vetor
de velocidade angular no referencial do corpo, €;(t). Com esse vetor conhecido, a equagao

(7.10) pode entao ser integrada para obter a matriz de rotacao R(t).



52

Consequentemente, a dindmica de qualquer ponto material do corpo rigido é descrita
por:

yN(t) = Co + Vot + R(t)XN(O), (711)

onde Cj + Vit representa o movimento retilineo uniforme do centro de massa, e R(t)xx(0)
corresponde a rotagao do ponto em torno do centro de massa, dada pela acao da matriz

ortogonal R(t) sobre a posicao inicial relativa xy(0).

Conservacao do momento angular e as equacoes de Euler

A equacao (6.11), que expressa a conservagdo do momento angular em auséncia de
torques externos, revela-se equivalente as equagoes de Euler na forma (7.9). Assim, as
equagoes de movimento obtidas estao em total acordo com os principios fundamentais da

mecanica.

Na verdade, a preservacao no tempo do momento angular, conforme expresso em
(6.11), implica a precessao do momento angular no referencial do corpo rigido em torno do
vetor de velocidade angular do proprio corpo. De fato,
dm  d(RM)
dt — dt

= RM + RM = 0, (7.12)

o que implica que
M = —R"RM = OM,
ou, de forma vetorial,

M = —[Q,M]. (7.13)

Substituindo M = I€2 nesta equacao, obtemos as equacoes de Euler na forma

Q= [IQ, Q). (7.14)

Comentarios adicionais:

1. As fungoes ;(t) representam as componentes da velocidade angular instantédnea w na
base fixa no corpo, isto é, nos vetores R;. Portanto, conhecer a solugao das equagoes de
Euler nao é suficiente, por si 86, para descrever completamente o comportamento do corpo
rigido. Para reconstruir sua orientagao ao longo do tempo, é necessario resolver também

as equagoes de evolugdo da matriz de rotagao, dadas por (7.10).
2. Calculando a derivada temporal de w;(t) = R;;(£)Q;(¢) e utilizando (7.10), obtemos:

d)i — RZJQ]

Portanto, se w; # 0, entdo necessariamente €;(t) # 0. Isso indica que, quando o eixo de

rotagdo w se move no espaco, ele também se move com relagdo ao corpo.
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3. Como consequéncia das equagoes (7.9) e (7.10), o vetor de velocidade angular no espaco,

w, satisfaz equacdes de movimento mais complexas:
w=RI"'R"m,w]. (7.15)
Na dedugao desta equacao foi utilizada a identidade (3).

4. Ao substituir 2 = RTw na equacio (7.10), ela se transforma diretamente na equacio
(5.6).
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8 Imagem qualitativa do movimento de acordo com Poinsot.

De acordo com a equagao Xy = |[w, Xy], no sistema do centro de massa, um corpo
rigido realiza um movimento de rotagao em torno do eixo instantaneo w, o qual, por sua
vez, evolui no espaco conforme a equagao (7.15). Esse movimento complexo foi visualizado

geometricamente por L. Poinsot (23).

Recordemos que os vetores de base fixos no corpo, R;(t), foram escolhidos ao
longo dos eixos principais de inércia. Além disso, no instante inicial ¢ = 0, esses vetores

coincidem com a base do sistema de laboratério:
R;(0) =e,.
Dessa forma, no instante ¢ a relagdo entre a base do corpo e a base inercial é dada por:
R;(t) = eiRy;(t), (8.1)

onde R;j(t) é a matriz de rotagao associada ao movimento do corpo rigido.

Denotemos por x; as coordenadas de um ponto fixo x no sistema de laboratorio, e

por z;(t) as coordenadas do mesmo ponto no referencial do corpo. A identidade vetorial
x = e;x; = Ry(t)z(t),
em conjunto com (8.1), implica
e;r; = e;R;;(t)z;(t),
o que nos leva a seguinte relacao entre as coordenadas nos dois referenciais:

z = Rij(t)z(t),  2(t) = Ru(t)x; = Ri(t)z;. (82)

Se x(t) representa a trajetéria de uma particula em movimento no espago, entao a
diferenciagao das expressoes acima nos fornece a relacao entre os vetores de velocidade
nos sistemas de laboratério e do corpo. Especificamente, ao derivarmos a equagao x(t) =

R;(t)z;(t) com relagdo ao tempo, obtemos:
X = RZZZ -+ R,zz

Utilizando a equacdo de evolucio da base do corpo R; = —[Q2, R;], ou ainda R; = Q x R;,

e aplicando a distributividade do produto vetorial, temos:

Essa equacao mostra que a velocidade de uma particula no laboratério é composta por

uma rotagao (em torno de §2) mais a variagao interna das coordenadas no corpo. Para
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um corpo rigido, no entanto, temos Z; = 0, pois as posi¢oes relativas sao fixas no corpo.
Assim, obtemos novamente:

x = [Q,x],
confirmando a equacao de movimento de um ponto fixo em um corpo rigido.

Se x(t) representa a trajetéria de alguma particula em movimento no espago, a
derivada dessas igualdades fornece a relacao entre os vetores de velocidade no laboratorio

e nos sistemas de COrpos
. . . T .
€T; — [w,x]l- = Riij, Zi + 6iijjzk = Rij.fb'j, (83)

onde €2; sao as componentes da velocidade angular w expressas na base do corpo.

Se x(t) representa um ponto pertencente ao corpo rigido, entao suas coordenadas
no sistema do corpo permanecem constantes, ou seja, z; = 0. Nesse caso, a equagao (8.3)
implica que

x = [w,x],

como era de se esperar. Por outro lado, se x representa um ponto fixo no espago (isto é,

t; = 0), entdo sua velocidade relativa ao corpo é dada por:

ZZ' = _eiijjZk-

Consideremos agora o movimento de um corpo rigido com momento angular

constante m = const e energia constante dada por
E = L I7tm?
i

A expressdao da energia conservada (5.20) motiva a associacdo, a cada instante de tempo ¢,
de um elipsoide cujos eixos estao alinhados com os eixos principais do corpo R;(t), e cujos
comprimentos dos semieixos sdo dados por y/2E/I;. No sistema de coordenadas fixo ao

corpo, esse elipsoide possui equagao candnica:

1 1 1

51125 +3 222 + §ng§ =FE. (8.4)
A conservacao da energia na forma %Z [;Q2%(t) = E implica que as componentes

;(t) da velocidade angular satisfazem a equagao (8.4), ou seja, o vetor w(t) permanece

sempre sobre a superficie desse elipsoide, conhecido como **elipsoide de energia**.

Utilizando a relagdo (8.2) entre coordenadas corporais e inerciais, podemos expressar
a equacao do elipsoide no sistema de laboratério. A substituicao de z; = R]Tk(t)xk na
equagao (8.4) conduz a forma:

(ROIRT(t)) i — E=0. (8.5)

1
f(xlaxZaxS) - 5 ij
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Figura 4 — O elipsoide de Poinsot rola no plano invariavel sem deslizar.

Essa superficie é chamada de elipsoide de Poinsot, veja a Figura 4.

A conservacao da energia na forma
1
5 Z(RIRT>ijwin =F

implica que as componentes w;(t) da velocidade angular satisfazem esta equagdao. Ou
seja, novamente, a extremidade do vetor w(t) permanece sobre o elipsoide de energia em

movimento.

Como os eixos principais desse elipsoide coincidem com os vetores base do corpo
R, (), a posigao do elipsoide de Poinsot no espago, em cada instante de tempo, representa

também a orientagao do corpo rigido.

Para esse proposito, consideramos o gradiente da funcao f, cuja expressao define o

elipsoide de Poinsot. O vetor gradiente fornece a direcao normal a superficie do elipsoide:
(V) = (RIR")ij;.

No ponto w(t), esse vetor normal coincide com a diregdo do momento angular constante
m (ver Eq. 5.19):
Vf(w(t)) = Rt)IRT (t)w(t) = m. (8.6)

A conservagao da energia, expressa como

§(w(t)’m) = FE,
implica que a projecao da velocidade angular w(t) na direcio do momento angular m ¢é
constante:
2F
lw(t)|cosa(t) = m] = constante. (8.7)
m

Portanto, o vetor w(t) descreve um movimento confinado a um plano ortogonal ao vetor

constante m, a uma distancia constante %\ da origem. Esse plano ¢ denominado plano

muvariavel.
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A partir da equagao (8.6), vemos que no ponto w(t) o vetor normal ao elipsoide
de Poinsot é ortogonal ao plano invariavel. Logo, o elipsoide toca o plano nesse ponto,
sem atravessi-lo. A extremidade do vetor w(t) se desloca simultaneamente sobre o plano

invariavel e sobre o elipsoide.

A velocidade de w(t) em relagdo ao plano (que esté no referencial inercial) é dada
por w;, enquanto sua velocidade relativa ao elipsoide (que esté no referencial do corpo) é

Q;. Utilizando a equacio (8.3), obtemos:
Riij = Wj — EikmWrWm = W;,

portanto,
jw| =[RS = |€2].
Isso mostra que, em intervalos de tempo iguais, o ponto w(t) percorre a mesma distancia

tanto no elipsoide quanto no plano. Em outras palavras, o elipsoide de Poinsot rola sobre

o plano invariavel sem escorregar.

A imagem obtida para o movimento livre de um corpo rigido pode ser resumida da
seguinte forma: no sistema de centro de massa, podemos associar ao corpo dois objetos
geométricos — o plano invaridvel e o elipsoide de Poinsot. Este ultimo pode ser usado
para visualizar a orientagao do corpo, pois seus eixos coincidem, a cada instante, com os
vetores base R;(t) fixados no corpo. Durante o movimento, o elipsoide de Poinsot rola
sobre o plano invariavel sem escorregar. A extremidade do vetor velocidade angular w(t)

permanece constantemente no ponto de contato entre essas duas superficies.
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9 Discussao sobre equagoes de movimento.

Neste capitulo apresentamos e discutimos diferentes formas das equacoes de movi-

mento de um corpo rigido.

Sistema linear de 3 + 9 equagoes. Retomando os resultados dos capitulos
anteriores, a dinamica associada aos graus de liberdade rotacionais pode ser descrita pelas
equagoes de Euler-Poisson de primeira ordem, escritas em termos das variaveis dindmicas
independentes R;;(t) e (1)

I =1[I9,9], (9.1)
Rij = _EjkakRima (9-2)
as quais devem ser resolvidas com as condi¢bes iniciais naturais para a matriz de rotagao:
R;;(0) = 6;;. J& as condigoes iniciais para (2; sao arbitrarias, representando as componentes

da velocidade angular inicial do corpo. Assume-se que o tensor de inércia [ é diagonal:
I= diag(lly 127 ]3)

Uma vez conhecida a solugao R(t), a evolugao da posi¢ao de um ponto material

fixo no corpo, denotado por y(t), é determinada pela expressao
y(t) = Co + Vot + R()x(0),
onde x(0) é a posicao inicial do ponto no sistema de centro de massa. Os termos Cy e Vyt

descrevem o movimento translacional do centro de massa no referencial do laboratorio.

Lembremos que as colunas da matriz R(t) = (R4, Rg,R3) formam uma base
ortonormal rigidamente associada ao corpo. Por sua vez, as linhas da matriz transposta
RT(t) = (G, Gy, G3) representam as componentes dos vetores de base do laboratério, e;,
expressas na base mével do corpo. Por exemplo, o vetor Gi(t) = (R, Ri2, R13) fornece

as coordenadas do vetor de base fixo e; na base mével R;(t).

As equagoes de Euler-Poisson admitem diversas integrais de movimento. Entre

elas, encontra-se a energia rotacional
2F = (Q,1Q) = [,O? + [,Q2 + 1,92, (9.3)
trés componentes do momento angular
m; = (RIQ); = LR + LRy + I3R;38s, (9.4)
e mais seis integrais
RyiRyj = ag;. (9.5)

As constantes de integragao a;; sdo determinadas pelas condigoes iniciais: como R;;(0) = d;;,

segue-se que a;; = 0;;. Portanto, essas integrais de movimento se reduzem as condigoes
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de ortogonalidade da matriz de rotacdo. Consequentemente, qualquer solugao R;;(t) do
sistema sujeita a essas condicoes iniciais serd automaticamente uma matriz ortogonal para

todo instante futuro, ou seja,
RT()R(t) = 1.

Adicionalmente, as condig¢Oes iniciais implicam uma relagdo entre a energia e o

momento angular dada por

1 1 1
2F = Em% - I—2m§ + I—gmg. (9.6)

O quadrado do momento angular pode ser expresso como
m? = 7O + [5O3 + 1293, (9.7)

2

onde se observa que m® nao depende da matriz R;;. Assim, as proprias equacoes de Euler

admitem duas integrais independentes de movimento, dadas pelas equagoes (9.6) e (9.7).

Por sua vez, as equagoes (9.2) ainda estdo expressas em um niimero excessivo de
varidveis. De fato, em cada instante de tempo, os nove elementos da matriz R;; sao sujeitos
a seis restricoes impostas pela condicdo de ortogonalidade R R = 1, o que implica que
apenas trés parametros independentes sao necessarios para especificar completamente a

matriz R, ou seja, 9 — 6 = 3.

E tradicéo nos tratados classicos discutir solucoes dessas equaces utilizando algum
conjunto irredutivel de varidveis, como os dngulos de Euler (4, 5, 6). Contudo, existem
diversos argumentos contrarios a essa abordagem. Primeiramente, em discussoes funda-
mentadas nos dngulos de Euler, as equagoes (9.2) frequentemente se diluem em célculos
extensos, a ponto de nao serem explicitamente mencionadas. Em segundo lugar, para
descrever completamente o movimento do corpo rigido, é fundamental conhecer a evolucao
da matriz R;;(t); nesse caso, qual a vantagem real de introduzir variaveis independentes
adicionais? Além disso, a descricdo em termos dessas variaveis frequentemente se limita a
representagoes locais, o que pode ocasionar mal-entendidos — vide (27). Por fim, resolver
as equagoes de Euler-Poisson diretamente nas variaveis originais pode ser até menos
trabalhoso do que utilizar as variaveis independentes, como exemplificado na solucao do

peao assimétrico livre apresentada em (7).

Dessa forma, optamos por postergar a introducao dos angulos de Euler para o
capitulo 11, concentrando a discussao principal neste capitulo nas equacoes de movimento

formuladas nas varidaveis originais.

Sistema linear de 3 + 3 equagoes. Utilizando as linhas G, Gy e G3 da matriz

de rotagao R, o sistema (9.2) pode ser reescrito como
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Assim, o sistema original se decompde em trés subsistemas equivalentes. Para resolver o
problema, basta considerar um sistema reduzido de seis equagoes, composto pelas trés
equagoes de Euler e trés equacoes para qualquer um dos vetores G;, que denotaremos

genericamente por 7y:

I =[IQ,Q, (9.8)
¥y =[.9Q (9.9)

A matriz de rotacdo completa pode ser reconstruida a partir de trés solugoes
particulares deste sistema, correspondentes aos trés vetores de base do laboratério expressos
no referencial corporal: Gy(t) é a solugao ~(t) que satisfaz a condicao inicial y(0) = (1,0, 0),
G (t) corresponde a v(0) = (0, 1,0), e G3(t) corresponde a v(0) = (0,0, 1).

As equagoes de Euler possuem duas integrais independentes de movimento, expres-
sas em (9.3) e (9.7). De modo andlogo, as equagoes (9.9) admitem as seguintes integrais

de movimento, derivadas das relagoes (9.4) e (9.5):
vP=1, =L+ Ly + L7, (9.10)

onde, por exemplo, para v = Gy temos ¢ = mq, e assim sucessivamente para os outros

vetores.

Utilizando essas integrais, o sistema (9.8), (9.9) pode ser reduzido a um conjunto de
duas equagoes diferenciais de primeira ordem, cada uma para uma variavel distinta. No caso
geral de um corpo rigido assimétrico, essas equacoes podem ser integradas formalmente,
resultando em solugoes expressas por integrais elipticas (7). Entretanto, para o caso
especial do pedo de Lagrange (corpo simétrico), existe uma solugao analitica explicita para

a matriz R;;, a qual serd apresentada e discutida no préximo capitulo.

Sistema parcialmente integrado de 9 equagoes. As integrais de movimento
(9.3) e (9.4), que decorrem diretamente das equagoes (9.1) e (9.2), podem ser incorporadas

a estas ultimas, resultando no sistema equivalente:

IQ=1[I9,9], (9.11)
Rij = —EjkakRip, (912)

1
3 > I,QF = E = const, (9.13)
RIS = m = const. (9.14)

As equagoes de Euler (9.11) podem ser deduzidas a partir da conservagao do
momento angular expressa em (9.14). De fato, derivando esta tltima em relagdo ao tempo,
obtemos

RIQ+ RIQ =0,
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o que implica
IQ=—(R"R)IQ = QIO = [IQ, Q).

Portanto, as equagoes de Euler podem ser omitidas do sistema completo (9.11)—(9.14).

Além disso, ao expressar {2 em funcao de m e R por meio de

1
Qk(m, R) = (IilRTm)k = I—(mlle + moRoy, + m3R3k), (915)
k

podemos substituir esta relacdo nas equagoes (9.12) e (9.13), reduzindo o sistema as
seguintes equagoes para a matriz de rotacao R;;(t), contendo as constantes de integracao

E e m;:

Rij = —€ipShs(m, R) Ry, (9.16)
1
5 > L, (m, R) = E = const. (9.17)

A principal vantagem deste sistema ¢é que ele envolve unicamente a matriz de rotacao,
que é o objeto fundamental para descrever o estado do corpo rigido. No entanto, em
comparacao com as formulagoes anteriores, as equagoes acima apresentam uma dependéncia

nao linear em R;;.
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10 Exemplos de solugoes em fungoes elementares.

Corpo assimétrico com valores especiais do momento angular. Neste
capitulo, analisamos as equagoes do corpo assimétrico dadas por (9.16)—(9.17), sob condi-
¢oOes iniciais especificas que permitem a separacao de variaveis, viabilizando sua solugao
analitica. Curiosamente, essa solu¢ao nao pode ser obtida por meio da parametrizacao via

angulos de Euler; detalhes adicionais sao fornecidos no préximo capitulo.

Considere o movimento com momento angular constante orientado ao longo do

eixo fixo do laboratorio es, isto é,
m = (0,0, m3 < 0). (10.1)
Essa escolha determina a energia total do sistema por
1 m?
E==-» —*
227,

os semieixos do elipsdide de Poinsot

2F
a; = -,
I
e a velocidade angular inicial
wi(0) = "4
% Iz .

Assim, no instante inicial, o eixo de inércia associado a I3 é colinear com o momento

angular, conforme ilustrado na Figura 5.

A equagdo (9.15) adquire a forma simples
Qi (m) = j_lnggk. (10.2)
k

Observe que tal configuracao nao pode ser obtida simplesmente por meio de uma rotacao
adequada da base do laboratério. Ao escrever as equagoes (9.1) e (9.2), assumimos que,
no instante inicial, os eixos do laboratorio e do corpo rigido foram alinhados com os eixos
principais de inércia, conforme discutido ao final do capitulo 5. Dessa forma, o tensor de
inércia na Eq. (9.15) é uma matriz diagonal, o que simplifica bastante a expressao para a

velocidade angular, conforme a Eq. (10.2).

Se considerarmos um corpo rigido com momento angular arbitrario e tentarmos
girar o sistema do laboratério para que o vetor ez coincida com m, a matriz diagonal
seré transformada em uma matriz simétrica I’, e a expressao para a velocidade angular

torna-se mais complexa, dada por Qx(m) = mzRsz;(I'"')..

Considerando o momento angular especial (10.1), substituimos a expressao simpli-
ficada (10.2) nas equagoes de movimento (9.16), obtendo
mg

Rij = —wkejkpngRip, onde W = T (103)
k
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Figura 5 — As equagoes do corpo assimétrico podem ser facilmente integradas quando o
momento angular m e o eixo de inércia R3 sao colineares no momento inicial.

Buscaremos uma solugao da forma (como mencionado anteriormente, o problema possui

solugdo tunica para as condigoes iniciais dadas)

(1 xo(t)
Ri(t)=1| w@®) [ Re®)=| ) [, Rst)=|0|. (10.4)
0 0

Isso implica Rgy = d3;. Usando isso nas Egs. (10.3) obtemos Rj = we;psR,y, ou R, = wR,,
R, = —wR;, bem como a equagio R3 = 0, que é identicamente satisfeito por Rs escrito

na Eq. (10.4). Aqui w = mg/I3. Para os componentes, as equagoes para Ry e Ry sdo lidas
T1 = WI , Ty = —WT ,
.1 2 .2 1 (10.5)
Y1 = Wyo; Y2 = —Wy1.

A solucao geral deles é a seguinte

=A t + Bsinwt, = —Asinwt + B t,
{xl coswt + b sinw {xz sin wt + b cosw (10.6)

y1 = Csinwt + D cos wt; Yo = C coswt — D sin wt.

Entdo as condigdes iniciais R;;(0) = ¢;; implicam: A =C =1, B = D = 0. No resultado

obtivemos a solugao

cos wt —sin wt
R, =| sinwt |, R, = coswt |, Rs=| 0 |. (10.7)
0 0

Como seria de esperar da Figura 5, isso confirma que os vetores R; e Ry giram em torno do
eixo z com constante frequéncia angular w = mg/I3. Observe também que eles obedecem

as equacoes de precessio em torno do vetor w = (0,0,m3/15): Ry = [w, Ry], Ry = [w, Ry).
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Solugao geral para equagdoes de movimento do corpo simétrico livre.
Considere um corpo rigido com dois momentos de inércia coincidentes, isto é, Iy = I5.
Tomamos entao as equagoes (9.8)—(9.10) com essa condigdo, e com o momento angular
conservado m = (my, my, m3). Inicialmente, confirmamos que, sem perda de generalidade,

podemos assumir m; = 0.

Os momentos de inércia sao autovalores do tensor de inércia I, cujos autovetores

correspondem aos eixos fixos do corpo no instante inicial, satisfazendo
IR;(0) = L,R;(0).

Com I; = I, temos
IR;(0) = I,R4(0), IRy(0) = I2R4(0),

portanto qualquer combinagao linear aR;(0) + SR2(0) também é um autovetor com
autovalor Iy. Isso significa que podemos escolher arbitrariamente quaisquer dois eixos

ortogonais no plano gerado por R;(0) e Ry(0) como eixos de inércia.

Lembre-se de que, no instante inicial, os eixos do laboratorio devem ser alinhados
com R;, para que as equacoes de movimento contenham os valores dos momentos de
inércia I; em vez do tensor completo /;;. Assim, no caso Iy = I, podemos girar os eixos do
laboratério no plano (x!, x?) sem perder a forma diagonal do tensor de inércia. Utilizando

essa liberdade, escolhemos m; = 0 para simplificar o problema.

Solugao geral das equagoes de Euler. Com [I; = I, as equagdes de Euler assumem a

forma
. I, — 1T
0, = MQ?)QQ, (10.8)
I
. I, — 1
Oy = —Mﬂgﬂl, (10.9)
I
Q3 =0, (10.10)
ou, equivalentemente,
Ql = ¢QQ, QQ = _¢Qla Qg = COHSt, (1011)

onde definimos ¢ = %93.

A solugao geral dessas equacoes é

Q1 = asin(Pt + ¢g), Qo = acos(pt + ¢g), Q3 = const.

Essa solucao tem um significado fisico claro: para um observador fixo no referencial
do corpo rigido, definido pelos eixos R;, o vetor velocidade angular €2 descreve uma

precessao em torno do eixo Rz com frequéncia angular ¢.
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Vamos relacionar as constantes de integracao a, €23 e ¢y com as grandezas fisicas
do sistema. O momento angular conservado e a velocidade angular estao ligados pela

relacao m; = 1;;€2;(0), o que nos da
my = IQCL sin ¢0, meo = IQCL COS ¢0, ms = IgQg.

A escolha m; = 0 implica ¢g = 0, de modo que

mo ms
a=—, Q3=—.
I I3
Assim, a frequéncia da precessao ¢ é determinada pela componente msz do momento

angular conservado,

(I~ 1)
¢ = I, ms.
Finalmente, a solugao explicita é

Q, = —sin ¢t, (10.12)
12

Qy = 2 cos ot (10.13)
I

0y = 23, (10.14)
I3

Essa forma explicita da solucao evidencia também a conservagao da energia rotacional,

2
2F = ;3 (t) = % + r;.i = constante.
2 3

Solugao geral para as equagoes de Poisson. Pegue a integral linear do

movimento da Eq. (9.10) e o terceiro componente da equagao de Poisson
Qov1 — 1y = 93, Ly + LQaye = ¢ — 13373, (10.15)
A solugao para este sistema linear é
I I
Y1 = —5 [129273 + (C — mg’j/g)Q ] Yo = — [ ]291’73 + (C - m3/73)Q2] (1016)
ma ma
Substituindo essas expressoes na equagao de Poisson 41 = {2375 — (2573 obtemos a equagao

fechada para 3

2 2
g + kP = I onde k*= m2}|—2m3 = %, (10.17)
2 2 2

com a solugao geral

msc

v3 = beos(kt + ko) + onde k=-—. (10.18)
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De acordo com a Eq. (10.18), a segunda frequéncia de oscilagdo k no problema é deter-
minada pela magnitude do momento angular conservado. Usando este 73 nas equacoes

(10.16), obtemos a solugao geral do sistema (9.9) como segue

b b
v = —H cos ¢t sin(kt + ko) + [mf _ ep cos(kt + ko)] sin ¢t,
meo m meo
b b
Yo = il sin ¢t sin(kt + ko) + [mf _ M cos(kt + ko)l cos ¢t,
mo m mo
msc
v3 = beos(kt + ko) + R (10.19)
No instante inicial ¢ = 0 obtemos
b b
1 (0) = — B ke, 1a(0) = Tt T2 cos kg, 5(0) = beosk + . (10.20)
mo m mo m

Como vimos acima, as trés linhas da matriz R;; sdo obtidas a partir das Egs. (10.19) se
escolhermos as constantes de integragao b e ky entao que v(0) = (1,0,0) com ¢ = my,
entao v(0) = (0,1,0) com ¢ = mg, e por tltimo ~(0) = (0,0, 1) com ¢ = m3. Resolvendo

as equacgoes (10.20) com estes dados, obtemos, em cada caso

/m| 2
c=my, b=—"2 g —0; (10.21)
m
2
cC =mgs, b= ﬂz, kQZO
m

Substituindo esses valores na Eq. (10.19) obtemos a forma final da matriz de rotagdo R

do peao simétrico livre como segue:

cos kt cos ¢t — M sin kt sin ¢t — cos kt sin ¢t — g sin kt cos ¢t Mo sin kt
Thy sin kt cos ¢t + (13 + M2 coskt) sin gt —y sin kt sin ¢t + (13 + M2 cos kt) cos ¢t Marma(1 — coskt) |, (1022)

—1Mg sin kt cos ¢t + gz (1 — cos kt) sin ¢t My sin kt sin ¢t + Mgrhz(1 — cos kt) cos gt 13 + 13 cos kt

onde, assumindo |m| # 0, denotamos por 7; = m;/|m| as componentes do vetor unitério na

direcdo do momento angular conservado. As duas frequéncias no problema sao ¢ = %mg

e k = |m|/ly = \/m} + m3/Euy. Curiosamente, a matriz R depende dos momentos de

inércia apenas através das frequéncias.

As férmulas (7.11) e (10.22) resolvem o problema do movimento do pedo simétrico

livre.

Decomposicao da matriz de rotagcdo em duas rotagoes subsequentes e a
imagem do movimento de Poinsot. Comecamos nossa discussao sobre a matriz de

rotacao examinando varios casos limites.

(1) Considere o momento angular conservado m na diregao do eixo do laboratério

OY, ou seja, mz = 0, my # 0. Isso implica ¢ = 0, |m| = |my|, 1y = +1, e 1y sin % =
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sin "2, Usando isso na Eq. (10.22) obtemos

coS mth 0 sin ™2t

Iz
Rov)=| o 1 o |. (10.23)
—sin ml—jt 0 cos ml—;t

Este movimento de frequéncia tinica representa a rotacao do corpo rigido em torno do eixo

de inércia OY.

(2) De forma andloga, para mq = 0, ms # 0, temos |m| = |mgs|, g = £1, k = ‘";—23',
e+ = ";—33 Aplicando isso na Eq. (10.22), observamos que as duas frequéncias

combinam-se em uma tnica, conforme

cos st —gin st ()
3 3
Roz(t) = | sin ™t cos ™20 0. (10.24)
0 0 1

Este movimento de frequéncia tnica corresponde a rotacao do corpo rigido em torno
do eixo de inércia OZ. Note que esta solugao coincide com o movimento de um peao

assimétrico, conforme Eq. (10.7), sob as mesmas condigdes iniciais.

(3) Para o corpo totalmente simétrico, I; = Iy = I3, obtemos ¢ = 0 e a matriz de

rotagao (10.22) assume a forma

cos kt —mMs sin kt Mo sin kt
Rm(t) = | mssinkt w2+ micoskt mamg(l —coskt) |, (10.25)
—mgsinkt Mornz(1 — coskt) M3+ m3coskt

onde k = ‘I—n;' Os pontos do corpo localizados ao longo do eixo m permanecem fixos

durante este movimento: para qualquer ¢ € R,
R (t) cm = cm.

Portanto, este movimento representa a rota¢ao do corpo em torno do vetor momento
angular conservado m. Este é o tinico movimento possivel para um corpo totalmente
simétrico.

(4) Para discutir o caso geral do movimento de duas frequéncias (10.22), recordemos
como os movimentos rotacionais do corpo rigido se apresentam na imagem de Poinsot.

Consideremos
L=1> Ig, my = 0, meo > 0, mg < 0. (1026)

Isso determina a energia

E= ; > Ltmi,
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Figura 6 — Imagem de Poinsot para o peao simétrico.

0S semieixos

e a velocidade angular inicial

Com esses dados, podemos construir o plano invariavel e o elipséide de Poinsot. A posicao

do elipsdide de Poinsot no instante inicial ¢ = 0 é mostrada na Figura 6.

Neste instante, os vetores m, w, Ry, Rg3, assim como os pontos O, A,C, D, M e
N estao contidos no plano z = 0. O ponto A representa a extremidade do vetor fixo do
corpo Rj3 neste instante. Como R3 = [w, R3], o ponto A inicia seu movimento na diregao
indicada pela seta proxima a ele. Isso determina as direcoes dos movimentos dos demais
elementos como segue. A roda D, com eixo DO fixado no ponto O, rola sem escorregar
ao longo do circulo desenhado no plano invariavel. A extremidade do vetor w descreve
esse circulo no sentido anti-horario em torno de m. Consequentemente, todos os pontos
do eixo fixo do corpo Dz se movem ao longo dos circulos formados por um cone com eixo

orientado segundo m. Em particular, o ponto A descreve o circulo ACBA.

Resumindo, o eixo Dz, formado pelos pontos do corpo, gera a superficie do cone,

enquanto os demais pontos do corpo giram instantaneamente em torno deste eixo.

A matriz de rotagao (10.22) corresponde a esta imagem. Na verdade, observamos

que ela pode ser decomposta da seguinte forma:
R(t) = Rm(t) X Roz(t), (10.27)

onde Ry,(t) é a matriz de rotacao dada pela Eq. (10.25), e
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cosgpt —singt 0

Roz(t) = | singt cos¢t 0 |, (10.28)
0 0 1
onde
¢ _ (_[2 — Ig)mgt
IPYE '

Entéo, a posigao x(t) de qualquer ponto do corpo no instante ¢ é dada por:
x(t) = Rm(t) X Roz(t)x(0).

Isso significa que o vetor de posicao inicial x(0) é girado primeiro em torno do eixo do
m]t

2—I3)mst
Is

laboratoério OZ pelo angulo (Z e, em seguida, em torno do eixo m pelo angulo
Tols

Para completar, apresentamos também a forma explicita do vetor velocidade angular

instantanea do peao simétrico:

w(t) = RHQE) = (w1, ws, ws)

Lo—la)mams o1, fy

( ) 2)1213\m|( : 5

Ismi+Iamz)mo Is—1I3)mom

- 12'213m23 - Iy Ism? *coskt | - (1029)
(Igm%—&—[gmg)mg (12—13)771%7713

cos kt

+

I>I3m? I>I3m?

A magnitude deste vetor fornece a frequéncia total de rotacdo dos pontos do corpo em

cada instante de tempo:

m3  m3
w? = T; + T;
Essa magnitude esta relacionada as duas frequéncias da matriz de rotacao da seguinte
forma:
w? =k*+ Ia+ Igmgdx

Ir 15
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11 Peao livre de Lagrange via angulos de Euler

Construiremos o sistema de vetores bésicos ligados rigidamente ao corpo {R;}
a partir da base candnica {e;}. A principio, fixamos um vetor normal ao plano gerado
por um par R;, e;. Escolhemos €| = [e3, R3], desde que e3 e R3 ndo estejam na mesma
diregdo. Construimos também um sistema de coordenadas {e}} onde, no instante inicial,
e, = e;. A matriz R que transforma {e;} em {R;} serd obtida seguindo os passos abaixo:
1. Rotacionar o vetor €] em torno de e3 por um angulo de ¢ no sentido anti-horéario. Pela
configuracao inicial dos vetores, isso também gerard um angulo ¢ entre €, e e;.
2. Rotacionar o vetor e} em torno de €} por um angulo # no sentido anti-horario até que
ele coincida com Rj. Logicamente, e, acompanha a rotacdo. A partir desse momento, €/,
e,, R; e Ry estao todos no mesmo plano.
3. Rotacionar o vetor €| em torno de Rz por um angulo ¢ no sentido anti-horario até
que ele coincida com R;. Nesse momento, e, também estard coincidindo com Rjy. Esse

procedimento esta representado pela figura 7.

A aplicacao sucessiva dessas trés operacoes constroi uma matriz transformacao
R(p,0,1) da base e; para a base R;. Os vetores da base {e;} tem direcao e sentido fixos
no espago, logo, os vetores da base {R;} devem depender dos angulos ¢, 0 e 1. Logo,
por construcao, vale a relacao R;(¢,0,v) = Rji(¢,0,v)e;, para i,j € {1,2,3}. A forma
explicita da matriz R(y,0,1) é dada por (os angulos sdo considerados fungoes do tempo:

p=p(t), 0 =0(t) e b =1(1)):

cospcosp —siny cosfsiny —siny cosy —cosycosfsing  sinfsinp

R(p,0,1) = | costsinp + sint cosf cos o — sint)sin o + costp cosfcosp —sin b cos ¢

sin 1) sin 6 cos 1 sin 6 cos 6
(11.1)
onde
O<p<22m, 0<f<m 0<9 <27 (11.2)

O objetivo desse capitulo é solucionar o Problema de Cauchy (9.11-9.14) utilizando

a matriz R(yp,0,1). Aplicando e Equagao de Poisson (9.12) nela obtemos:

aRij (Qoa 6)’ ¢) 54 aRZ] (Qoa 6)’ ¢) ; aRZ] (907 9’ ¢) i

Rij(p, 0,10, ¢,0,9) = Do ¥ 00 6+ oY v

= —ijka(QD,e,w)Rip((p,e,w). (11.3)

As componentes Q (¢, 8,1) sao obtidas substituindo as componentes da matriz (11.1) na
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Figura 7 — Definition of the Euler angles ¢, # and .

equacao (9.15). Elas sao dadas por:

O = ?[comﬁsingp + sin v cos 0 cos ] + % sin ) sin 6, (11.4)
2 2

Qy = ?[— sin ¢ sin ¢ + cos ¢ cos 6 cos | + ? cos ) sin 6, (11.5)
2 2

Q3 = —@sinﬁcosgo—i-@cosﬁ. (11.6)
I3 I3

Na equagao R,-j(go, 0,1, ,0,1) em (11.3) estao representadas 9 equacoes diferenciais das
variaveis ¢, 0 e 1. A interpretacao dela é que a Equacao de Poisson implica em como
os angulos de euler ¢, 6 e 1 variam com o tempo; obedecendo equacgoes diferenciais de
primeira ordem. Entao, resolver essas equacoes é equivalente a resolver a Equacao de
Poisson.

Supomos que as fungoes ¢(t), 6(t) e ¥ (t) sao solugoes das equagoes (11.3). Substitui-
mos essas solugoes em (11.1) e obtemos R(t) = R(¢(t),0(t),1(t)) — solugao da equacao de
Poisson (9.12). Pela construgao de R(p, 6,1), a matriz R(t) ndo pode representar a solugao
de um corpo rigido. Com efeito, aplicando a condicao R;;(0) = R;;(¢(0),6(0),1(0)) = d;;,
vemos que a componente R33(0) = cosf(0) = 1 implica # = 0 em um intervalo de 0 a
27. Mas, por construgdo, 0 < 6 < 7, entéo, é impossivel calcular cos #(0). Logo, a matriz

R(¢,0,1) nao pode representar uma solu¢ao para o corpo rigido.

Como nao se pode obter uma solugao que representa um corpo rigido a partir de
(11.3), buscaremos uma solugao que se aproxima de um copo rigido. Se obtermos uma
matriz R(t) = R(p(t),0(t),¥(t)) tal que:

lim Ry (1) = lim Ry (1), 0(2), (1)) = (11.7)

entao podemos concluir que R(t) é uma boa solugdo que se aproxima de um corpo rigido.

Para resolver (11.3), comegamos escolhendo componentes tais que as equagoes

diferenciais respectivas sao simples de resolver. Escolhemos os termos:

R33 = — R3g + Qo Ray, R31 = —QyR33 + Q3 R3o. (11.8)
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Para se obter essas equagoes apenas em funcao dos angulos de euler ¢(t), 0(t) e ¥(t) é
preciso substituir as componentes respectivas da matriz (11.1) e as velocidades angulares

(11.4)-(11.6). Quando substituimos a matriz elas se tornam®:

0 = O costp — Qysin v, (11.9)
Ysinf = —(Qy sin 1) 4 Qs cos 1)) cos § + Qg sin 6. (11.10)

Agora, substituindo as velocidades angulares:

0 ::?¥3sn1¢ (11.11)
2
2
. mocos 0  moy . ms M3
=—|— —=sinf —— 4+ — 0. 11.12
(0 <IQ sin«9+13 Sln)(zosgo—l—( ]2—1-]3)(:08 ( )

Podemos obter uma equagao para ¢ da seguinte forma: a energia em fungao dos angulos

de Euler é dada substituindo as velocidades angulares (11.4)-(11.6) na equacao (9.13):

2 2
2F = % + % + Lig—3)[(m3 — m3 cos® ) sin® 6 + 2mgmy cos pcosOsin 4], (11.13)
2 3

onde I(,_p) = 1/I, — 1/1,. Ainda pela energia (9.13), também temos 2E = m3/I5 +m3/I;.

O que implica que na equagao acima temos:
(m3 — m3 cos® @) sin® 6 + 2mzmsy cos p cos @ sin § = 0. (11.14)

Essa é uma equacao quadratica onde a variavel é cos¢. Ela tem duas solugoes, dadas por:

1 0 1 —cosd
cos p, = %ﬂ, ou, Cosp_ = —@ﬁ (11.15)
my sinf my sinf
Substituindo ambas em (11.6), obtemos integrais de movimento:
cosp, = (3 = —%, e, cosp_ = 3= ? (11.16)
3 3

Pela condigao inicial R;;(0) = ¢;;, temos Q3(0) = m3/I3, o que implica que cos ¢
nao pode ser uma solucao que representa um corpo rigido. Logo, a tnica solugao possivel

da equagao (11.14) que satisfaz as condi¢oes do nosso problema é

1 — cosf (1 = cos )2
cos @ = —@ﬂ, ou, singozj:\ll— <m3> w. (11.17)
me sinf Mo sin- 6

As condigbes (11.2) sao devidas a construcao de R(p,0,v) em (11.1). Como
0 < 6 < 7 e pelas condigoes my > 0 e mz < 0, a fungao cos ¢ é sempre positiva. Como
o angulo ¢ esta definido no intervalo 0 < ¢ < 27, entao ¢ deve satisfazer? 0 < ¢ < /2

Para obter (11.10) também se utiliza (11.9).

Uma forma mais clara de explicar isso é a seguinte. Estabelecemos os intervalos A = {y €
Ri0<p<2neB={peR0<p<7/2 ou 31/2 < ¢ <2r}. O angulo ¢ que aparece
na matriz (11.1) estd definido no conjunto A. As equagdes do corpo rigido (Equagoes de
Euler-Poisson, integrais de movimento, etc.) implicam que ¢ pertence ao conjunto B C A.

2



4

ou 37/2 < ¢ < 2m. A funcao sing é positiva no intervalo 0 < ¢ < 7/2 e negativa no

intervalo 37/2 < ¢ < 27.

Agora, podemos substituir a equagao (11.17) nas equagoes (11.11) e (11.12) e obter

um sistema de equacoes para os angulos p, 0 e ¥

2
: mo ms\~ (1 — cosf)?
O=t+—\|1—|—| ————— 11.18
_[2 \l <m2> Sil’l29 ’ ( )
. mg ma(l—cosf)cosb
-2 11.1
@Z) 13 ]2 sin29 ’ ( 9)
cosp — M3l cost (11.20)

me sinf
Se as solugoes p(t), 0(t) e (t) desse sistema implicam lim; o R;;(p(t), 0(t), ¥ (1)) = d;j,
entao elas representam uma boa aproximagao para o movimento de um corpo rigido.

Iniciando a solucao do sistema por (11.18), multiplicamos ela por sin 6 e considera-

mos a substituicao u = cos . Obtemos a equacao:

1
U= il— (1 — u][(m3 + m2)u +m} —m3]. (11.21)
2

A solucao dessa equagao diferencial é dada solucionando a integral:

du t
/ +c==+—,
VI = ul[(m3 + m2)u+m3 — m3] Iy

onde, c = const, (11.22)

e depois substitindo u = cos . Obtemos duas solu¢oes dadas por:
cos 0(t) = M3 & 13 cos kt + c, onde, ¢y = const. (11.23)

A condigao limy o R;;(¢(t),0(t), ¥(t)) = d;; em (11.1) implica lim,_,o R33 = lim; o cos§(t) =
cos0(0) = 1, porque (11.23) é continua. Entdo, as constantes sao dadas por ¢, = 0 e

c_ = 2m3. Substituindo elas nas solugdes (11.23):
cos O, (t) = m3 +micoskt, ou, cosO_(t) =1+ m3(1 — coskt). (11.24)

A solugao cos #_(t) é inconsistente com uma fungao cosseno por assumir todos os valores

do intervalo [1,1 + 2m3] quando ¢ € [0, 7/k]. Logo, a unica solugao da equagao (11.18) ¢é*

cosO(t) = 13 + micoskt, ou, sinf(t) = \/1 — (M3 + 13 cos kt)?. (11.25)

Agora, substituindo (11.25) nas equagoes (11.19) e (11.20), obtemos:

ms 1

D(t)=o¢+ onde, ¢ = (I — I3)ms/ 13, (11.26)

A A )
21, 13 + 3 cos? &t

1 — coskt 1+ cos kt
= i 1) = . (11.27
cos p(t) mg\/l + 13 + 13 cos kt’ ou,  sing(t) \/1 + M3 + 13 cos kt ( )

3 sinf(t) é sempre positivo, pois 0 < 6 < .
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Comentarios 1:

1. A solugao cos p(t) é sempre positiva para todo instante de tempo, pois m3 < 0. Como
foi deduzido antes, 0 < ¢ < 7/2 ou 37/2 < ¢ < 2m. Como cos ¢(0) = 0, entao ¢(0) = 7/2
ou ¢(0) = 37/2. No intervalo (0, 7/k) a fungao cos ¢(t) é crescente.

2. Agora queremos determinar qual entre ¢(0) = 7/2 ou ¢(0) = 37/2 é o correto.
Considerando um contradominio de 0 a 27, podemos definir uma funcao inversa do cosseno
que seja continua de apenas duas fomas: arccosz : [—1,1] — [0, 7| ou arccoszx : [—1,1] —
[7,27]. Analisaremos cada uma separadamente.

Se arccosz : [—1,1] — [0, 7], sabemos que arccos x é decrescente, pois d arccos x/dz =
—1/v/1 — 22. Para ¢ definida no intervalo 0 < ¢ < 7/2, isso implicaria que ¢ é uma
funcdo decrescente com t, isto é, quando ¢ varia de 0 a 7/k, ¢(t) varia de 7/2 a 0.

Se arccosz : [—1,1] — [m, 27|, entdo, isso implicaria arccosz como uma funcao
crescente*, contrariando a sua derivada. Entdo hd um problema para encontrar a funcao

©(t) no intervalo 37/2 < ¢ < 2.

Dito isso, utilizando a primeira defini¢ao de arccos x em cos p(t) na equagao (11.27),

1 —coskt
©(t) = arccos ( - m3\/ s ) (11.28)

1+ 13 + m3 cos kt

obtemos:

Na equagao acima, ¢(t) é uma funcao decrescente. Isso implica que no intervalo (0, 7/2),
cos p(t) é uma fungao crescente que varia de 0 a 1 porque ¢(t) varia de 7/2 a 0.

3. Como 0 < ¢(t) < /2 pelo comentério anterior, entao sin ¢(t) é sempre positiva.

A equagao (11.19) é resolvida da seguinte forma (onde ¢ = const):

k
() —/<¢+ s - )dt+c—¢t+m3/m SeCQ,EQt) i e (11.29)

21, 2 + m2 cos? L 21, 3sec?(5t) +

A solucao da integral é dada pela substituicao u = tan(%t). Calculando a integral,

obtemos:

k
Y(t) = ¢t + arctan (m3 tan 215) + ¢, (11.30)

Aplicaremos a condicao lim,—q R;;(¢(t),6(t),¥(t)) = &;; para descobrir c. Conside-
rando essa condi¢do na componente Ryy da matriz (11.1), temos lim;—¢ — sin ¢ (t) sin (t) +
cost(t) cosO(t) cosp(t) = 1. Pelas equagoes (11.25) e (11.27), esse limite se torna
limy_g —sine(t) = 1. A composigao de fungoes continuas é continua. Entao, como
¥ (t) em (11.30) é continua, entdo sin(t) é continua. Entdo, o calculo do limite se da
lim;—¢ —sin¢(t) = —sinp(0) = 1 Como 0 < ¢ < 27 pelas condigbes de construgao (11.2),
entdao ¥(0) = 37/2. Logo, a funcdo ¥(t) solugao da equacao (11.26) que satisfaz as

4 Pois, na medida que x varia de —1 a 1, arccos z também deveria variariar de m a 27. O que
caracteriza uma funcgdo crescente.
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condic¢oes de contorno é

Y (t) = ¢t + arctan (m3 tan ];t> + 3; (11.31)

Comentarios 2:
4. Utilizando as relagoes sin(arctanz) = x/v/1+ 22 e cos(arctanz) = 1/v/1+ 22, as

expressoes para cos ¢ (t) e sin(t) sdo:

sin ¢tv/1 + cos kt 4+ mg cos ¢ty/1 — cos k

cos(t) = (11.32)
\/1 + M3 + M3 cos kt
sin (t) = — cos ¢ty/1 + cos kt + Mg sin ¢t/ 1 — cos k (11.33)

\/1+m3—|—m2(:osk’t

5. Quando t € (0,7/k) C R, entdo 0 < (t) < me 0 < p(t) < w/2. Qualquer valor de
tempo fora desse intervalo nao pode fazer parte do dominio das solugdes® 0(t) e ¢(t).
Pela equacio (11.31), 1(0) = 37/2. E pela equacio v (t) em (11.26), ¥(t) é uma
funcéo decrescente, pois, pelas condicdes de contorno: 9)(t) < 0. Também, como ¥(t) é
continua, deve existir algum ¢y, que representa um limite da nossa construcao de 0 < 1),

isto é, ¥(t) — 0 quando t — 5. O tempo t, deve satisfazer

3 k
o = ¢ty + arctan | mgtan —tg |. 11.34
2 2

Dito isso, o dominio das solugoes p(t), 0(t) e 1 (t) deve ser (0, min{7/k, to}).
Concluimos, o conjunto de solugdes ¢(t), 0(t) e 1(t) do sistema (11.18)-(11.20) que

> Se t nao estivesse nesse intervalo, entdo 0(t) nao obedeceria 0 < 6(t) < m, que a condigdo
(11.2) da construgado da matriz R em fungao de dngulos de Euler. Ela sempre precisa ser
satisfeita.
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satisfaz lim,_o R(p(t),0(t),¢(t)) = d;; é dado por

cos 0(t) = 1mj + 3 cos kt,

ou, (11.35)

sin 0(t \/1 — (M3 + ™3 cos kt)?,

sin ¢t/1 + cos kt 4 1113 cos ¢t/1 — cos k

\/1 + M3 + 13 cos kt
ou, (11.36)
— cos ¢t/ 1 + cos kt + mg sin ¢pt/1 — cos k

\/1+m3+m2c:osk:t

cos(t) =

sin(t) =

0 . 1 —coskt
cos = —m
7 N1+ M+ mdcoskt’

ou, (11.37)

in (1) 1+ coskt
sin = )
7 1+ M3 + m3 cos kt

O dominio dessas fungoes é dado por (0, min{w/k,ty}), onde to é dado pela relagao (11.34).
Esse dominio implica que os dngulos de Fuler obedecem 0 < 0§ < m, 0 < ¢ < /2 ¢
0 < < 37/2 e que a posicao inicial do corpo rigido em termos de angulos de Euler se
aproxima como (¢, 6,¢) — (7/2,0,37/2).

Substituimos as solugdes (11.35)-(11.37) nas velocidades angulares (11.4)-(11.6) e

na matriz (11.1) obtemos:

ms

mo . ma
Q= —singt, Qy=—cos¢t, Q3=—, (11.38)
I I I
cos kt cos ¢t — M3 sin kt sin ¢t — cos kt sin ¢t — Mg sin kt cos ¢t e sin kt

Thy sin kt cos ¢t + (13 + M3 cos kt) sin gt —1hg sin kt sin ¢t + (13 + M3 cos kt) cos ¢t 1mamz(1 — coskt) | . (1 139)

—1hy sin kt cos ¢t + etz (1 — coskt) sin ¢t iy sin kt sin gt + 1afz(1 — coskt) cos gt M2 + 13 cos kt
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12 Notagao e equagoes basicas do problema

Neste pardgrafo estamos desenvolvendo os métodos aplicados no artigo (56). Antes
de discutir as solucoes para as equacoes de FEuler-Poisson que descrevem os movimentos
de um corpo rigido, em especial, usando Cauchy-Kovalevskaya, vamos obter a solugao
geral desse sistema de equagoes diferenciais utilizando a féormula (2.10). Representando as
colunas da matriz RT por G;(t) = (R, Rio, Ri3)", as equagdes de Poisson (2.8) podem
ser reescritas na forma vetorial: G; = [G;, Q]. A fim de resolver (2.7), (2.8), considere o

seguinte problema de Cauchy:
Q=199 Q;(0) = ), (12.1)

G; =[G, Q] Ri;(0) = R, (12.2)

(YR
onde os dados iniciais )] e R}; sio ntimeros arbitrarios, e I é uma matriz diagonal da
seguinte forma: I = diagonal(Iy, I3, I3). As solugdes para este problema com os dados
R}; = 45 descrevem todos os movimentos possiveis de um corpo simétrico que, no instante
inicial ¢ = 0, tem seus eixos de inércia direcionados ao longo dos eixos do laboratoério:

As equacoes de Euler-Poisson (para um corpo simétrico) admitem varias integrais

de movimento. Elas sao

Q3(t) = Q5 = const, (12.3)
1 3
B Z I,Q? = FE = const, (12.4)
=1
3
(RIQ)l = ZIjRiij =m; = const. (125)
j=1

Para movimentos de corpo rigido, E' e m; representam a energia rotacional e os componentes
do momento angular, respectivamente. Além disso, tomando a igualdade (12.5) em ¢ = 0
e usando R;;(0) = §;;, obtemos a relacdo entre o momento angular conservado e os
valores iniciais da velocidade angular: €2;(0) = m;/I;. Usando este resultado em (12.4),
concluimos que a energia ao longo de qualquer trajetéria é fixada pelo momento angular:
E=3ymi/;

As equagoes (12.1) e (12.2) formam um sistema auténomo de 3 + 9 equagdes
diferenciais nao lineares de primeira ordem. Seus lados direitos sao polindmios e, portanto,
representam fungoes analiticas de 3 + 9 varidveis. De acordo com a férmula (2.10), a

solugdo tnica para o nosso problema de valor inicial é dada pelas séries

Q(t, Q;) = exp [t([G;, Q']bagab + (I, Q'])CG?%)} Q' = exp lt([‘l[fﬂ', Q,DC@?Z’C] Q'
(12.6)
G,(t,Y., R,;) = exp lt([G’ Q/]bi—l— (I 118y, €Y)). 0 )]G’.. (12.7)
T @ OR 4, ’ oY, ’
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Nosso objetivo é somar essas séries e tentar escrevé-las em fungoes elementares. Comegamos

analisando as equacgoes de Euler.

Solugao geral para as equagoes de Euler. O primeiro termo da série de poténcias

(12.6) é apenas €2'. O préximo termo apresentamos da seguinte forma:

2
(1—1[19’,9’])08?2/ Q=¢ |- | =917, (12.8)
‘ 0
0
onde ¢/:(]2—]3)Qg/]2, € T3: -1 0
0O 00

Acima temos trés equagbes (uma para cada componente do vetor Q) e a mais interessante
delas é a da terceira componente. Isso significa que o componente €25 pertence ao nicleo
do operador diferencial linear (I7'[I€,Q]).53,. Como consequéncia da utilizacdo da
formula (2.10), fungoes de elementos do nﬁcleoc do campo vetorial h* também perten-

cem ao seu nucleo, veja a proposi¢do 3 do apéndice. Ou seja, como as fungoes f(€25)

pertencem ao nucleo, consequentemente temos [(I “HIQY, ). 83,}& = 0. Entao, os

2
préximos termos aparecem imediatamente: para n = 2 temos [(I Iy, Q’])c%] Q=

[(]_1[19’, Q’])Cag,c] (¢,T39/> = (gb’Tg)ZQ', e assim por diante. Realizando indugdo mate-

madtica, a série (12.6) é reescrita como!

Qt, Q) = B = (Z Z'qa'”:r’;) Q. (12.9)
n=0 """

Além disso, as poténcias pares e impares da matriz Ty satisfazem as relagoes T3" =
(=1)"diag(1,1,0) (exceto por n = 0) e T3"t* = (—1)"T5, respectivamente. Entdo, conside-

rando isso na soma acima, obtemos

cos¢d’'t sing't 0 Qf cos @'t + QU sin @'t
Qt, Q) = | —sing’t cosg't 0|Q =|—-Qsing’t +Qycosd't |, (12.10)
0 0 1 ,

a conhecida solugao geral das equagoes de Euler para o caso de Iy = I, em fungoes
elementares. Representando a solucao geral das equacoes de Euler no caso de um corpo
rigido simétrico livre, uma vez que a tnica condigao que separa as duas situagoes (de todas
as solugoes do sistema e das solugoes que descrevem um corpo rigido) é o dado R;;(0) = d;;.
Entdo, a velocidade angular £2(¢,€2}) gira em torno do terceiro eixo do referencial fixo no

corpo no sentido horario com frequéncia ¢'.
1

Anteriormente foi mencionado: se o sistema fosse linear, a solucao seria imediata. Essa é a
solugdo. Mais especificamente, com a condigao I} = Io, as equagoes de Euler (2.7) revelam-se
um sistema autdénomo e linear com coeficientes constantes. Esta classe de sistemas possui
uma solugao geral imediata. O interessante é que poderiamos chegar a esse resultado a partir
da férmula (2.10).
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13 Solucgao geral para equagoes de Poisson usando integrais de movimento

Neste capitulo vamos tratar da solucao geral das equagoes de Poisson (12.2). Vamos
entdo tratar até mesmo das solugbes que nao descrevem um corpo rigido (talvez nem
mesmo algum sistema fisico). Ainda mesmo nesse caso, a energia (12.4) e o momento
angular (12.5) sdo integrais do movimento do sistema (12.1), (12.2). Mesmo que essas
integrais sejam encontradas por leis fisicas, elas continuam sendo constantes em relacao a
t independente das condigoes iniciais, ou seja, até para um sistema nao fisico, elas ainda

sao integrais de movimento do sistema (12.1), (12.2). Em ¢ = 0 elas tomam os valores
2F = L(Q + %) + LY, m; = (Y Ry + %RY,) + LR, = (I, GY). (13.1)

Por cédlculo direto, obtemos® VE = 0 e Vm; = 0, o que endossa uma relacao entre integrais
de movimento e o nicleo de V. Esta relagao também é explorada pela proposicao 3 do
apéndice. Além disso, lembre-se que fungoes dos elementos do nicleo como f(E,m;) ou
g(€) satisfazem V f(E,m;) = 0 = Vg(Q2}). Esses fatos sobre integrais de movimento

serao importantes para explicar o seguinte lema:

Lema 1. Dada uma matriz numérica A = diag(As, Az, As), entdo o operador diferencial

linear V obedece as relagoes:

I M, G,
VALY, G) = <A3 - ;’A2> [— (—1)"1{;’2”(]{/;62)1, para n > 1, (13.2)
2

I G, QY
V2n+1(AQ/, G;) — <A3 _ [3‘/42) [(_1)nk/2n+13[k1/’]3]’ para n 2 O, (13_3)
2

onde:

I I I?
M = diag (égzgﬁ, TZ’Qg?, —(7 + Q’j)), and K = JQQQ + 2+ é@gﬁ. (13.4)

O lema acima sera utilizado para obter os coeficientes da série (12.7). Ele é uma
consequéncia das integrais de movimento das equagoes de EP. Em primeiro lugar, considere
os fatos tuteis:

1. A funcdo f(E, Q) = (2E — %% /I, = Q) + Q% também pertence ao nicleo de V.
Com isso, vemos que os componentes da matriz M satisfazem VM; = 0. Evidentemente,
como k' = \/Mg — I3M5/ 15, também temos V&' = 0.

2. A aplicagdo de V na terceira componente de G; nos fornece VR; = [G], Q]5.
Substituindo isso em Vm; = LV(Q| R, + Q4R.,) + [5Q5V R, = 0, obtemos a rela-
cao V(Q Ry + Q4 R.,) = —I3Q5V R., /1. Entao, podemos escrever uma combinagao linear

1 Nos capitulos 13 e 14 fixamos a notagio V =[G/, Q’]b%% + (I 1Y, Q’Dcaiﬂ,c para simpli-

ficar nossas equagoes.
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de V(Q R, + QLR],) e V(Q4R.,) como segue

V(AR G)) = AV (O R), + QRRly) + AsV(QRL) = (A3 - 2&)9@[@2, Q. (13.5)
A seguir, aplicando V em (13.5), por célculo direto, obtemos VZ(AQY,G)) = (A3 —
LAy /L) (M, G!). Como as componentes em M pertencem ao nicleo de V, a matriz
M é tratada da mesma forma que A em relagao a esse operador. Entao, podemos trocar
A por M na tltima equagdo e escrever V2(MQ' G)) = (M3 — I3My/L)(MY,G)) =
—K 2(]\/[ Q' G)). Essa relagao pode ser entendida como uma progressao geométrica. Por-
tanto, considerando a sequéncia a,, = V**(MQ', G), temos a,., = V*[VZ( M, G))] =
—K 2V2”(M Q' G)=—F %a,. Além disso, seu termo geral tem uma forma bem conhecida
dada por V*"(MQ' G)) = (—K)*(MSY,G)). Entdo, substituindo este resultado em
VI(AQY, G)) = (A3 — [3Ay/ L)V 2 (MY, G)), obtemos a expressdo (13.2) e, apés isso,
aplicando V em ambos os lados obtemos (13.3). Este lema também poderia ser obtido
pelo célculo direto dos termos V(A G!) e entdo feito uma indu¢ao matemética. Isso
significa que, apesar deste resultado ser consequéncia das integrais de movimento, vemos

que o calculo direto da série (12.7) ja conhece esta informagao.

Agora, usaremos esse resultado para somar as séries (12.7). Os coeficientes mais
simples de obter sdo os das componentes R;3. Basta colocar Ay =0 e A3 = 1/ no lema

e o resultado obtido sera:

1 M G
VR 3 = —Q,(—l)”k'%( k’; G’), para n > 1, (13.6)
3
G, Q
VR = (—1)"k’2n+1[’}€,]3, para n > 0. (13.7)

Substituindo-os em (12.7), obtemos a solugao geral da terceira componente das equagoes

de Poisson em fungoes elementares:

1 & on (MY, G & 2] ont1 [Gh, 5
‘ QO RY=R.,— — Z (=) T L (1) = TS
Ria(t, 82y, Rop) = R anz::lQn!( )k k' +nzz:0(2n+1)!( )k K
M, G G,
= R,i3 + (1 — COS klt)((zlk’ﬂZ) + sin k/t[l}fl]g (138)
3

As fungdes R (t, 0, R, 5) e Ria(t, 2, Ry, 5) podem ser apresentadas através de Ri3(t, <2, Ry,5)
como segue: usando (13.7) com n = 0 e a componente m; do momento angular conservado

(13.1) obtemos o sistema linear
leRlil - Q,IR/Z‘Q = VR/Z‘?,, IQ(QllRlil + QIQR/ZQ) =m; — IgQgR/ig, (139)

determinando os dados iniciais R';; e R';» até R';3. Resolvendo o sistema, obtemos
1

Ry = ——5——
L L2+ 05

[IQQ/QVR/i3 + (mz — I3QgR,13)Q/1],
(13.10)
1

Rig=——b—
C L+ 9

[_IQQ/1VR/Z'3 -+ (mz — IgQéRllg)QIQ]
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. 2 2
Essas relagoes valem para os dados iniciais €)° 4+ Q5" # 0. O caso Q] = Qf = 0 deve ser
considerado separadamente, veja abaixo.

tv

Vamos aplicar o operador e"V a ambos os lados dessas relagoes entre os dados

iniciais. Com o uso de (2.11) e (2.12), nés os transformamos nas relagoes entre as solugoes

1 .
Ri(t, Y, R5) = m[[292(t, Q) Ris(t, Y, Ry,5)
+ (mz - ]3Q§3R13(t7 Q;a ;B)Ql(tv Q;)]a (1311)
1 .
Rio(t, 2, Ry 5) = m[—bﬁl(t, QL) Ris(t, 2, Ry, 5)
+ (m, — IgQngg(t, ny, /a,8>>§22(t7 ny)] (1312)

Na obtencdo deste resultado foi utilizado que as quantidades Qf, (7)% + (€2)? e m; estdo
no nicleo de V. Substituindo (12.10) e (13.8) nas equagdes acima, obtemos-as através de

fungbes elementares:

k't 1-— k't k't 1-— k't
Rﬂ(t,ﬂ',R’)z{K Qésgl,,{, 139’1(228)>cos¢’t—< Q&Sgl,k, 1395(;,25)) sincb’t}(Mn',GQ

sin k't
kl

sin k't

+ KIQQ'QCOSk’t L, ) cos 't — (129' cos k't + L0, [z > ingb’t} Q. Gl; (13.13)

+ (m; — LG R 13)(Q cos @'t + Qf sin qb’t)}/[IQ(Q/IQ + Q';)]

sin k't cos k't , sin k't 1—coskt)) . ,
Rip(t, QY R = {K oY —— Ui IJQ’(k2)> cos 't + < o —— AT I3Q,1(k:/2)> smqﬁ't} (MY, G))

nk't
K

>Cb¢t+<zgggcosm IJQ’Q’SH;:]”>51H¢I‘}[Q’ Gl (13.14)

+ |:<IQQI1 cos k't + IgQ’QQ’
- (s~ B R)(-hsinft + O coso't) | /1RO + 057)

onde Q% + Q4% #£ 0.
O caso Q] = Q) = 0. Para os dados iniciais com 2} = ) = 0, Eq. (12.10) implica
Q(t, ) = (0,0, %)T. Entao as equagoes de Poisson (12.2) afirmam que os vetores G;
precessam em torno deste vetor constante. Com isso, as equagoes de Poisson sao reescritas
como

Ry = MRy,  Rip=—-Q4Ry,  Ri=0. (13.15)
E um sistema de equagoes diferenciais linear, também escrito na forma G, = QLT3G;. Isso
¢ o mesmo que (12.8), entdo a solugdo geral para as equagoes de Poisson (13.15) é dada

por

R/H COS Qgt + Rllg sin Qét —R/H sin Qgt + Rllg COS Qgt Rllg

R(t, %, R;) = | R'y1cosQyt + Rlopsin Qit — R/ sin Q4t + Ry cos it Rlag

R/31 COS Qét + ngg sin Qgt _R/3l sin Qét + ngg COS Q%t ngg
(13.16)
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As equagoes (12.10), (13.8), (13.13), (13.14) e (13.16) configuram a solugao geral
para as equagoes de Euler-Poisson para o caso I} = I5.
Solucgao geral para equagoes de Poisson que descrevem um corpo rigido simétrico
livre. Como vimos anteriormente, o movimento do corpo rigido corresponde as solugoes
(13.8), (13.13) e (13.14) no ponto (t,m./1I,,d.p). Além disso, a expressao final para a
matriz de rotacdo adquire uma forma mais transparente se ajustarmos as orientagoes
dos eixos do Laboratério e o vetor de momento angular conservado. Como R;(0) s@o os
autovetores do tensor de inércia I, podemos definir arbitrariamente IR;(0) = IL,R4(0)
e IRy(0) = ILR»(0). Entdo qualquer combinacao linear dos vetores R(0) e Ry(0) é
um autovetor de I com autovalor I. Além disso, como temos R;(0) = e;, podemos
girar livremente os vetores e, ey (gerando uma nova base ortonormal {e], e, e3}) da
base Laboratério até que o vetor m (escrito na antiga base e;) pertenca ao plano gerado
por €}, e; sem quebrar o carater diagonal do tensor de inércia I. Entao, desde o inicio,
podemos escolher esta configuracao, mantendo I como diagonal e tendo m; = 0. Em
ultima analise, as condigoes iniciais para as equacoes de Euler-Poisson sao traduzidas nas
constantes da solugdo geral para as equacoes EP como R}; = §;;, 2 =0, Q) =my/I; e
Y, = mg/I3. Substituindo essas constantes em (12.10), (13.13), (13.14), (13.8), obtemos as

equagoes de movimento de um corpo rigido simétrico livre dadas por a velocidade angular

m m m
Q) = —singt, Qy=-—cos¢t, Q3=-——  where ¢= (I — I3)ms/Is1s,
I, I I
(13.17)
e a matriz de rotagao R(t)
cos kt cos ¢t — M3 sin kt sin ¢t — cos kt sin ¢t — 13 sin kt cos ¢t Mg sin kt

Mg sin kt cos ¢t + (M3 + M3 coskt)sin gt —1hg sin kt sin ¢t + (M2 + M2 cos kt) cos gt 1hama(1 — coskt) |, (13. 18)
—1hg sin kt cos ¢t + Mama(1 — coskt) sin gt Mg sin kit sin ¢t + Mgrhg(1 — cos kt) cos gt 1h2 + 13 cos kt

que descreve a rotacao dos pontos do corpo em torno do centro de massa, apds substitui-lo

em (2.6). Acima temos as frequéncias ¢ = (Iy — I3)ms/Io15, k = \/m3 +m3/Iy = |m|/I;
e, assumindo |m| # 0, denotamos m; = m;/|m|. O caso Q) = 2, = 0 acaba sendo

cos ’?—;t —sin T?—;t 0
R(t) = | sin Bt cosEt 0f . (13.19)
0 0 1

Movimento do corpo. Com o propésito de um ponto de vista ilustrativo, suponha
R;3(t) = (Mosinkt, Mmomz(1—coskt), m3-+1m3coskt) sendo o vetor posi¢ao de uma par-
ticula. Entao, a velocidade desta particula é dada por R3(t) = k(g cos kt, mgmgsin kt,
— m2sinkt)T. Esses dois vetores sao ortogonais entre si e, além disso, perceba que a

velocidade da particula é ortogonal ao momento angular conservado m = (0, my, m3)’:
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(m, Rg(t)) = ki sin kt(rhgme — hams) = 0. Entao, a particula se move no plano com
vetor normal na mesma direcao que m. Além disso, possui trajetéria fechada, pois o vetor
posigao é periddico: Rs(t) = Rs(t +27/k). Se 6 é o angulo entre o vetor R3(t) e o vetor

normal do plano, entao
cos) = L = g (1 — cos kt) + M3 + Mmiars cos kt = 1. (13.20)

Este angulo nao varia com o tempo, entao podemos concluir que as particulas possuem
trajetoria circular no plano. O raio sera dado por sin @ = My, pois o vetor posicao possui

comprimento unitério. Além da rotacio ter frequéncia angular uniforme |Rg(t)|/my = k.

Como os eixos de inércia estdo sempre na mesma dire¢ao dos vetores R;(t), o
terceiro eixo de inércia precessa com velocidade angular uniforme £ em torno do eixo na
dire¢do do momento angular conservado m enquanto os outros eixos de inércia giram em
torno do eixo variavel na direcao R3(t) para cada instante de tempo. A diferenga entre
este movimento mais geral e o movimento descrito por (13.19) (caso m; = mg = 0) é
que o terceiro eixo de inércia ¢ fixo na mesma dire¢ao que o terceiro eixo do referencial
Laboratério. Entao os outros girarao em torno do terceiro eixo fixo com velocidade angular

uniforme ms/I3.
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14 Solugao geral para equagoes de Poisson por soma direta de séries para
todos R;;

No capitulo anterior a matriz de rotacdo R(t) foi obtida fazendo uso de propriedades
causadas pelas integrais de movimento. Esse caminho mascarou tanto o célculo que nao
ficou claro onde estavamos somando as séries. Assim, para mostrar ainda mais a capacidade
da férmula (2.10), neste capitulo iremos somar diretamente as séries (12.7). Para tanto
, mostraremos explicitamente como sdo dados os termos V" R};. Quando n = 0, temos
o primeiro termo ;. Quando n = 1, o termo VR;;’ identifica-se com as equagdes de
Poisson:

VR, = —e;mQ R, =[G, Q). (14.1)

ij
Quando n = 2, obtemos a féormula:
VPR = =Ry + (By) 40, (14.2)

onde B; sao trés matrizes diagonais 3 x 3 dadas por

B; = diag((B£Y, G)), (B, GY), (Bs', G)), (14.3)
I Iy I
onde By = diag 1,1,2——3 e Bs = diag —3,—3,1 .
I I I

Esta equacdo é obtida por célculo direto!:

V2R 5 = V(€japR iaQs) = €jasGi, ]Sy + €jasRia (I 1Y, 2])5
= [[G}, ], &, + ¢[G}, T,
= (G, Y, — QR + (I, — Is)/ L] [diag(R 5, R 5%, —(R'a Q) + R %)),
= QR + (B:); 2 (14.4)

Com este resultado, ndo precisamos mais calcular diretamente os proximos termos. Vimos
anteriormente que 2 e % + Q4% pertencem ao nicleo de V. Isso implica que Q' = Q)
também pertence a esse conjunto. Por isso, podemos definir recursivamente as ordens
pares dos termos V" R';; da seguinte forma:

VR, =R, e V™UR. =_Q°V*R.+V™(B);Q], para n>0. (14.5)

177
Os termos de ordens impares sao dados aplicando V a ambos os lados das equagdes acima:

VR = —jum QR

1]

and VXOMRL = QYR 4+ VI (B);Q)], for n > 0.
(14.6)

m?

! Nesta derivagio o produto vetorial [G}, T€Y] foi calculado explicitamente.
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Os termos V"[(B;);£2] sdo calculados de acordo com a regra geral de Leibniz (A.1). Para
comodidade do leitor, abaixo temos explicitamente estas expressoes:

n

V2n Q/ _ Z < >v2a ) VQTL Qan + Z (26 )va—i—l(Bi)ijn—(Qb—i-l)Q;’

a=0
(14.7)
2n+1

" (2n+1
2n+1 2a B 2n+1— QQQ/
vt =3 (e S (5

a=0

) v2b+1 (BZ)]v2n—2bQ;
(14.8)

A equagao (14.7) estd definida para n > 1 e (14.8) estd definida para n > 0. Acima
também temos V"' = (¢/T3)"Q2 = ¢/"T3€Y, isto é V*Q, = ¢ *F[diag(Y,, Q%,0)]; (exceto
por n = 0) e V) = ¢ H(T3Q); e os termos V*(B;); sio dados pelo lema 1.

As equagdes (14.5), (14.6) determinam completamente os coeficientes da série
(12.7). A seguir, mostraremos como utilizé-los para obter a componente R;; na matriz
(13.18). Escolhemos este componente porque seu calculo tem relativamente a mesma
dificuldade dos demais R;1, R;» e o calculo para o R;3 é mais simples e ndo mostra muita
aplicabilidade das nossas formulas. Para isso, primeiramente substituiremos as condi¢oes
iniciais de um corpo rigido simétrico nas equagoes (14.6)-(14.8). Para facilitar o célculo,
nos as consideramos na forma:

TZj = Qb + mgk’ R/ij = (52']‘, (149)

onde ¢ = ([2 — [3)77’1,3/]2[3, k= \/?7122 +m32/[2 = \m]/IQ [§ ﬁ’lz = ml/]m\, com ]m| 7é 0.

Quando as condicoes iniciais sdo substituidas, as constantes ¢’ e k' tornam-se ¢ e k da

V=0, Q=-2=rk Q=

matriz (13.18), respectivamente. Entdo, apds serem substituidas nas equagoes (14.7) e
(14.8), obtemos

0, para n =20,

—2m22(_1)n Zg:_ol (2b+1)![22:' (2b+1) ]|k32b+2¢2n 2b7 para n Z ]_,
(14.10)

VEH(B,Y, GY)Q] = 0, para n > 0. (14.11)

VE(BaSY, G| =

Entéo, substituindo esta e as condi¢oes iniciais (14.9) nas fungoes (14.5), (14.6), obtemos

as fungoes recursivas
VR, =1, V2Rj, = —(k* + ¢ + 2imzke),
VEOVRE = —(K* + 67 + 2imske) VP Ry,

n-l 2n!

—2my*(=1)" bz:(:] (2b+1)![2n — (20 + 1)]!

E2H202n=2 0 for p> 1, (14.12)

VR;] — O, VQ(”I-FI)-FIR;] — _(kQ + ng + 2m3k¢)v2n+1R/

Zj7

for n >0, (14.13)
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que determina todos os coeficientes da série de Ry;. Entao, obteremos essa série aplicando
as férmulas acima: em primeiro lugar, é imediato que todos os termos em (14.13) sejam
nulos. Assim, os coeficientes da série para R;;(t) sao dados apenas pela fungao (14.5).
Entao, os termos pares descritos por (14.12) sdo dados da seguinte forma: os dois primeiros

termos sao dados VPR}; =0 e

V2R, = (k* + ¢* + 2ske) = —2! ( T qj + m3k¢>
— - 1 2k 1 2—2k S

Entao, para n = 1, noés temos

VAR = —(K + ¢% + 2msko) VP R'1y + 4mo°k?¢? = (K° + ¢ + 2migk)? + 4my°k? ¢
4 k2 2 3
Sl (B

I 401 219l
2 1
_ 2k pi—2k E2k+1 04— (2k+1) | |
13 (gt ™) + oo X (o™
(14.15)
Para n = 2:

VR = —¢! i 1 k2k¢6—2k + i 1 k2k+1¢6—(2k+1)
H | &\ 2k!(6 — 2k)! P\ 2k + )16 — (2k + 1)]! ’

(14.16)

e assim por diante. Entao, os termos de ordem par obedecem o seguinte padrao:

- 1
npl —1)"2n! k,2k 2n—2k
ViR = (=)"n [Z<2k!(2n TR

n—1 1
((2k+ D![2n — (2k+ 1)]!

L2k ¢2n—(2k+1)>] . (14.17)

A afirmagdo acima é confirmada por indugao ao substitui-la em (14.12). Substituindo ela
e (14.13) em (12.7), obtemos a série

1)nt2 oo n—1 ( 1)nt2n B
R ]{72k 2n—2k k2k+1 2n—(2k+1) )
ul §§<2k' 7T )*m ZZ( et len— @k DI

(14.18)

Esta série pode ser representada em funcgoes elementares da seguinte forma: considere as

sequeéncias

(_1)mk,2mt2m (_1)m¢2mt2m

am(t) = I b (t) = S , (14.19)
B (_1)mk2m+lt2m+l B (_1)m¢2m+1tmk+1
em(t) = Cm+ 1)l dm(?) Cm+ 1)l (14.20)
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e a equacao (14.18) escrita como uma funcao delas

oo n oo n—1
Ris(t) =Y. askbop—ok — 3 Y > Corr1don—2k+1)- (14.21)
n=0 k=0 n=1 k=0

Como essas sequéncias representam os coeficientes da série de senos e cossenos, eles
convergem para qualquer ¢ € R. Além disso, pela afirmacao do teorema de Cauchy-
Kovalevskaya, a série (14.18) é localmente convergente em torno de ¢ = 0. Entdo, existe um
resultado basico (45, 46) sobre o produto de séries de poténcias convergentes que podemos
usar. Ele diz: se a série de poténcias > oo a,z”, Y00 bya™ converge (pontualmente),
entdao 300 o S (a;xt) (bp—ix" ") = (320 anx™) (3202 o byx™) também converge. Além disso,
aplicando este resultado em (14.21), podemos escrever a fungdo Ry;(t) como:

o= () () (5 (£
(5 e (5 ey

n=0 m=0

) e’} _1 nk2n+1t2n+1 0 _1 m 2m+1t2m+1
g S5 R (8 (e
n=0 (2n + ]‘) m=0 (Qm + 1)
= cos kt cos ¢t — Mz sin kt sin ¢t. (14.22)

O mesmo procedimento pode ser feito para as demais componentes em (12.7). Natural-
mente, depois de fazer isso, obtemos a matriz (13.18).

Commentario: Sobre as fungoes (14.5), (14.6): também poderiamos obter os ter-
mos gerais pares e fmpares V*"R';;, VR .. Por exemplo, isso poderia ser feito
para ordens pares da seguinte forma: ji que V2*R'; = —QIQR/Z']' + (B;);€2;, entdo
ViR = Q% (—Q°R; + (B:);) + V?[(B;),€)] e assim por diante. Realizando indugéo
matemética, aparece V'Rl = (—Q)"Rl, + 3324 (= Q)" 7FV*[(B;),;)], onde n > 1.
Aplicando V em ambos os lados nas tltimas equagoes, obtém-se o termo geral para os
termos de ordem impar. O problema desta abordagem ¢ a dificuldade de escrever as séries
Ri(t, ¥, R') e Rio(t, 2, R') através de fungoes elementares. Mesmo que simplifiquemos a
série substituindo as condigoes iniciais, isso ainda nao ajuda muito. Este mesmo problema

acontece ao tentar usar (14.5) e (14.6) para obter a solugao geral das equagoes de Poisson.
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15 Conclusao.

Neste trabalho, desenvolvemos uma formulagao completa da dindmica de corpos
rigidos livres a partir do principio variacional (2.1), (2.5). Essa abordagem permitiu
deduzir de forma direta todas as quantidades relevantes do sistema como o centro de
massa, os graus de liberdade rotacionais, o tensor de inércia e o momento angular, bem

como suas respectivas equacoes de movimento, sem recorrer a postulados adicionais.

Com base nessa formulagao, identificamos trés sistemas equivalentes de equagoes
para descrever a rotacao do corpo em torno do centro de massa:
1. As equagoes lagrangianas de segunda ordem para a matriz de rotagdo R;;(t) (7.1);
2. O sistema hamiltoniano de primeira ordem para R;;(t) e €;(¢) (9.1), (9.2);
3. E um sistema reduzido em que €2; é eliminado em favor das constantes de movimento,

resultando em equagOes puramente para R;;(t) (9.15), (9.16).

O principal resultado desta dissertacao foi a obtencao da solugao geral das
equacoes de Euler-Poisson para um corpo rigido simétrico livre, com condigoes
iniciais arbitrarias (12.1), (12.2) (56). Esse feito foi alcangado através da aplicacao
cuidadosa do teorema de Cauchy-Kovalevskaya (A.3), que assegura a existéncia
e unicidade de solugoes analiticas para sistemas diferenciais auténomos com condigoes
iniciais bem definidas. Utilizando séries de poténcias guiadas pelas integrais de movimento,
conseguimos somar explicitamente os termos dessas séries, obtendo expressoes exatas em
fungoes elementares tanto para a matriz de rotacao R;;(t) (13.18) quanto para a velocidade
angular €;(¢) (13.17).

Essa abordagem alternativa, livre do uso de angulos de Euler, revelou-se espe-
cialmente eficaz. Além de fornecer solucoes fechadas para o movimento rotacional, ela
destacou de forma natural o papel das simetrias e integrais de movimento na estrutura da
solucao, veja o lema 1 no capitulo 13. No caso simétrico, a solucao final representa uma
precessao regular em torno do eixo do momento angular, com duas frequéncias distintas

associadas a rotagao intrinseca e a precessao (10.27).

Também discutimos aspectos frequentemente omitidos nos tratamentos tradicionais:
o fato de que nem todas as solu¢oes matematicas das equagdes de movimento representam
movimentos fisicos possiveis de um corpo rigido; a necessidade de condigbes iniciais
compativeis com o uso de um tensor de inércia diagonal; e a dependéncia da energia
rotacional em relagdo ao momento angular, o que a impede de ser uma integral de

movimento independente.

Por fim, este estudo mostra como o uso sistematico de métodos variacionais, aliado
a uma andalise rigorosa das equacoes diferenciais envolvidas, pode fornecer uma descri¢ao
clara, completa e construtiva da dindmica de corpos rigidos livres. Ao alcancar uma

solugao geral analitica para as equagoes de Euler-Poisson com dados iniciais arbitrarios,
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este trabalho oferece uma contribuicao a teoria classica, com implicagdes tanto conceituais

quanto pedagogicas para o estudo da rotagao de corpos rigidos.
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k(,J)_0
th”(2)) 5e

O 7|

APENDICE A — Propriedades das séries ¢ 2b.

Neste apéndice exibimos e discutimos algumas propriedades da férmula (2.10).
Nesta parte do texto fomos amplamente apoiados pela literatura (47, 48, 49, 42, 40, 50, 46,
51, 45). Primeiramente, seja V' um subconjunto aberto de RP. Entao, considere p fungoes

analiticas reais h* : V — R. Definimos um operador diferencial linear hk(z{))a% atuando
0

em conjuntos de fungdes analiticas f : V' — R. Portanto, o resultado (hk(zé) 0 ) f(28)

também serd uma funcao analitica real. Como as func¢oes analiticas sao da classe C*°, para
- n
qualquer nimero natural n, podemos definir recursivamente o operador (ha(zﬂ)) 8‘;) com
0

dominio e imagem em conjuntos de fungdes analiticas. Além disso, realizando a indugao

matematica, vemos que ela obedece a regra geral de Leibniz (52, 53, 50, 54):

(1) paten = 52 (1) (1 o g2 ) sy (o) ey 2

¢ 0

7 | s . . .
para todo nuimero natural n, onde (T;) = i!(:ii)' é o coeficiente binomial.

A préxima proposicao esclarece como obter a formula (2.10):

Proposicao 1. Suponha que V C RP seja um subconjunto aberto e sejam h' : V — RP

funcgoes analiticas, onde i = 1,...,p. Entdo, o problema de valor inicial

P hi(zj), ZZ(()) = zé, onde (zé,zg, ...,Zg) eV, (A'Q)

2t ) =e 226 41 (A.3)
que convergem em alguma vizinhanca de 0 € R.

Demonstragio. Pelo teorema de Cauchy-Kovalevskaya (40), o sistema (A.2) tem uma
solugdo tnica z(t) analitica em algum intervalo aberto J C R contendo 0. Dito isso, existe

r > 0 tal que, para todo t € (—r,r), a série de Taylor

> ﬁd"z"(t)

—n! din

Z(t) =

, (A.4)

t=0

converge absoluta e uniformemente. Sem perda de generalidade, podemos considerar esse
mesmo intervalo para cada ¢ = 1,2, ..., p. Mostraremos que a série acima pode ser escrita

na forma (A.3). Considere a seguinte afirmagao:

drz'(t) INCRAY
20 i

, para todos n numeros naturais. (A.5)
z=2z(t)
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Isso é valido por indugao: quando n = 0, a afirmagao é reduzida a identidade 2'(t) =
2'|.—.). Portanto, para o caso base, a afirmacéo é verdadeira. Assumimos, por hipétese,
que isso é verdade para um n natural. Entao segue a etapa de inducao

drtizi(t)  d INCRAY d i OR'i(29)
aWL—ﬁKWM&QZ] ‘Wﬁ@“”‘w@‘We]

z=z(t) z=2z(t)

o\
= [(hk(zj)w> 211 3 (A6)
z=2z(t)
onde h'(27) = (h¥(27) ;% )"2". Entdo, como tanto o caso base quanto o passo de indugio

sdo verdadeiros, por indugao fraca, a afirmagao (A.5) é verdadeira. Em ¢t = 0, ele fica na

forma
dnz'(t) v 0\ v 0\ v 0\
= h*(z)— | 2 = [ hF(z) =) — ([ pF) L) i
dim {K = )8zk> Z] zz(t)} t=0 K < )azk ’ . (20)325 %0
(A.7)
Substituindo essa tltima equagao na série de Taylor (A.4), nés obtemos:
. oo n . "o RkE(2I) 2 . .
ﬂw:Z(“%>i)%=J(“%%zam$. (A8)
— n! 0z
O

Como em (A.3) temos uma familia p-paramétrica de curvas resolvendo cada equagao
diferencial (A.2), entdo essa férmula também representa a solucao geral do sistema
3 = h¥(27). Mais ainda, sabe-se que a existéncia e unicidade da solugio para sistemas
autonomos pode ser generalizada para sistemas nao auténomos. Entao, se tivéssemos um

sistema nao auténomo
= h'(t, 27, Z(tg) = zp, onde (z5,25,...,28) €V, (A.9)

o teorema de Cauchy-Kovalevskaya também garantiria a existéncia e a unicidade de uma
solucao analitica para o sistema nao auténomo acima. Neste caso, sua solugao seria escrita
como

9 k i\ _0
t(BTO'HL (to,zé)ajg)

2t b, ) = e 2. (A.10)

Em alguns campos da matematica e da fisica, a funcao (2.10) é bastante utilizada.
Normalmente tem duas propriedades principais. O primeiro: z*(0, zé) = z{ é imediatamente
identificado na equagao (2.10). A segunda, também denominada “lei de grupo”, e é
traduzida neste trabalho pela proposi¢ao 2, onde provamos a equagao (2.11). Para fazer

isso, precisaremos dos seguintes resultados:

th¥(z9) =2

Lema 2. O operador e %% tem a propriedade:

the(z)-2. . a(zay 2 N, thP(z) 2 . .
075:f (2020) = (eth #6)2:3 zé) (e 7%:f z{)) = 2,202 (4, 28),  onde 1<i,j<p.

(A.11)
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Demonstragdo. Considere as sequéncias ay, (t) = & (h"’( &) ok k) Zeb,(t) =5 (hk( ) or k) .
As séries Y00 o an(t) e >0 by (t) convergme de acordo com a proposicao 1. Entao, um resul-
tado sobre o produto de série convergente nos fornece a relagao ( i an(t)> ( > bn(t)) =

o o>k ak(t)b,_k(t), veja o final do capitulo 6.3. Escrevendo explicitamente, temos

a

() (D) - (5 an<t>) ( > 0(0) = 3= 3 ahoa()

n=0 n=0 =0 o
0 k . o n—k A
h*(zg) a) P (hb(z5)> o
nz‘:)];) k' ( 0 (920 0 0 82’8 0
e AL 8 n o thk(z’y)i L
e 2 ﬁ (hk<zg)azg> <2026) = e 0 azg (Zozé)’ <A12)

onde foi utilizada a regra geral de Leibniz na ultima igualdade (A.1).

O lema acima ¢é generalizado como se segue:

Lema 3 (Generalizagdo do Lema 2). Considere um produto das varidveis zi: 2y .20,
. . » . B thk(ZO)
onde 1 < 1q,...,1, < p. Entao, a aplicacdo do operador e

% nesse produto obedece

the(z0)-2- 4 the (1) -2 th*(22") 4 . ‘ . .
e % (i i) = (e 0 os zél)...(e ¢ 0% zé") =2 (t, 20")..2 (¢t ). (A13)

Demonstragio. Provaremos esta afirmagdo por indugdo. O caso base (para n = 1) é
verdadeiro pela equagao (2.10). O caso n = 2 foi provado pelo lema anterior. Além disso,

suponhamos, por hipdtese, que isso seja verdade para algum n natural, ou seja:

thk(zg)

2t 222 (L, Z2). 2 (L ) = e o (222,25, (A.14)
. the(z2n 1y 2
Multiplicando ambos os lados por z'»+1 = e %6 2" com 1 < 4,41 < p, nds
obtemos
. o ) ) thk ()2 k(I 2 ;
20t 21 )2 (t, 20).. 2" (E, 20) 2"+ (E, 20) = € 020 (231202, 2t Ve %0 2o, (A.15)

A seguir, considere as sequéncias a, (t) = & (h“(zé) o )n(zf)l 222 eby(t) = & (hk( J"“)aak )nzé"“.
: 0

As séries com esses termos gerais sao convergentes pela hipdtese de indugao!, entdo podemos

1 Como a afirmagdo (A.14) é verdadeira por hipétese e todas 2%(t, zé) s@o séries convergentes,

nods sabemos, por teoria de séries de poténcias, que um produto finito de serleb de poténcias

thE(z 0) )
convergentes tambem ¢ uma série de poténcias convergente. Entao e (,261 z(’f 2y0) =

St oan(t) =000 5 (ha(zo)ag )" (20 282 ..2r) é convergente.
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usar o mesmo teorema de antes e obter

thE() 2 L thk () 2

Z(t, ).t ) = 25t z2 20 )e 22 gintd

~ (S ) (S 00) = S a0
n o \"

> n . . . . 0 n—k )
— he J i1,02  in hb Jn+1y _~
;::O];) k'(n . /{3)' ( (20)828 (ZO &) 20 )( (ZO ) ZS)
. " ] 8 " 11 0 in .in
thk(zj) 2} ;
= om (girgie, i g, (A.16)

onde a regra geral de Leibniz (A.1) foi utilizada. Pela relacao acima, nés podemos concluir
que a afirmacao (A.14) é verdadeira para n + 1. Entéao, por indugdo fraca, ela é verdadeira

para todo natural.

O
Agora, nés podemos seguir para a prova da propriedade (2.11):
Proposicao 2. Considere uma funcao analitica f :V — R. Entdo nds temos:
th¥ (21)-2- , thk(20)-2. . .
e U0 f(z)=fle 0 2) = f(2N(E 20))- (A.17)

Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere 0 € V. Como a funcado f é analitica
em V| entao existe r > 0 tal que para todo (23, 23, ..., 25) € B,.(0) (bola aberta com raio r

centrado em 0 € RP), a série de Taylor de f sobre 0 é dada por?

p
i gk
f(z0) = co + chzo + Z cijad+ Y cirredie + o (A.18)
».7 1 l)])kzl

converge absoluta e uniformemente. Os ntimeros cy, ¢;, ¢; ;... sao os coeficientes da série

thk( J) 9
de Taylor. Aplicando o operador e 5 em ambos os lados e usando o lema anterior,
obtemos

thk(zo)a
e f(2o —00+ch (t,20) + Zcu (t, 20) 27 (t, 20)+
i,j=1
A , .
Z ik (t, 20) 27 (t, 20) 2" (¢, 20) + ... = f(2(¢, 20)).

1,7,k=1

(A.19)

A tltima igualdade na equagio acima precisa de alguma explicagdo. As séries 2°(t, z{))

sao fungoes analiticas (portanto continuas) definidas em uma vizinhanca de 0 € R

2 Nesta férmula e na préxima denotamos f(23) = f(20).
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representada por um intervalo (—r/,r'), com ' > 0. Entdo, a imagem de z(t, 2}) por
(=", 7"): z((=7',7"), 2})) é um subconjunto convexo de RP. Como (z},22,...,27) é um
ponto interior em B,.(0), entdo a intersecio z((—r',7"), z3)) N B,(0) é um subconjunto nao
vazio de RP. Além disso, a ultima igualdade é valida e acontece para qualquer t tal que
2(t, ) € 2((—r', 7", 2))) N B.(0) .

O]

O 1ltimo resultado tem uma aplicagdo interessante. Por defini¢do, a funcao
k(,J\_0

h'(z}) = (hk(zé)a%yé é analitica em V. O operador e = %6 agindo nessa funcio
0
resulta em:
20 h'(2)) = h'(2(t, ) = 2(t, 2), (A.20)

como z(t, z)) é a solucio geral da equacio diferencial ' = hi(z7).

Lembramos que a funcao F(z', 22, ..., 2zP) é uma integral do movimento do sistema
) ) )

(2.9) se, para qualquer solucao z(t), temos

d .
—F(2'(t)) = 0. A.21
SR () (A2)
Existe uma relacao entre as integrais de movimento e o nticleo do operador hk(zg)a%k.
0

Proposicao 3. As duas condicoes a sequir sao equivalentes:
1. F(2") € uma integral do movimento.
2. F(2}) estd no micleo do operador h¥(z))

a%g“ ou seja hk(zé)%F(zé) =0.

Demonstragio. A condigao 1 implica a condigao 2. De fato, sendo F(z%) uma integral do

= (hk(zj) 62’55))
OF (2%)

por qualquer ¢. Entdo, temos h*(2?) =72 = 0, concluindo que F(z7) pertence ao nicleo
de h*(29) 5%

movimento, entao

OF(2")

, (A.22)

z=z(t,20) z=z(t,20)

A condigdo 2 implica a condigao 1. Na verdade, considere uma fungao F(z}) tal

0

que h’“(zé)@F (25) = 0. Por aplicacao direta e com a proposigao 2, temos
0

th¥(z]) -2

F(2(t, ) = e 7% F(24) = F(2)). (A.23)

A derivada relativa a ¢ da equaco acima nos fornece F(z'(t,2])) = L F(z8) = 0. Portanto,

é uma integral do movimento. O
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Em particular, se F(z*) é um movimento integral, dada uma fungao diferencidvel
G : R — R e uma solugao z'(t), nés temos
d , dG(a) dF(Z'(t))
—G(F(z'(t))) = ——==0. A.24
SR () = = - (A.24)

a=F(z(t))

Entdo, o lema acima resulta em h*(z})-2G(F(z})) = 0.
0
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