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RESUMO

Nesta dissertacdo, apresenta-se a construgao e andlise de uma agao efetiva exata
de Euler-Heisenberg em 1 lago, generalizada para férmions acoplados simultaneamente
a um campo vetorial e um campo pseudo-vetorial. Utiliza-se a representacdo de tempo
proprio em conjunto com o método de Weisskopf-Landau, que correspondem a im-
plementagao de regularizagdo por fungdo Zeta, para obter a expressdo exata. Essa
abordagem envolve a classificacdo de alguns subespacos dos parametros, seguido da
obtengdo de solugdo exata naquele fisicamente relevante, considerando-se aproximacao
de configuracdes quasi-estaticas dos campos. Apds andlise de consisténcia do resultado,
explora-se a anomalia quiral e calcula-se taxas da criagdo dos pares de particulas para
alguns cendrios. Ao final, a agdo efetiva é aplicada para investigar um modelo dida-
tico de universo primordial, onde postula-se que um campo pseudo-vetorial massivo
poderia ser instrumental para a bariogénese, explicando assim a assimetria bariénica
observada no universo atual, conforme demonstrado por dados da Planck Collaboration.
Neste cendrio, sdo feitas estimativas quanto a intensidade de campo necesséria e seu
valor atual ap6s expansdo do universo, destacando a viabilidade potencial do modelo

proposto.

Palavras-chave: Acdo efetiva de Euler-Heisenberg; Campo pseudo-vetorial massivo;
Criacgado de Particulas.



ABSTRACT

In this dissertation, a comprehensive analysis of an one-loop exact Euler-Heisenberg
effective action is presented, specifically tailored for fermions coupled simultaneously
to both a vector field and a axial vector field. Utilizing the proper-time representation
alongside the Weisskopf-Landau method, which corresponds to the implementation
of Zeta function regularization, to derive the results. The chosen approach involves
classifying some parameter subspaces and arriving at an exact solution within the
physically relevant subspace, while focusing on an approximation of quasi-static field
configurations. Afterwards, following an assessment on the consistency of the findings,
the implications of chiral anomaly are investigated and particle pair creation rates are
calculated under different assumptions. Furthermore, the effective action framework is
applied to a toy model of the early universe, positing that a massive pseudo-vector field
could be instrumental in baryogenesis, thereby accounting for the observed baryonic
asymmetry in the present-day universe as shown by data from the Planck Collaboration.
This analysis includes estimates of the necessary field strength and its current value,
highlighting the potential viability of the proposed model.

Keywords: Euler-Heisenberg effective action; Massive axial vector field; Particle cre-

ation.
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1 INTRODUCAO

Teorias Efetivas (TEs) constituem uma das ferramentas mais poderosas e versateis
da teoria quantica de campos, por permitirem descrever com precisdo as corregdes
quanticas sem que haja a necessidade de conhecer a teoria fundamental em detalhes.
O objeto central deste formalismo é a Agdo Efetiva (I') obtida via integrac¢do funcional
sobre os graus de liberdade perturbados em relacdo a configuragdes (meta-)estaveis (ou
minimas) destes graus, denominados “configurac¢ées de fundo”, da teoria subjacente.
Em linguagem diagramatica, ela codifica os efeitos das correcdes de lagos, servindo

como uma agdo cléssica efetiva que incorpora informacdes sobre as flutuages quanticas.

O sucesso desta abordagem ¢ histérico, tendo permitido ndo apenas previsdes
extremamente precisas, como do momento magnético andmalo do elétron, mas também
a obtencao sistemdtica de fendmenos ndo perturbativos. Um exemplo paradigmaético é o
da eletrodindmica quantica (QED), na qual a agdo efetiva de Euler-Heisenberg (HEI-
SENBERG; EULER, 1936) descreve desde efeitos de polarizagdo do vacuo em regides de
campos eletromagnéticos intensos, como aqueles encontrados em pulsares e laboraté-
rios de altas energias (DUNNE, 2005), ao espalhamento eléstico féton-féton (yy — y7y)
observado no LHC (ATLAS COLLABORATION, 2017), cuja medigdo representa uma
verificacdo direta da ndo linearidade induzida sobre a Eletrodinadmica pelas flutuag¢ées
quanticas do vacuo. Além disso, outras medigdes, como a birrefringéncia do vacuo em
campos magnéticos intensos (DINU; KING; TORGRIMSSON; ZEPF, 2022), continuam a

testar os limites das previsdes baseadas em TEs.

Outra grande vantagem das ag¢des efetivas é a possibilidade de obter solugées
analiticas ou exatas em certos regimes, como o de campos constantes ou lentamente
variantes, onde a integracdo funcional pode ser realizada explicitamente, resultando
em expressoes fechadas para a agdo efetiva. Essas solug¢des sdo particularmente tteis
na compreensdo da instabilidade do vacuo e da geracdo dos pares de particulas; como
demonstrado em tratamentos pioneiros (WEISSKOPF, 1936; SCHWINGER, 1951) da
Acdo efetiva de Euler-Heisenberg que embasaram previsdes anteriores obtidas através
de aproximacdo WKB (SAUTER, 1931); além de permitirem analisar a possibilidade de
que uma teoria venha a ser renormalizdvel ainda que ela ndo aparente ser via tratamento
perturbativo (GIES; SCHIRRMEISTER, 2024).

As TEs podem ser aplicadas em qualquer teoria quantica de campos. Em particu-
lar, 0 estudo de extensdes da QED por meio da introdugdo de campos axiais na derivada
covariante tem atraido considerdvel interesse nas tiltimas décadas, em virtude do surgi-
mento natural em contextos diversos, desde sistemas em matéria condensada (CHEN;
HU; LIN, 2018; FERREIROS; KEDEM; BERGHOLTZ; BARDARSON, 2019; SEKINE;
NOMURA, 2021), 6ptica (ALEXANDRE; ELLIS; MILLINGTON; SEYNAEVE, 2019) até
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gravitacdo quantica (HEHL; OBUKHOV, s.d.; HULL; TOWNSEND, 1986; SHAPIRO,
2002) e cosmologia (KAMADA; LONG, 2016; BENEVIDES; DABHOLKAR; KOBAYASHI,
2018; BRANDENBERGER; FROHLICH, 2021). Porém, a presenca de um pseudo-ve-
tor modifica as simetrias da teoria e induz novas dificuldades (BERREDO-PEIXOTO;
HELAYEL-NETO; SHAPIRO, 2000; GHASEMKHANI;, RAHMANPOUR; BUFALO;
SOTO, 2022), como violacao de Lorentz (FURTADO; MARIZ, 2014; KOSTELECKY;
LEHNERT; SCHRECK; SERADJEH, 2025a) e efeitos anémalos (DOBADO; MAROTO,
1996; M. RASULIAN; TORABIAN, 2023; NASCIMENTO; PAGANELLY; PETROV, POR-
FIRIO, 2025). Assim sendo, tem-se buscado obter solugdes exatas para aprofundar o
entendimento destes sistemas (YAMASHITA et al., 2017, COPINGER; HATTORI; YANG,
2023b; COPINGER; HATTORI; YANG, 2023a), o que vem evidenciando fenomenologias
inéditas, como novos canais de criagdo de particulas (MAROTO, 1999; COPINGER; PU,
2020).

Assim, aqui seré feita uma extensdo das analises anteriores, obtendo uma acdo
efetiva generalizada e as implicagdes em seu dominio de validade. Para isso, esta
dissertagdo serd estruturada da seguinte maneira: Primeiro, no capitulo 2, sera revisada
a construgao da agdo de Euler-Heisenberg para a QED. Depois a teoria Eletro-Axial
serd discutida (capitulo 3), onde uma solugédo geral sob determinadas condigdes sera
construida, prosseguindo com a discussdo dos resultados previstos, no capitulo 4,
concluindo, por fim, no capitulo 5.

Até onde alcanga a revisao bibliogréfica realizada pelo autor (que incluiu artigos
e pre-prints publicados até 25 de setembro de 2025 em bases como arXiv, INSPIRE-HEP,
jornais da APS, dentre outros), nesta dissertagdo serdo apresentados os seguintes resul-
tados originais: (i) uma expressdo fechada geral para a agdo efetiva de Euler-Heisenberg
de férmions acoplados simultaneamente a um campo vetorial e outro pseudo-vetorial
em configuracdes quasi-estéticas (invariantes constantes); (ii) a diagonalizacdo expli-
cita do Hessiano funcional com classificagdo dos subespagos de parametros relevantes
para estabilidade e realizacdo em sistemas fisicos; (iii) uma nova expressdo para a taxa
de criagdo de pares no caso de campo eletromagnético combinado com um vetor axial
propagante; e (iv) um modelo cosmolégico didatico que explora a viabilidade do pseudo-
-vetor massivo como explicagdo da bariogénese, com comentarios sobre a possibilidade
deste modelo também ser aplicdvel aos problemas da CP forte e energia escura ao final.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo a construcdo da A¢ao de Euler-Heisenberg serd revisada, forne-
cendo um ferramental sélido que servird de base para o desenvolvimento e andlise, nos
préximos capitulos, de uma agao efetiva generalizada para uma modificagdo da QED
a partir da inclusdo de um campo axial acoplado a um férmion via derivada covari-
ante. Isto serd feito com base na representacdo do tempo préprio de Fock-Schwinger e

aplicacdo do traco funcional através dos niveis de Weisskopf-Landau.

Para isso, o primeiro passo serd revisar a construc¢do da acdo efetiva na eletrodi-

ndmica quantica usual para um campo eletromagnético de fundo.

2.1 Acao efetiva na eletrodinamica quantica
A QED é descrita pela acdo
SQED = SMaxwell + SDilrac [A] ’
1 -
- / d4x |_ZFF2‘V +y (iD-m)y|,

onde unidades naturais (i = ¢ = 1) foram assumidas, F w = (%Av - QVAH ¢é o tensor

(2.1)

de Faraday, A, é o potencial eletromagnético e 1) ¢ um campo fermidnico de Dirac,
cuja interagdo com o campo eletromagnético se da através da derivada covariante (ou
operador de Dirac),

D := y¥Dy = yH(9y — ieAy), (2.2)
em que também fora definida a notagdo “Slash” de Feynman.

Tomando o campo eletromagnético como externo, o funcional gerador das fun-
¢Oes de Green fermidnicas na presen¢a do campo externo e normalizadas em relagdo a
auséncia deste é definido como
— . . . 4 _ 1
/ Z)I’bz)l’bezSDlraC[A]H/d x(mpﬂl}n)

Y4 A, _, = SMaxwell — iW[A/ﬁ/U], 2.3
[ 1 '7] ¢ fp@plpeismac[f\:o] ¢ (@3)

onde 7] e 17 sdo fontes cldssicas dos espinores de Dirace W |A, ], 11| é o funcional gera-
dor das fungdes de Green conectadas dos fermions !. Aqui opta-se por normalizar o
funcional desta maneira, pois o objetivo é obter uma agdo efetiva apenas para o campo
eletromagnético de fundo. Para isso, deve-se remover as contribui¢cdes puramente fer-
midnicas - isto €, aquelas que existiriam mesmo na auséncia de A, — de modo que reste
somente o efeito quantico dos elétrons induzido pelo campo externo.

Quandoy =W [A, 17] e =¥ [A, r‘]] sd0 campos que minimizam a a¢do de Dirac
com fontes,

S[A, §, 1] = Spirac [A] + i / d*x (w + Jq) , (2.4)

De acordo com as defini¢des e construgdes no livro dos autores Buchbinder e Shapiro (2021).

1
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o campo fermidnico satisfaz as equagdes de movimento

i_S _ =0 = i_SDirac [A] N =1,
oY p=0,yp=w oy P=U,p=w 25)
Si =0 = SDirac [A] i =-1,

oy Y=V, =V oy Pp=V,p=V

em que a seta sobre a derivada funcional simboliza o sentido de aplicagdo 2. Isto implica
que, em caso de funcionais bem comportados, é possivel expressar a fonte 7 como um

funcionalem We A, isto é, n[A, V] e [A, W] , definidos com base no resultado em (2.5).

Assim, pode-s perturbar os espinores ao redor desta configuracdo W, que se trata
do campo de fundo, ou seja,
=Wy (2.6)

e expandir ambas as a¢des de interesse em série ao redor de \V:

S=S[A, W, 7]+ / d*xd*y g(x)H(x, y)x(y),

2.7)
Spirac[A = 0] = Spirac [V, ¥] - / dx |if x + xn' - / d*y k() Ho(x, Y)x ()|,
onde o Hessiano de S fora nomeado como H, isto é,
H(x,y) := _g Si =— (il -m), 6*x—-y) (2.8)
59(x) OV(WY) |57 o g
e fora definido
Ho=H|,.y 0 i=n—iedVe i :=i+ieVA. (2.9)

Observe que ambas as expressdes sdo exatas, dada a natureza de x e Y como varidveis
— —1 . B

de Grassmanne S = / YHY +O (1# , gbl), porém se o campo eletromagnético ndo fosse

externo, haveriam termos de ordens maiores, devido a intera¢des entre f6tons e férmions

virtuais. O funcional gerador se torna, entao,

exp [iSMax+int +i [ dx (r')\lf+$n)] [DiDxexp i [ d*xd*y x(x)H(x, y)x(y)]

Z = (210)
[ DiDxexp{-i [d*x i x + X0 — [ d*y x(x)Ho(x, Y)x(v)]}
onde
A agdo efetival [A, W, W] é definida a partir de (2.10),
i SMax-+in % ] 4 4., v
AT _ oiSm th)(D)( exp [zfd xd*y y(x)H(x, y)x(y)] 2.12)

[ DiDxexp{~i [d*x [ x + 7 — [ dby R()Ho(x, y)x ()]}

Para mais detalhes, veja a construgdo feita por Berezin e Kirillov (1987).

2
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de forma que

WAV, W] =T[AT, W]+ / d*x (77w + Wn) . (2.13)

E possivel verificar prontamente que W também se trata do campo médio (quando A # 0),

pois, da defini¢cdo do funcional gerador e sua relagdo com a matriz de espalhamento,

i_w _ LQ_Z L wo <Q|¢ei/d4x(cm+ﬁw+$n) Q) (2.14)
o1 iZ 61
onde assume-se ordenamento temporal implicitamente e denota-se o estado de vacuo

interagente na presenga de um campo eletromagnético externo A, como |Q2), que satisfaz
Jim [0) =|4) = |Ay>®‘¢ = 0,9 =0). (2.15)

O mesmo pode ser demonstrado para W, o que permite concluir {x) = (¥)q = 0. Note
que

] f— 'Sm —
ﬂ%ﬂo\y h wel t>Q =0, (2.16)

de maneira que (2.13) se reduz a

WIA, @/ V] | =T[A, @, W] | = SMaxwell + r [A], (2.17)

f]:r]:() 7_]:1]:()

ticando evidente que T [A] codifica as correcdes quanticas advindas de flutua¢des do
vacuo fermidnico. Chama-se I'[A, 1, 7]] de “acdo efetiva” por este satisfazer a mesma

equagdo de movimento que (2.5), isto €,

5. 6 / NS
—I'=—=W-1n- d'x| —=n|¥ = - ’ (218)
4 ov 1 6‘1’17 1

pois

5 5 5 5
— W= [ g* W| | ——7 =— [ d*y| =7V, 2.19
oW (x) / a5 5\y(x)”(y) / Now" 219

em outras palavras, ele funciona como a agdo efetiva cldssica, porém contabilizando as

corregdes quanticas para a agdo original.

Foque agora nas corre¢des quanticas em (2.17). Prosseguindo com a integral

funcional e tomando o limite de fontes nulas, obtém-se

QirlA] _ det (H)
det (Ho)’

(2.20)

onde

/ d*= 'H(x,z)?—[—l(z,y) =0(x—y) = H—l(x,y) = (117) 1_ m) . (2.21)
Xy
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Segue entdo que

T[A] = —iTrln (leg __Z) (2.22)

O tratamento deste traco funcional pode ser feito de algumas maneiras, mas aqui serdo
adotados alguns dos que costumam ser mais utilizados, isto é, para calculo da solugdo
exata sera utilizada a representacdo do tempo préprio de Fock-Schwinger, enquanto a
abordagem perturbativa serd invocada para checagem de consisténcia dos resultados.

Ambos serdo revisados na préxima secdo.

2.2 Representacdo do tempo préprio de Fock-Schwinger

A forma mais comum de lidar com o traco funcional na acdo efetiva é, sem
sombra de duvidas, o tratamento perturbativo 3, onde manipula-se (2.22) para obter um
operador relacionado a func¢do de Green do campo livre seguido da expansdo deste, isto

z

<,

— 00 1 k
F[A]:—zln[l— id - m) ] | Al -S'ra], @23
( kZ gt = 2T e
costumando-se prosseguir a analise no espaco dos momentos, onde (2.21) serd dado por

d4+é 9’ +m
= peemirley) L

(9 = m) glg%) (27-5)4““g g2 -m2+ie’ (2.24)

onde sera assumida a regularizagdo dimensional, de forma que u® corresponde a uma
escala de energia arbitrdria . A anélise dos termos das primeiras ordens serd feita

explicitamente mais tarde.

O foco aqui, no entanto, serd a obten¢do de uma solugdo exata. Para isso, primeiro
é preciso escrever (2.22) de maneira mais conveniente: Assumindo uma regularizagdo

que mantenha as propriedades do traco e logaritmo, como a dimensional, pode-se fazer
Trin (id — m) = TrIn [(y°)* (id — m)] = TrIn (—id — m), (2.25)

onde ys = y° := iyy1yHl e {y y”} 0, conforme descrito no apéndice B. Portanto,

outra maneira de escrever o denominador em (2.22) é
. 1 . . 1
Trin (id — m) = ETr [In (id —m) +In (—id — m)]| = ETrln (Jz + mz). (2.26)

O mesmo procedimento pode ser feito para o numerador, resultando em

. 2
T[A] = —~TrIn (Dz;mz) (2.27)

2 "+ m?2

3 Cuja construgdo aqui seguida serd a do livro dos autores Dobado, Gomez-Nicola, Maroto e

Pelaez (1997).

*  Para mais detalhes, recomenda-se a leitura do livro escrito pelo Collins (1984).
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Quando escrito desta maneira, pode-se invocar a representacdo do tempo préprio de
Fock-Schwinger, nomeado em homenagem a seus primeiros utilizadores (FOCK, 1937;
SCHWINGER, 1951), que é construida com base na utilizagdo dos truques

In (%) _ h_r)% 0 % [eiT(b+i€) _ eiT(u+iS)] ) (2.28)
para a agao efetiva, e
% — ;E)I%)A dt [eiT(b+is) _ eiT(a+is)] , (229)

que serd utilizado para obter a fun¢do de Green quando necessario, cuja simplicidade
esconde consequéncias interessantes, como a de permitir construir analogias com a

Mecanica Quantica ndo relativistica, como seré visto a seguir.

Utilizando o resultado
» 1 v v i v e
P =5 {" "+ ",y ) DuDy = D* = 50" [Dy, Dy | = D* + 20" F,  (230)

nesta representacao, é possivel deduzir

T[A] — %/00 %e—iTszr {e—iT[(—iD)z—%F“VgW] _ e—i’[(—ia)z} , (231)
0

em que considera-se lim,_,o "¢ presente, embora ndo seja escrito explicitamente para
simplificar a notagdo, até que o contrério seja dito. Note entdo que o Hessiano assume

uma estrutura similar ao de um campo escalar, visto que
_ 2
HKlein-Gordon = 9~ — 1, (2.32)

porém com um termo de spin Fy,0#" adicionado. Passando para o formalismo de

Heisenberg, onde
—id (x| V) = (x|p|¥) = p(x)¥(x), com [x“,pv] = 7o), (2.33)
normalizados de acordo com
(x[0y=1 e pul0)=0, (2.34)
0 que permite definir
—iD (x| W) = (x|[TT1|W) := (x| (p — eA) |¥), (2.35)

pode-se notar que as exponenciais sdo como operadores de evolugdo temporal, onde
7 é uma espécie de “tempo proprio”, o que justifica o nome do método, porém com
unidades do inverso da massa ao quadrado, isto é, [t] = [m]™2, onde os Hessianos

subtraidos da massa em (2.31) exercem o papel do “Hamiltonianos” de uma Mecanica
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Quantica “ndo relativistica” em 5 dimensdes (as quatro usuais mais 7), de forma que
eles satisfazem até mesmo uma equagdo analoga a de Schrédinger °,

i0; (y;0| x;T> = <y;0|7{ |x;T), (2.37)

onde d; = %, com os tragos funcionais se tornando integrais do limite de coincidéncia

6

dos propagadores ° correspondentes a cada “Hamiltoniano”,

Tre"iTH = / d*x tIDirac <x| e_iTH |x> = / d*x tIDirac <x;0| X3 T>

= / d*x (yll_f)l}c tIDirac <]/;O| X3 T>) :

Assim, o termo em (2.38) pode ser interpretado como relacionado a contribui¢des de par-

(2.38)

ticulas que propagam em uma trajetéria de laco 7 durante o intervalo At correspondente
aos limites da integral em (2.31).

Neste contexto, o segundo termo em (2.31) corresponde a um propagador da par-
ticula livre, visto que o Hessiano é proporcional a unidade em componentes fermidnicas
(Ho = leDiraC), podendo ser calculado diretamente na representacdo de momentos, isto

€

1
(0] xi7) = 73 / d'p (y:0| p) (p| x:7), (2:39)

onde
(p| xi7) = e~/ (W7p), (2.40)

culminando em

.3 o
(y:0] x:7) = : / dpye![Pep=puly'=x)]

(2.41)
i et [ d i[P‘ﬁ-@]z ' 2 -0
= e_ 4t e 2yt = Z 4 - e_ 4t ,
(27’()4 { [oo p } ( T(T)
seguido da tomada do limite de coincidéncia e trago,

—itp? . . w0 i

Tre T = llm 1(47—(1—) e 4t trDjrac(l) = 5 (242)
y—x (27’(T)2

> De maneira mais geral, se feita uma rotagdo de Wick no tempo préprio t e no tempo fisico

t, obtém-se uma equacado de calor em 5 dimensdes (sendo 4 “espaciais”) com fontes (exceto
quando o Hessiano é de particula ndo massiva livre),

9K (v;0,x;7) = HK (y;0,x;7), (2.36)

onde K (y; 0, x; T) = ( v; O| X; ’L'>, justificando o titulo “Heat-Kernel method” muito utilizado
na literatura.

definidos como no livro do Sakurai (1994).

O que motiva a abordagem semi-cldssica através do formalismo da linha de mundo, onde o
Hessiano é reescrito em termos da fungdo de mundo do Synge (1960).
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visto que trpirac(1) = 4.

O termo interagente, por sua vez, deve ser tratado com “carinho especial”, o que

seréd feito na préxima secao.

2.3 Método de Weisskopf-Landau

Novamente, existem algumas maneiras diferentes de lidar com o limite de co-
incidéncia do propagador da particula interagente neste contexto e em outros (como
em espagos curvos °), podendo-se inclusive resolver diretamente a equagao (2.37) para

obter o propagador e tomar o limite de coincidéncia logo em seguida °.

Aqui, no entanto, a analogia entre o Hessiano e um Hamiltoniano de Mecénica
Quantica ndo relativistica serd explorada para tomar o trago em sua base ortonormal

completa de auto-estados 1017, 1) (com autovalores E, ), isto é,

H |nl A> = En,/\

n,Ay, (2.44)

onde A é o autovalor de spin. Isto implica em

/d4x(x|e_im |x)=ZZ/d4x(x| n, MY, N e ™ n, A (n, Al x)

n,A n’,A’

_ ‘ (2.45)
=3 [ @ e = e,
n,A n,A
em que as autofungdes sdo dadas por
Wi a(x) = fu(X)pa, (2.46)

sendo f,(x) uma fungdo de x*, enquanto ¢, é um vetor de Dirac correspondente a um
dos autovalores de spin A = +1/2 na diregdo z.

2.3.1 Regularizacado por funcdo Zeta

Na prética, ap6s rotacdo de Wick no tempo préprio, T — —it, a integral funcional
aqui buscada, se resume entdo a

“dr
det H =/ X e =[] Ea, (2.47)
0 T n n !

Veja, por exemplo, os artigos escritos por Avramidi (1995), Vassilevich (2003) e Ivanov e
Kharuk (2020).

Como feito originalmente em Schwinger (1951), que hoje em dia costuma ser chamado de
“re-summation method”, visto que, mais rigorosamente falando, este processo consiste de
expandir as expressdes em série, resolvé-las a cada ordem e depois soméa-las novamente para
obter uma forma fechada.

10" Que, portanto, satisfaz

DA Al=1. (2.43)

n,A
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onde E;, sdo os autovalores em (2.44). Porém, seja a funcdo gama definida como

I(s):= / dt 57 1e7T, (2.48)
0

note entdo que, fazendo 7 — E, 7, obtém-se
I(s) = ES / dr 5 1e EnT, (2.49)
0

de maneira que é possivel definir a funcao zeta

—— L — L * s—1 —-E,t _ —sIn(Ey)
Culs) := Zn: E () /0 dtt Zn: e = Zn]e , (2.50)

cuja derivada sera

d
oG =) I (Ee Y, (251)
n

em especial, quando s — 0, entdo

d
%CH

=0, (2.52)

=— Z In(E,) =Indet(H) = det(H) = o
s=0 n

isto é, ao adotar a combinacdo destes métodos, o que esta sendo feito é a regularizacao
por funcdo zeta. Este método é vantajoso por permitir regularizar 4 mesmo se este
ndo for Hermitiano, bastando que este ndo seja degenerado (i.e., é preciso que seja

diagonalizavel), sendo necessario apenas calcular

det(H) = Vdet HHt = o2 Crunet

como serd feito no préximo capitulo.

=0, (2.53)

2.3.2 Redugdo do tensor eletromagnético a forma normal

Solugdes exatas s6 sdo possiveis para algumas configuragdes especificas do campo,
seja ele eletromagnético (SCHWINGER, 1951; NIKISHOV; RITUS, 1964; DUNNE; SCHU-
BERT, 2001, 2002; KIM; LEE; YOON, 2008; EDNEN; GASENZER; KIMURA, 2021) ou
ndo abeliano (OZAKI; ARAIL; HATTORI; ITAKURA, 2015), portanto aqui serd estu-
dado o caso mais simples, correspondente a campos eletromagnéticos constantes (ou

lentamente variaveis), em que pode-se partir do calibre de Fock-Schwinger !,

1
Ay = _EFyva/ (2.54)
que satisfaz
xtA, =0 e JuA" =0, (2.55)

" Que pode ser visto de maneira mais aprofundada no artigo por Ivanov e Kharuk (2020) e
livro do Schwartz (2014).
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ou seja, se tratando de um calibre transverso, como o de Coulomb.

O tensor de Faraday, por sua vez, possui dois invariantes fundamentais,

1 1 1~
Fi= ZFﬁV =5 (B>—E?) e G:= —7F*'Fu =E-B, (2.56)

onde FH" := $¢®HVF .5 e 0s campos elétrico e magnético sdo definidos como

E = E;e’ := Fp;e’, (2.57)
B = Biel := —%&ijf'kei, .

sendo ¢! o versor na direcdo i € {1,2,3}, que estdo relacionados com os autovalores

através da equacdo caracteristica !2

1 1 = 2
4, -2 2 _ - (puv —

K SFuk = 1 (F*Fu) =0 (2.58)
construida para o tensor eletromagnético com indices mistos, F ‘f, = g'PF,y, que terd
duas raizes reais e duas imagindrias puras (iguais, mas de sinais opostos), visto que
se trata de uma matriz néo totalmente simétrica ou anti-simétrica, mas com um bloco

anti-simétrico, isto é

0 [El
[El —lIE

o _|EL 0 By By _
- =
E, By 0 -B

Es -B, B 0

(2.59)

onde |[E[| é a forma matricial do vetor campo elétrico e ||F;j|| ¢ a matriz bloco das compo-

nentes i, j # 0 do tensor de Faraday. As raizes serdo

Kis=2xs=+V-F+ VP2 + G2,

' (2.60)
Ko+ = +ix- = +iVE + VP2 + G2,
com as normas satisfazendo
X2-x2=-2F e xix-=igG. (2.61)
onde fica claro que
X+ =E:=|E| e x-=B:=|B|. (2.62)

Assim, o tensor eletromagnético pode ser posto em forma normal por uma trans-

113

formacdo ortogonal *°, ou seja, sempre é possivel escolher um sistema de coordenadas

12 Que pode ser obtida mais facilmente via teorema de Cayley-Hamilton (CAYLEY, 1858).
13 Para mais detalhes, veja o livro do Gantmacher (1974).
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onde o tensor eletromagnético sera

0O E 0 O 0O E 0 O

E 0 0 O -E 0 0 O
Ff, = = Fu = , 2.63
""loo o B “” 0 0 B (263

0 0 -B O 0 0 -B 0

o que significa parametrizar o 4-potencial eletromagnético como
1

A= > (-Ex, Et,-Bz,By). (2.64)

Agora, deixa-se o calibre de Fock-Schwinger, aplicando boosts e rotagdes de forma a

parametrizar este potencial como

Ay =(-Ex,0,-Bz,0). (2.65)

2.3.3 Diagonalizacdo do termo de spin

O que fora realizado até o momento j4 facilita as contas, mas ainda é preciso dia-
gonalizar diretamente o tltimo termo no Hessiano, que é o tinico cuja matriz espinorial

ndo é proporcional a identidade. Para isto, observe que
(Fuvot)* = FuyFapat’c, (2.66)
porém
oGP = (e — pEBgre) [ — i(phe o — pEP GV — e B 4 pBaha) — jeivaPyS (2,67)
o que implica em
(Fuvot™)? = 2F251 — i (21?0;1:%0#/3’ - 2F1Fﬁaa#ﬁ) — My SE,, Fap, e
=8 (F1-iy°g).

Sabendo que y° possui autovalores +1, bem como o fato da transformacéo que diagona-
liza uma matriz também diagonalizar qualquer poténcia desta, obtém-se a, em forma

bloco diagonal,

Fyyo™ =2 diag { V2(F+iG)as, N2 (F - ig)az} — 2y, (2.69)

onde o, = diag {1, —1} é a matriz de Pauli e =, é o “operador de Spin”, ambos na diregdo
z. Isto leva a definir os autovalores deste operador como

Y. = \2(F £iG) (2.70)

para simplificar a notagdo.
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2.3.4 Do Hessiano a OHQs e os niveis de Landau

Aplicando estes resultados ao Hessiano em (2.31) ja na representacdo de Heisen-
berg (2.33), chega-se a

H=(p: + eEx)2 —p2 - (py + ezB)2 —p2 —eX,. (2.71)

E necessario aplicar operadores de translagdo (SCHWARTZ, 2014; MAROTO, 1999)
pt Py

x—>x—e—E e z—>z—e—B (2.72)

para que H fique em formato analogo ao Hamiltoniano de osciladores harmoénicos
quanticos (QHOs) desacoplados,

H = — (pi — e’E*x?) — (p2 + ¢?B*z%) —eX,, (2.73)
cujos autovalores de “energia” serdo
Ep ns = i€E(1+2ng) +eB (1 +2np) — 2eAL,, (2.74)

com os auto-estados correspondentes sendo descritos por niveis de Landau (LANDAU,
1930):

t p ipit—i
N Z e (- E)an (2= 22} paetriciv, (2.75)
+ 1
3
onde f,(x) sdo as autofungées do QHO. Com isso, pode-se aplicar (2.45) para obter

i dptdpy o 12
Tre ™™t :/d4x—2 > Z s
( TC) /\,TZE,I/IB

—iTE}

trDirac€ "EMB, (276)

Neste ponto, vale a pena fazer duas observagdes. Primeiramente,

N '
trDirace_lTE"E’"B = E_Te[Zi Xi(Han/B)]tI‘Diracezne}\ZZ

— e—T@[Zi x+(1+2ng5) ]| (621'6”[/\)1r n e2ie’c)\Z,) . (2'77)

Além disso, note que p; e p, movem continuamente o centro da Gaussiana das autofun-

¢Oes f,, portanto, ao integrar em uma caixa de lados L, as densidades de modos em x e

14 27'[

Z serao . Desta manelra chega se a

c 274
i ieL*G , ;
Tre itH _ E eZze’c)\Z+ + 6216’[/\2, %

(27—()2 A=+1
=+ (2.78)
% Z e—TEE(1+27’lE)] [Z e—iT@B(1+2n3)] _
neg=0 ng=0

14 Para mais detalhes, recomendo a leitura da segdo 33.4 do livro escrito pelo Schwartz (2014).



25

O termo entre parénteses se trata de

Z e2ieTAZs | p21eTAL- — 3 [cos (eTEy) + cos (eTZ)],

(2.79)
A=+
Quanto aos termos entre colchetes, primeiro observe que
E = (-} (2+22)+1nn = 4@, -2) = 9(),
4( + ) 2~+ 2( + ) ( +) (280)

B o=} (2+22)+150 = {(E. +5) = R(Zy),

onde R(a) e J(a) sdo as partes real e imagindria de um nimero complexo a respectiva-

mente. Assim, resolvendo por série geométrica, o resultado sera

ZOO e~ TeE(1+2ng) — e SE) 1
ng=0 1—e—21eT(T+) 2sinh [teJ(X4)]” (2.81)
3O pmiteB(1+2np) — i ’
ng=0 ~ 2sin[teR(Z4)]"

Por fim, como nada depende das coordenadas, pode-se fazer L* — f d*x seguido

da utilizacdo de (2.61) para obter

ie? /d4x it e‘isz{ G [cos (teXy) + cos (teX-)] 2

1672 T - } ’ (282)

[[A] = - sin[teR (X,)]sinh [teT ()] 7262

que ja é uma das formas de expressar parte da acdo de Euler-Heisenberg, bastante util

para manipulagdo direta, mas ainda néo é a “Verdadeira Alegria” °.

2.4 Acdo de Euler-Heisenberg

Da-se prosseguimento a andlise observando que ambos X sdo ntimeros comple-
Xo0s, portanto,
et et
cos(etXy) + cos(eTtX_) = 2cos [7 Xy — Z_)] cos [7 Xy + Z_)],

(2.83)
= 2R cos (1eX,),

onde R (Z) e I (Z) sdo as partes real e imagindria de um ntimero qualquer Z, ao passo

que
sin[teR (X;)]sinh [1eT (Z4)] = =T cos (teX,), (2.84)

visto que
cos (teX;) = cos[(teRE)] cosh[(teTX,)] —isin[(teRE,)]sinh[(teTL,)].  (2.85)

Assim, fazendo uma rotacdo de Wick no “tempo préprio”, 1 — —it, extraindo a Lagran-
giana em T [A] e voltando a agdo efetiva I'[A], chega-se & forma usual da Lagrangiana
de Euler-Heisenberg,

EEH:_lpz”e_z/ooﬂe_mz Rcosh(rely) 1 |
471 82 )y 1 Jcosh(teXs) t2e?

Esta se encontra no escritério do Prof. I. L. Shapiro.

(2.86)

15
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Porém, ainda é preciso renormalizar esta acao.

Aqui sera utilizado o esquema de subtracdo minima para eliminar os termos
divergentes no limite T — 0. Nota-se que o termo a ser expandido se trata do produto

de cotangentes 1¢ (uma hiperbdlica e a outra ndo), resultando em

Rcosh(etXy) 1 N z]___ 4e?7?
Jcosh(etly) €272 3 45

7
(ﬁ + Z(;2) +oe (2.87)
O primeiro termo serd cancelado pelo termo relacionado ao campo livre em (2.86), mas
falta subtrair 27, que também diverge, como contra-termo na lagrangiana, de forma

que chega-se a acdo de Euler-Heisenberg renormalizada,

1
R _ 1 €
Lpy = 4F”V+8712 ; Te

e [Tdt _Tmzl Rcosh(etZy) 1

2
Jcosh(etXy) 712e2 B g}—l ’ (2.88)

que é a solugdo ndo perturbativa, contendo a informacgdes da contribuig¢do de todos os

infinitos termos de 1-laco .

2.4.1 Checagem de consisténcia com o método perturbativo

Para efeito de comparacdo e checagem de consisténcia, sera feita a comparacdo
com o primeiro termo da agdo obtida via método perturbativo, como exemplo. Pelo
teorema de Furry, T'® [A] = 0 para k impar em (2.23), portanto a primeira contribuicdo

vird de

i i 1
I [A] = Eeztr / d*xd*y 4, (2.89)

: A
(id=m), .~ (id=m),,
onde Ay = A(x), que corresponde ao processo representado através do diagrama na
Figura 1. Utilizando (2.24), obtém-se

w|(g+m) v (p+ g+ m)
(92 = m?) | (p +q)° = m?]

emqueD =4+¢cedj = pdq, como limite ¢ — 0implicito. Figura 1 — Diagrama de

o2 dPg d*p .
r® [A]zi/d4xd4y_q_pelp-(x-y)AFy‘A; , (2.90)

2 2n)P (2n)*

Aplicando o truque de Feynman, Polarizacdo do Vécuo de

acordo com a QED.

dk ! "
/ A(k)B(k) ~ é du/ [AK) + (1 — 0)B(K)]? 291) k=p+q

e lembrando que o trago de um produto com uma quanti-

dade impar de matrizes y* se anula, chega-se a

q

4
I [A] = 21'62/ d4xd4yd—zeip'(x‘y)AgA}’CIw, (2.92) Fonte: Diagrama de Feynman
(2m) gerado pelo autor utilizando o
16 Cuja expansdo em série se encontra no apéndice C. tikz-feynman (ELLIS, 2016).

7 Que em inglés é traduzido para “1-loop”.
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com

I _/ldM/ dPk | 2kekv  gw  2u(l—u) (pupy = P2gw)
e Q)P | (k2 -2 (K2=1?) (k2 — r2)?

. (2.93)

onde fora definido k, := g, + (1 — u) py e r* := m* — u (1 — u) p*. Por fim, aplicando os

118

resultados conhecidos da regularizagdo dimensional *°, obtém-se

1 2
Ly = (ngW - PHPV) {éA + /o du u(l —u)ln ll —u(l - u)%l} , (2.94)

2, . .. A 1:
emque A = N, —In % é o termo que diverge, com N, definido como no apéndice

C. Voltando para a representacdo de posigao,

2 2
T@[A] = 3;2 / d*x [gAwa + F* f (—oym?) le , (2.95)

com fator de forma

f(-oym?) := / d4y%6_ip'(x_y) {/01 du u(l1 —u)ln [1 —u(l - u)Z—Z]} . (2.96)

Observe que este resultado concorda com (2.88) no limite de campos eletromagnéticos
constantes, quando identifica-se A — f %e‘”mz (com lim,—,o e~ "¢ implicito). Outras
ordens podem ser obtidas da mesma maneira e, de fato, sabe-se que essas aborda-
gens concordam em todas as ordens calculadas na literatura para o caso da QED até o

momento.

Também é possivel ver de (2.96) e (2.88) que esta acdo ndo é unitario em todo o
dominio da QED, sendo aproximadamente estdvel e consistente até regimes em que
E? ~ m?. Essa quebra de unitariedade estd relacionada ao fato de que, ao integrar sobre
os modos fermidnicos, “joga-se fora” da teoria todas as configuragdes em que os fermions
ndo se encontram no estado de vacuo W. Assim, o complemento da probabilidade de
transi¢do do vacuo entre os estados acessiveis a TE representa a chance dos campos
de fundo promoverem a criagdo de particulas reais, que virdo sempre em pares (como
mostra o teorema de Furry), portanto saindo do dominio de validade da TE, onde ndo
se pode mais integrar sob 0os modos fermidnicos livremente. E possivel aproveitar deste

fato, como sera feito no pentultimo capitulo.

Agora € possivel enfrentar a luta por uma solugéo exata para outras teorias mais
complicadas. Com estas técnicas, serd construida a a¢do efetiva de Euler-Heisenberg

generalizada para a teoria eletro-axial no préximo capitulo.

18 Que se encontram elencados no apéndice D.
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3 ACAO DA TEORIA ELETRO-AXIAL

Neste capitulo, as técnicas desenvolvidas anteriormente serdo utilizadas para
estudar uma generalizagdo da eletrodinamica quantica na qual um campo axial externo
é introduzido de forma ndo-minima na derivada covariante que ja continha o campo
eletromagnético convencional. O objetivo sera calcular uma agdo efetiva de Euler-Hei-
senberg generalizada para esta teoria, que incorpore os efeitos das corre¢des quanticas
induzidas pela presenca simultanea de ambos os campos. Assim, aqui serd apresentada
a diagonalizacdo completa do Hessiano funcional da chamada teoria eletro-axial, para
configuragdes quasi-estdticas dos campos externos, sendo que a forma fechada dos
autovalores, resultando em uma solugdo exata para TE, e a classificagdo dos subespacos
fisicamente realizdveis aqui obtidas constituem algumas das contribuic¢ées originais

desta dissertacdo, conforme a revisdo bibliografica realizada pelo autor 1
Toma-se um modelo onde o férmion estd acoplado ao 4-potencial eletromagnético
e a um pseudo-vetor S;, com sua derivada covariante definida como

Dy = dy —ieAy = inSyys = dy — iVyPr — iVPL, (3.1)

sendo Vf k= eA u£1Sy, enquanto Pr/;, = $(1+7°) sdo os projetores para as quiralidades
direita (R) e esquerda (L). Neste caso, o funcional gerador das fun¢des de Green, que
ainda serd normalizado em relacdo aos férmions livres, sera

— iSpiraclA,S1+i [ d*x(mp+yn
iSo[A,S]f DyDie ( )
f’DJ’D[PeiSDiraC[A:S:O]

Z[A,S, ] =e = ¢/(SolAsWlAL) - (3.9)
onde Sy é a acdo de Maxwell somada a agdo do campo axial livre, que aqui serd assumida
como uma agdo de Proca, e a eventuais termos de interagdo entre eles, a depender do

modelo com que se estd trabalhando. Novamente, apds integracdo funcional, obtém-se

T[A,S] = —iTrln (D - m) (3.3)
d—m
em que
T[A,S]=So[A,S]+T[A,S] (3.4)

assim como antes.

Neste caso, ao invés da aplicacdo de ), seguindo a abordagem feita por Maroto
(1999), aplica-se o operador conjugagdo de carga, definido como

C = i’)/zyo = (35)

CysC™' =971,

1 Reveja o capitulo 1 para mais detalhes sobre a revisdo bibliografica.
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para obter a transposta da derivada covariante,
BT =—C (a'é —iyRp, - iV’LPR) cl=—cpic, (3.6)

onde

D =9 —ied +ingy>. (3.7)

Como Tr (AT) = Tr (A), entdo
T[A,S] = —iTrln T

(lDT _ m) — _iTtln |—— ! (i - m)

("-m)| @)

- (3.8)
=i (9= iV P~ iV'PR) - m
= —iTrln ,
(—id —m)
0 que permite obter
. i (—ZJ - VRPL - VLPR - m) (1& + VRPR + VLPL - m)
I'A,S] = —ETrln , (3.9)

-

com o numerador e denominador tendo sido convenientemente multiplicados por —1, o

que, ap0ds algum algebrismo, se reduz a

(—18 —eA+ T]S)/S)z - %(epyv - ﬂsyﬂ/s)ﬁw - 21]171$)/5 —m?

= i
I'A,S] = —ETrln =y (3.10)
Utilizando as identidades (B.21),
] 1
yIghY = —%e“v"‘ﬁaaﬁ e ypH= —ge“mﬁyvaaﬁ, (3.11)
pode-se definir
Vi := eFuy — inSuy, (3.12)
onde § uy = %saﬁWS"‘ﬁ, cujos invariantes fundamentais sdo
— 1 _ ien g
V= ZVﬁV = €2fA + UZ.FS — TSHVFHV/ (313)

17 ) 2 ien
W - _ZVHVV‘“‘V =e gF + 17 gs - TPHVSyv,
com o subscrito indicando a qual vetor o invariante esta relacionado, isto €,

1 1~
Fs = Zsfw e Gsi=—75"5y, (3.14)
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enquanto passa-se a denotar (2.56) como F4 e Ga. Vale ressaltar que, se o vetor axial
for massivo, é possivel encontrar mais um invariante fundamental além dos anteriores:
§? = §,S#. Assim como fora feito para o campo eletromagnético, este trabalho se limita
ao caso de invariantes constantes, ainda que S, e S, ndo sejam constantes 2,

Segue que, no formalismo de operadores, é possivel escrever

(IT+1Sy%)* - UV + 2 e 00, SOyP | ot — m?

= i
I'A,S] = —ETrln 2 , (3.15)
onde Il :=p —eA, com
—i9 (x| W) — (x| p W) = p(W(x), e [x4,p,] = ioh, (3.16)

assim como no caso anterior. O primeiro termo no argumento do logaritmo consiste de
(IT+1nSy°)* = [(IT* + n*S?) 1+ 1 (T1,S* + SHI1,,) y5]y 5*(x — y). (3.17)

Assumindo o caso em que 0s campos vetoriais da teoria sdo abelianos, como quando

3

o campo axial é induzido por torgdo totalmente anti-simétrica °, o segundo termo se

traduz a

n {1, s#}y Y5 (x —y) = —n [i (9uS*) + 2e A, SH + 2is“ay]y V36*(x—y),  (3.18)
onde a derivada em (d,S#) age apenas em SH. Portanto, em geral, 0 Hessiano em (3.15)
terd a forma

_ 14(0) 5 (D,u.,5 (2 _uv _ 94(0)
H=H"1+Hsy> +H, 'y +Hot = HPV1 + He. (3.19)
em que foram definidos
HO = (112 +1?S?) 6*(x — ), Hs:=n{I1,S"} 6% x—y),

1
H = =2qmSu(y)d*(x = y), Hip = =5 Vi ()8 (x = ), (3.20)

1
- 5 50 <4
Hr = [n {HH,S“}y y> - EV#WW = 2nmS, | 6% (x —y).
y
A partir daqui, as fungdes delta de Dirac nao serdo escritas explicitamente, porém
assume-se que estas se encontram implicitamente presentes.

O termo Hg pode ser diagonalizavel no caso geral, possuindo equacao caracte-

ristica 4:

Kt +2n° l4sz2 —H: - %V K2+ 8niHs Wk + 1 [4m?S? - Hg]z -

(3.21)
20 {V, 2} +4 [V2 W2 = a2 (75,)7] = o,

Como quando hé precessao de S, em torno de um eixo.

Para mais informagdes, veja o artigo do Shapiro (2002).

Obtida via c6digo de programagédo do autor (2025a), disponivel em: https://github.com/8st
ringtheorist /Hessian- Diagonalization.
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isto é,
k* +2Ax% + 8iBx +C =0, (3.22)
onde define-se
A= 4m?n?S? — n*HI -2V,
B = nWHs, (3.23)
Ci=nf [am2s> = H2]" = 202 {V, 12} +4 [V2 + W2 —ai? (7275,

A solucgdo sera

@ _ Vo m i |p. . 12iB 3.24
Ky - 6 -=x1 + = ,—D_ 4 ( . )
em que os sinais a frente de yD_ sdo correlacionados e
4
Dy = VA— (1 £3) A+ — (A + 67*m?S*H2 + 3W?), (3.25)

VA

onde

N 3
A=K+ i\/lC + 64 [A2 + 202 Hs (3n2m2S2 = V) + 3W? — 12n2m? (szv)z] ,  (3.26)

com
K= A= 9A(C + 16m*n*H2S?) — 1085?, (3.27)

de maneira que quaisquer produtos devem ser lidos como
1
XY = 3 {X,Y}. (3.28)

Pode-se notar que k — oo quando A — 0 ou A — o0, 0 que implica na impossibilidade
da diagonalizacdo de Hg nestes regimes, ou seja, existem pontos (ou regides) singulares,
em que o Hessiano deixa de ser diagonalizével °. Isso quer dizer que nem todo o espago
de parametros é fisicamente acessivel ou possui uma solucdo exata. Assim, além de
restringir o sistema as condi¢es em que o Hessiano é nao singular, é preciso buscar

entender quando ele é fenomenologicamente consistente.

3.1 Anadlise de consisténcia

Embora a ndo unitariedade possa ser bem vinda para a fenomenologia da TE,
como serd explorado no préximo capitulo, é preciso que a teoria possua algum intervalo
de estabilidade, isto é, o Hessiano ndo pode ser um ntiimero imagindrio puro em todo
intervalo de condicdes fisicamente realizaveis. Porém ele pode ter uma dependéncia nos
invariantes de tal maneira que passeie por entre as regides aproximadamente estdveis,
onde H ~ R(H), até as instaveis, H ~ i I(H).

5 Veja, por exemplo, os artigos escritos por Berry (2004) e Heiss (2012) para mais detalhes.
Ja, p p & p y p
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Sendo assim, faz-se necessario examinar diferentes limites dos autovalores da
equacdo caracteristica, culminando na classificagcdo original dos subespagos abaixo,

nomeados figurativamente com base nas propriedades exibidas:

1. Tipo Eletromagnético: Quando S? = Hs = 0, o resultado é uma cépia do caso

eletromagnético com os invariantes substituidos, isto €,
) = 22V = 21, (3.29)

sem outras contribui¢des de S;,. Se o campo axial ndo for propagante, este caso se
reduz de fato ao eletromagnetismo.

2. Tipo Maroto (1999): Quando Hs = 0, a solucdo sera

K = i\/ 2V — 4m22S? + \/4m2172 (Vers,)® = w2, (3.30)

que é bem comportada quando S, é tipo espaco ou V > 4m?n*S?. Este caso, em
particular, é provavelmente um dos mais estédveis, visto que a condi¢do Hs = 0
protege a teoria dos termos (9, S*) que podem surgir em expansdes de mais lagos ©,
além de vir acompanhado da condigdo S¥A,, = 0 que simplifica consideravelmente
as contas. Nos demais casos, pode ser preciso que mais condi¢des sejam satisfeitas
para que haja estabilidade (BLUHM; GAGNE; POTTING; VRUBLEVSKIS, 2008;
REUTER; SCHOLLMEYER, 2016; RHAM; ENGELBRECHT; HEISENBERG; LUS-
CHER, 2022). Este é o dominio em que se pode reproduzir a solucdo demonstrada
no artigo do Maroto (1999) de forma exata para condi¢gées um pouco mais abran-
gentes, como serd mostrado em breve. Observe que o tipo anterior faz parte do
subespago dessa solugdo.

3. Tipo (quase) sem anomalia quiral: Quando WV = 0, os autovalores se reduzem a

K = i\/ PHE + 2V — 4m22S2 + 217\/2H§V — 4m282 (PH2 + V) + 4m? (V¥S,)°, (3.31)

ou seja, Hr permanece diagonalizdvel em todas as configuracdes onde H5 ndo
venha a tender ao infinito. Este caso corresponde a

e’Ga=-1’Gs e SMFu =2(Es-Es~Ba-Bs)=0, (332)

isto é, A, e S, propagam isoladamente em seus subespagos, sem transferéncia de
energia direta entre os setores eletromagnético e axial, ao passo que quebras locais
de CP em um setor vém acompanhadas das viola¢des correspondentes do outro,
de maneira que se cancelam (exemplo: ondas eletromagnéticas com polarizagao

6 Este problema é discutido detalhadamente nos artigos escritos por Berredo-Peixoto, Helayél-

Neto e Shapiro (2000) e Shapiro (2002).
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circular vem acompanhadas das ondas de S, com a polarizagdo oposta). Em
particular, as anomalias quirais provocadas por cada setor tendem a (quase) se
cancelar 7, mantendo o setor eletromagnético CP neutro 8 Quando S u € massivo,

tem-se entdo que

(a) em baixas energias, o campo axial decai conforme ~ ¢ ™Ms* (onde Mg é a
massa deste), porém deixando a auséncia das violagdes de CP como “heranga”
para o setor eletromagnético livre, sendo que, quanto maior for a massa Ms,
menor serd a interferéncia no infra-vermelho (as viola¢des ficam confinadas
a distadncias da ordem Ag = MLS),

(b) porém o ajuste no ultra-violeta pode acabar sendo mais delicado, portanto
faz-se necessario uma acao fundamental renormalizavel e livre de fantasmas °.
Neste caso, tipicamente, é preciso que Ms ~ Mpjanck para garantir alguma

consisténcia 19,

Se a massa do pseudo-vetor for muito grande, entdo, em baixas energias |S| =

constante < 1, isto é,
2

m
[Hs| = [T1S| ~ — =~ 0, (3.33)
MS
visto que, classicamente,
— 1 2 2¢q2 Iz 6£Proca~ 1 uo_
Lproca = _ZS”V +MgS” + SH]5 e W ~ SH + @]5 =0, (3.34)

quando d,S*" ~ 0. De fato, como a TE em questdo deixa de valer assim que

E’ s > m?, os autovalores simplificam para

&)~ i\/ 2V — dm2n2S? + 4m1]\/ (Vvs,)? - s2v. (3.35)

Uma solucdo simples corresponde a de ondas planas (CARROLL; FIELD; JACKIW,
1990), por exemplo,

Syv = Pyv = Ga=0Gs=0, (3.36)

em que a anomalia quiral de fato se anula.

7

9

Para haver cancelamento de fato, também ¢é preciso que V*'S, = 0 e que a parte vetorial seja
livre de anomalias, visto que a expressdo para a anomalia quiral ndo serd exatamente igual a
W, como serd mostrado no préximo capitulo.

Como mostrado em mais detalhes nas se¢des D.3 e D.4 do livro dos autores Hehl e Obukhov
(2003), e discutido néo tao explicitamente no artigo do Wilczek (1987).

Modos com energia cinética negativa, que sinalizam instabilidade do sistema. Para mais
informagdes, veja o capitulo 19 do livro escrito por Buchbinder e Shapiro (2021).

10" Como discutido em Shapiro (2002).
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4. Tipo Rainich—-Misner—Wheeler Teleparalela: Se V = 0 e WW = 0, entdo
k) = £n¥s + 2inmS, (3.37)

onde S = /S uSt. Portanto, Hg sera Hermitiano se, e somente se, S = 0, isto €,
o vetor axial for do tipo luz, além de ndo haver explosdo de #Hs, de forma que o

Hessiano reduz a

(I, +1S,)* - m? 0 |
0 (Mg = 1Su)”" —m?

(3.38)

Neste caso, além de valer o cancelamento de anomalias e viola¢ées de CP em (3.32),
tem-se

e?Fa=-n"Fs e SMFu =-2Es-Ba+Bs-E4) =0, (3.39)

ou seja, os campos Ey, By € V¥ constituem ondas planas, além de Vv ser auto-
-dual, isto é,
VY = £{VHY. (3.40)

Como curiosidade, observe que, quando o pseudo-vetor advém da torgéo, estas
condic¢des sdo andlogas as de Rainich-Misner—Wheeler (MISNER; WHEELER,
1957), porém relacionando o campo eletromagnético a tor¢ao, ao invés da curva-
tura.

5. Tipo Relatividade Muito Especial: Quando S, é tipo luz e (\N/WSV)2 =0.
) = 2945 £ V2V £ 200, (3.41)

estando os sinais de #s e WV correlacionados. Neste caso, Hr € diagonalizavel para

toda a regido em que Hs /> oo, e, novamente

(Hy +175H)2—7712+'\/2V+21'VV(7Z 0

H =
0 (I, = 1S,)* = m? + V2V —2iWo,

, (3.42)
onde o, é a matriz de Pauli na diregdo z. Este caso é muito parecido ao do eletro-
magnetismo, porém com influéncia da Helicidade (na diregéo de S,;) no momento
generalizado dos férmions. Se (VHS,)? # 0, os autovalores voltam a ficar tdo

complicados quanto o caso geral.

Durante o periodo em que S, “estiver ligado”, o grupo de Lorentz é quebrado de
SO(1,3) para SIM(2) em casos como este e (3.37), de forma que estes contextos
lembram a Relatividade muito especial (COHEN; GLASHOW, 2006b). Vetores
classicos de fundo, em geral, “selecionam” uma diregdo preferencial enquanto
estdo presentes (e ndo se anulam), portanto essa quebra da simetria de Lorentz se

apresenta nos outros casos também, porém de maneira mais sutil ou complicada.
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Este tipo de quebra da simetria pode ser problematica se S, de fato assume um
valor esperado de vacuo ndo nulo a nivel quantico, ndo como campo de fundo que
foi “ligado” em algum momento e poderd ser “desligado” em outro. Ainda assim,
se essa quebra for de fato fundamental, este caso permaneceria bem comportado 1!,
de acordo com Rocha (2021), e poderia apresentar fenomenologia interessante,
como a de conferir massas a neutrinos sem que houvesse a necessidade do meca-
nismo de “gangorra” 2 (COHEN; GLASHOW, 2006a).

Além destes casos particulares mais simples, as raizes rapidamente voltam a ter uma
estrutura mais complicada como a de (3.24), exceto quando algum dos outros termos
presentes em um destes casos mais simples também se anula, de maneira a transitar

entre estas regides limitrofes do espago de parametros.

Em geral, quando #Hs # 0 (isto é, nos trés tltimos casos), pode ser mais dificil
de manter estabilidade e consisténcia em altas energias. De fato, observe que os dois
ultimos (talvez) se comportem bem em configuragdes muito restritas de S, sendo
instaveis nas demais (qualquer flutuacdo na direcdo de S, torna o sistema instavel). Jd a
terceira condicdo pode funcionar bem em baixas energias, quando Ms é muito grande,
mas ainda requer cuidado no tratamento. As tinicas configura¢des que sdo (quase) tdo
estdveis quanto o caso eletromagnético sdo as duas primeiras, sendo que a primeira esta
contida no dominio da segunda. Sendo assim, nas se¢des e capitulos subsequentes, o
foco deste trabalho serd no subespago de parametros em que Hs = 0, com 21°m?S> <V

ou S, tipo tempo.

3.2 Acdo de Euler-Heisenberg generalizada

Ao diagonalizar Hg, pode-se escrever duas classes de Hessianos, em geral,
H=M£nS) L, -m> e H=IP+7’S>-%, —m?, (3.43)

onde X, corresponde aos autovalores de Hr no dominio de interesse, tendo uma estru-
tura bloco diagonal na forma X, = diag (X+0,, £_0;), sendo novamente, o, = diag (1, —1)

a matriz de Pauli na direcdo z, com

1

2

Te = 2V —4’m’S; + 2\/41721112 (Vs —we| (3.44)

em que o primeiro termo na raiz também pode ser escrito como

(V#S,)" = =282V + (VH'S,)%. (3.45)

11" Se existissem campos quanticos que fossem representacdes deste grupo, porém ja que ndo
ha, como demonstrado por Rodrigues, Matzenbacher, Caires da Rocha e Hoff da Silva (2025),
este sistema se torna inviavel.

12 Tradugdo livre para “Seesaw mechanism”.
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Assuma, por simplicidade, que S, se encontra em configuragdo quase-esta-
tica (OMANOVIC, 1997), ou onde houver monopolos (GARCIA DE ANDRADE, 1999;
MOURA-MELO; HELAYEL-NETO, 2001), ou outras situagdes em que a dindmica

interna deste permite separar

1 - 1 7 =
S, = —ES‘ix” +5t e SI= 2 (ShxY)"+ Sz, (3.46)
com SPVEM =0,sendo S2, V, We (VF”’SV)2 todos constantes. Neste caso, é possivel

escrever 0os Hessianos como

H=P2-M> -1, (3.47)
onde
M? = m® -1’5 (3.48)
¢ 2
P = |pu— % (eFuy £1Suy) xvl ou P2=P =T +n*(S"x")". (3.49)

—(x
Definindo VLV) = eFuy £ 1Sy, e assumindo que Fy, e Sy, constituem um feixe

regular 13 de matrizes, isto €,

A1

det (F”V + 7s“v) £0, (3.50)

é possivel colocar V#v em uma forma canonica, em direta analogia a (2.60), com
= = —
X+ = \/—V +\VV + W,
ix. = i\/? PV W,
— —2
V=1V, = e2F4 + n*Fs + ZLFSt,

P o (3.52)
W= -1V V,, =e2Ga +1n’Gs — FFW'S,,,

(3.51)

onde

que difere de (3.13) nos tltimos termos. Com isso, no primeiro caso, pode-se parametri-

zar
VH = AF + SH = (=xx+,0,-yx-,0), (3.53)

onde S = S — S, enquanto

X2=x2=-2V e xix_=iw. (3.54)

13 “Matrix pencil”, em inglés. Para mais informagdes, veja o livro do Gantmacher (1974).
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Aplicando o operador de translacdo em cada setor separadamente 4, de forma que

xoxx e suza P (3.55)
X+ X-
obtém-se
M=~ (pz - xix°) = (p2 + x22°) — L, (3.56)
ap6s separar e M7,
No segundo caso tem-se
2 | T ? 2 (ot v\2
P = pu - EeF WXV 7 (S )T, (3.57)

sendo preciso tomar coordenadas onde ambas F, e S, estejam em forma canonica com
seus autovalores posicionados nos mesmos planos 15 seguido da reparametrizacdo de A peSy

(através de rotagdes e boosts) para que seja feita a aplicagdo do operador de translacao,

x—>x—£—tA e z—>z—ep'?yA, (3.58)
para obter
2n*EZx
M= —p+ (B, +1PER) 2% - 2 - (B + P BY) 2 - =S
22 2p2 202 (3.59)
N 2n Bszpy n Es ) n BSpZ—Z
eBa e?E3 ! e?B? yom

Depois, é preciso aplicar novamente o operador de translagdo para completar quadrados

fazendo - -
n Espt n Bspy
X —>Xx+ ez > z+ , (3.60)
eEa (ezEz‘ + ang) eBa (eZBi + T]ZB%)

que resulta em
H = —pi + (e’E4 + n’Eg) x* — p2 — (¢*B + °B2) z2°+

2F2 2E2 (3.61)
L PO 1 =s 2 1+ > pi—-X,.

Py — y
e’Ey (ein + T]ZEé) e’B, (623124 + nzBé)

. . —_jPtPx )0 . < .« . . 4 . .
14 Uma opcao seria aplicar e+ 7 diretamente a forma matricial do Hessiano apés diagonali-
P

zagao.
Caso as duas ndo possam ser postas com seus respectivos autovalores nos mesmos planos,
ndo seréd possivel reduzir o Hessiano a QHOs, pois

15

. X . x 2
et [(pt —ax)’ + bztz] " = a%x2 + b7 (t + P_x) ,
a

ou seja, a estrutura final é essencialmente idéntica a inicial.
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Observe um artefato ' matematico curioso: as escalas dos momentos nas direcoes
t e y mudam, como se o Hessiano correspondesse a um Hamiltoniano de particula
livre, porém com massas diferentes nessas dire¢des. Em ambos os casos, o Hessiano se
assemelha ao Hamiltoniano de QHOs em duas direces e particulas livres nas demais,
cujos autovalores de energia serdo

E} o= i(1+2n) xy +(1+2n2) o =24, + E0Y (3.62)

onde E(()t’y 'éa energia da particula livre em t e y, enquanto os autoestados serdo
\I]Ptrpy rt py ipit— zpyy 3.63
g Mo fn+ x"‘ fn_ X pre (3.63)
%
para o primeiro caso e

eEap; eBap:
\Pzt'pny E fu ( —) fn (z -—IX
+1 + 2 2 - 2 2
! e2Ey +n°E; e2B; +n*Bg

(3.64)
inEESptt 1+ ’leg . intpyy 1 WzBé
N e O
para o segundo.
Tirando o traco,
. dp:d ,
Tre~ ™ = / d4x Pt Py Z \yfl:,};z trDirace_ZTEﬁJ”n_r (3.65)
(2 ) /\,1’!+,1’l_
chega-se a
_ [ d R Y —im?t
T[A,S] = ——5 [ d*x & e =22 (tzs) _e —1, (3.66)
8 T I cos (TZ+) T
para ambos os casos, onde
T, = \/V —2P2m2S% + iW. (3.67)

Note que, agora, os argumentos das fung¢des trigonométricas no numerador e denomi-
nador sdo diferentes, isto €, o argumento da integral ndo se trata mais do produto de
cotangentes. Observe que a densidade de modos é influenciada apenas pelas frequén-
cias efetivas dos osciladores no segundo caso. Além disso, a massa na exponencial que

acompanha o termo de normalizagdo é diferente.

16" Pois, pode-se fazer mudanca e redefini¢do da escala para que estes coeficientes reduzam a
unidade, voltando a corresponder a escala fisica.
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Por fim, expandindo em série através de (C.7) para encontrar os termos de sub-
tragdo minima 17 e performando uma rotagdo de Wick no tempo préprio, chega-se a

acdo generalizada de Euler-Heisenberg,

T(A, 8] = — / gty T g [pRieosh(y) 1 % (V-3v-arms2)|. G68)
81 T J cosh (TZ+) T

O termo de quarta ordem serd

2

272 .
L= (7v LW 30DV + 1502 — 15W2)+%n4m45ﬁ, (3.69)

que, no segundo Caso, se resumem a

| = 2 1
3 (V - 3v) = S (2 Fa+nPFs) = (eszw T qzsfw) (3.70)
e
I 472 27 2 2 T, 5 22| 27y 454
4= == [EFa+ 0 Fs)" + 2 (€°Ga +17°Gs)" | + —==n"m*S,,

3.71
1 212 22 V2.7 2 Fuv 2&uv 2 G71)

272 4. 4G4
+TT] m SH’

ap¢s utilizar A, S# =0
Naturalmente, o préximo passo é checar se a solucdo exata condiz com o primeiro

termo nao trivial da agdo efetiva obtida via anélise perturbativa.

3.3 Andlise perturbativa

Comega-se comparando (3.68) com a agdo obtida perturbativamente a partir de
(3.3), isto €,

i% [ (id = m) ™ (ViPr + VLPL)]; (3.72)
k=1

tomando cuidado com relagdo a y° durante regularizacdo dimensional 8. Em segunda

ordem, tem-se

4
rOa, ] = — . d4xd4yd—p4€i”'(x_y) |11 (P* g — Pupv) Vi (1) Vi (x)+
(4m) (2m) (3.73)
Vk &V, '
+h (VEVE@) - E@VE@) |+ {0 T 0

17" Que agora também incluird os termos necessarios para que, quando somados ao fator de
normalizagdo, “corrijam” a exponencial que acompanha este, que passa a conter M? ao invés
de m?.

18 Como discutido no Apéndice C, no artigo escrito por t’'Hooft e Veltman (1972) e no livro do
Collins (1984).
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onde p, € o momento dos campos externos. Segue que

VEVE + VEVY =2 (2AFAY +17SHSY),

(VIQ’Vﬁ - v;;vg) + (VL”VE _ VL#VHL) = —aps2. (3.74)
Por sua vez,

L= 2= [N du(l—wuin |1 - u(l —u)i_i],

I =A_/01du1n[1_u(1_u)51_22]’ (3.75)
sdo os fatores de forma, com

A:%Hn(“ﬂ)—v—an—j_)émd_;e—mzl 576

sendo y a constante de Euler-Mascheroni e ¢ = D — 4. Em baixas energias (p? < m?),
(3.73) resulta em

-1 2A
r®[A,s] = 52 / d*x Y (62}}1 +1n*Fs + 217271125‘21) - WZSyDS“—
| (3.77)
T2 (e*FuyTF*™ + 1S, 08" + 51*S,008") + O (Wﬂ :
Por sua vez, o termo de segunda ordem da (3.68) quando S, A" = 0 sera
1 Cdt .2 _
T [4,5] = -— T M2 [ezfA + 12 Fs + 2n2m2sﬁ] , (3.78)

que concorda com (3.77) na aproximagao de campos constantes, como esperado, ao
utilizar (D.3),
Ay = / g I'(z) = N —In (—2) =A-In (1 - '7_2 , (3.79)
0 T z—0 u m
e nota-se que Ay = A, visto que o segundo termo € finito, enquanto os demais termos

desacoplam, concordando com o teorema de Appelquist-Carrazzone, ou se anulam (por
serem constantes). Pode-se ver entdo que, se Hs = 0, isto é,

(9uSH +2eiAuSH +2549,) ¢ =0, (3.80)

e

como fora discutido anteriormente, o modelo é “seguro”. Se ndo, este termo volta a

causar problemas na andlise perturbativa, por causa de termos como S,0S".

Pode-se ver que, quando os férmions ndo sdo massivos, entdo m2I, = 0. Neste
caso, se o campo axial for constante, ndo hé influencia nesta ordem e portanto ele ndo é
capaz de criar particulas ndo massivas sozinho (MAROTO, 1999), como serd mostrado

em mais detalhes no préximo capitulo.

Com este resultado em maos, serd possivel investigar as consequéncias das

corregdes quanticas para a dindmica dos campos envolvidos neste modelo.
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4 RESULTADOS E APLICACOES

Neste capitulo, obtém-se a anomalia quiral induzida pelo pseudo-vetor, tanto
perturbativamente quanto via agdo de Euler-Heisenberg Generalizada obtida no capitulo
anterior, aproveitando para confirmar novamente a consisténcia da solugdo exata. Depois
explora-se a aplicagdo para o calculo da taxa de criagdo dos pares de particulas, que,
neste contexto, contribui para a assimetria entre matéria e anti-matéria, explorada mais

a fundo em um modelo simplificado de bariogénese ao final.

4.1 Anomalia quiral

Como o campo axial estd associado a cor- Figura 2 — Diagramas triangulares

rente quiral, ao continuar a andlise perturbativa de correspondentes aos processos (a)

(3.72) até a terceira ordem, obtém-se S—yy (e permutagoes) e (b) S—SS.
r®A,s] = ! / d4xd4yd4z,;x Y
5 (id =m), . iy
. ' @ Yy
X (eAd +n$ys). ———— X% a
(ed +n8ys). @-m)., (4.1)
X (ed +n8ys) ;(6A+ $ys) v
n ysy(ia_m) nsYs x’
y,x
que se anula (via teorema de Furry), para todos os
termos com excecdo dos dois diagramas andmalos 7/)\7/5
da Figura 2, isto é,
Yy
7 4 4 d4
r®[A,s] = -m / dxdydz d k14 d k24 P4X (b) S
3 2n)" 2n)" (2n)
weikix+iky s (p = ki — k2) (4.2) 5 g
x (3e2A§;A;s;1W + qzs;‘s;sglfl?f), 'y
onde Fonte: Diagramas de Feynman elabo-
dP i i ; rados pelo autor utilizando tikz-feyn-
I#VT = / (27T)D tr q- mVﬂ/Sg —p-m x man (ELLIS, 2016).
| 4.3)

i

<P 1 _ l + uev
)/vg_kl_m%u ki e ko
i _ _
VVs Vv)/sm?/ws

) -:/ qu tr ; H e
QT - D _ — ’
(271) g m 97 V m kl g k2

em que utiliza-se a nota¢do do Collins (1984) 1. Essas integrais devem ser tratadas

+ (4.4)

com cuidado, por serem linearmente divergentes 2. Expandindo em série de Taylor,

1
2

Conforme discuti¢do no Apéndice C.
Para mais detalhes do tratamento neste contexto, veja Bertlmann (2000).
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transladando as coordenadas para g — g +a e g — g + b em cada termo da integral,
denominada de I vt (a,b) e subtraindo de I vt (0,0), obtém-se

ie)\wy (a - b)A
8m?

Live (a,b) - Lyve 0,0) = - (4.5)

Para o diagrama (a), busca-se satisfazer a identidade de Ward correspondente a

conservacao de corrente,
a‘u]',“ =0 = k}lllywc = kgI‘uvT =0. (4.6)

Por sua vez, quanto a corrente axial, utiliza-se o resultado (D.14) para obter

prMwa = 2imlyy — A, (4.7)
onde
dPj i i i l ge v
I, := / tr Vy Vil + , 4.8
Sal Rl Ferrier e il R PO DR

que é finito, e

g 9 l 1 1 l pev
A v :/ ka tr v % + ’
S e VR A T TR I TR Y L
1 p
= o favpukrky,

resultando na anomalia quiral de Adler-Bell-Jackiw (ADLER, 1969; BELL; JACKIW,
1969)

2
T Y . " ~
Iu {5 >(a) = 2im <J5>(a) - @F“VFW, (4.10)
onde (js) @ = LAFA],,. O procedimento para resolucdo do diagrama (b) é similar,
porém, ao invés da conservagdo de corrente, utiliza-se a simetria do diagrama para obter

2
Iy <]§[>(b) = 2im (Js)@) — %ﬂzswsw- (4.11)

Pode-se, por exemplo, calcular as taxas de decaimento dos processos S — yy eS — SS

separadamente, em analogia com o caso do pion em aproximacdo de campo fraco,

4,3 41173

e*m nm
I'(s I'(S—SS)x —— 4.12
S=y e gem € TE =SS (12
cuja proporc¢ao sera
I'(s 4
(S—=yy) _ 9t (4.13)

T(S—SS) n*’
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o que indica uma clara preferéncia de ocorréncia do processo S — yy cason < V3e,
provendo um mecanismo para magnetogénesis em contextos como o de universo pri-
mordial (BENEVIDES; DABHOLKAR; KOBAYASHI, 2018). Estes diagramas induzem

0s termos

2
ré = - 422 / d*x leZS AEw - / 4y (95%), 07 (SSH), (4.14)

na ac¢do obtida perturbativamente, onde o subindice x, y indica as coordenadas. Portanto,
o contetido de férmions do modelo padréo é suficiente para cancelar a anomalia nesta
teoria 3. Quando o vetor axial esté relacionado a tor¢io, o primeiro termo é chamado
Carroll-Field-Jackiw-Tor¢do (NASCIMENTO; PAGANELLY; PETROV; PORFIRIO, 2025).

A acdo efetiva (3.68) pode passar a impressdo de ndo conter anomalias, o que
ndo é verdade, visto que estas estdo relacionadas com a medida funcional (FUJIKAWA;
SUZUKI, 2004). Portanto, para conectar (3.68) a anomalia, utiliza-se a defini¢do cldssica

da corrente quiral, isto €,

. OI'[A, S]
U ’
=——". 4.1
O problema pode ser simplificado ao escrever a acdo efetiva como
dt T 1
T[A,S] = 2/0 TE o (4, 5]~ 3R, (4.16)
onde . R cosh (13
fIA4,8]:=Te[e] = — / dhx TSN (4.17)
4n J cosh (TZ+) '
é o traco do Hessiano,
— 5\2 1 5\ ~uv 5 4.18
H = (T+nSy°)" = 5 (eFuv = 15w ”) 0 = 2qm$y”, (4.18)
e
|
R := —Au / dx |+ (eszw FIPS2, + 8n2m25§)l (4.19)

é o termo de subtragdo minima, com Ay dado por (3.79). Particularmente, observe que

OAm(y) _ 2y
6S,(x) ~ M2

—=SH(y)ot(x — y). (4.20)

Aplicando a derivada variacional no termo de subtra¢do minima, obtém-se entdo

2

OR r] 1
273 (€2F2 +1°S g+ 4n2m252)

17217125“, (4.21)

8S, M2
3 Conforme discutido nos artigos escritos por Dobado e Maroto (1996) e Batra, Dobrescu e
Spivak (2006).
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ap0s integracdo no espago-tempo e utilizando a aproximagédo de S, constante, com a

qual esta agdo efetiva fora construida.

Prosseguindo com a conta para o primeiro termo chega-se ao resultado

. dt 2 (5f « 2 1 1
A —M 2qu -M"T £ _ _
{s) = 2/ T 58S, s {/0 dre™ S 2M?2n? lT2+

A
} + 88m 3M n*m>SH,

(4.22)

1
+e (eZF2 +17S5g +8n2m25i)

Tomando o divergente desta expressdo na aproximacao de invariantes estédticos, é possi-

vel concluir que

1
9u (1) = 20 (9,S*) Lew + / dte” (nzs#a + 59 5; f. (4.23)
E, claro, quando Hs = 0, entdo
At _ype.
du (j) = 5 / . ayg (4.24)
Resta calcular o termo sobrevivente, isto é,
)
——f = —1Tr H|e ™
oSy l(és ) (4.25)

= —1Tr [n {7/ ,H“} +2nSH — 2m)/”y5) e_TH] .

A expressao completa vai corresponder a soma de valores esperados dos operadores

presentes
9 (18) = (m, By *e) - 30,50 ). 426
que, ap0s utilizacdo das equagdes de movimento,
(D —m)y =0 = TI*¢Y = (nS*y° + my*) ¢, (4.27)
isto €,
{y? Ty = 2084 + m{y”, Yy = 208ty (4.28)

se traduz a expressao
9 (s ) = mmdu (Y1 7°¢), (4.29)
que ja sinaliza consisténcia do subespaco de parametros da solugdo exata aqui obtida.

Vale fazer uma pequena pausa para ressaltar que, no caso geral de invariantes
ndo constantes e Hs # 0, o termo de subtracdo minima poderia introduzir, através da
equagdo de Proca,

082
M / d*x 6Saf = —2AM3d,S'H =2 (MﬁS“ — <]§‘>) , (4.30)
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que levaria a expressdo

M2
(1) = N((J'?)o - 545 ) (4.31)
onde < ]gl )0 equivale a expressdo em (4.22) e
2

= 2471224—7—IAM (4.32)

é uma constante de normalizacdo, enquanto seu divergente seria dado por

2

9 (s ) = N'| 9w 5 Do + (5) + LenS*) 9uS° (4.33)

com d,, < ]gl > , équivalente a (4.23). Em partes desta expressao, podem ser vistas outras
contribuigdes, como uma similar ao termo de Nieh-Yan (M. RASULIAN; TORABIAN,
2023), porém elas acompanham expressdes complicadas (contendo derivadas dos inva-
riantes) escondidas nos demais termos, o que pode ser indicativo de potenciais instabili-
dades inconsistentes com as identidades e equagdes de continuidade cléssicas, exceto
em condi¢des muito especiais onde algumas dessas expressdes possam corresponder
a vinculos, quando for possivel. Porém, como o foco aqui é investigar a solugdo exata

obtida na aproximacdo de invariantes contantes, esta andlise ndo serd aprofundada.

Voltando a (4.23), é possivel obter analiticamente a anomalia a partir deste resul-
tado da seguinte maneira: Sabe-se que o valor esperado de observaveis obedecem as
identidades de seus equivalentes classicos. No caso da corrente quiral, vale a equagdo

de continuidade
Ay (j§) =2im (js), (4.34)
onde < ]5> = (1,57/51;1) Por sua vez, como a anomalia est4 relacionada com a parte

divergente dos diagramas anémalos, pode-se calcular diretamente

(Js) ~ o Z/Wd’( e"imzﬁ@tr (7/ o~ 3 Vit ) (4.35)

que € o tinico termo que contribui para a anomalia (no subespaco de interesse), visto
que os tracos do produto contendo um niimero fmpar de matrizes y* e ou de y° com
menos que 4 outras y* se anulam e que as contribuic¢ées das poténcias impares de outras
componentes do Hessiano dependem dos termos proporcionais a (9,S*) e A,S* que se

anulam quando #s = 0 vale. Assim, tem-se
tr (7/ ¢~ 3 Viwo!” ) = —4im3 cosh (TE+) (4.36)

resultando em
_ 1 —
W —W (4.37)

I (J5) =2im (Js) = ZMZ > o
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Depois disso, em linhas gerais, regularizando a corrente por método de Pauli-Villars, ao
trocar H — mﬂ?{ e tomar limmg — oo, como feito por 4 Bastianelli e Broccoli (2019) e nos
capitulos 4.5 do livro escrito por Dobado, Gomez—-Nicola, Maroto e Pelaez (1997) e 4.8
no livro do ° Bertlmann (2000). Segue que é possivel manter (4.10) j& presente em (4.37),
porém recuperando a expressdo correta da anomalia quiral em (4.11), o que fornece
suporte a consisténcia da solugdo exata aqui obtida. Curiosamente, mesmo assumindo
campos abelianos, note que a estrutura da anomalia (o coeficiente que acompanha o
pseudo-vetor) é a mesma de teorias ndo abelianas (como se o vetor axial fosse ndo

abeliano).

4.2 Criacao de particulas

Assim como fora discutido rapidamente ao final do capitulo 2, quando feita a
integragdo do funcional gerador das fun¢des de Green sobre os férmions, o dominio de
validade da agdo efetiva aqui esté limitado a configura¢des onde estes se encontram em
estado de vacuo. Isso implica em perda de unitariedade apds certa escala de energia.

Portanto a quantidade
Ptrans[A/ S] =1- |<A/ Sl Seff |A/ S>|2 =1—exp (_23r6ff[A/ S])/ (438)

em que S € a matriz de espalhamento construida com base na agdo efetivaI'[A, S],
mede a probabilidade de criar particulas reais (SCHWINGER, 1951), em outras palavras,
Puans[A, S] é denominado “probabilidade de transi¢ao do vacuo”. Por sua vez, quando

os invariantes sdo constantes, pode-se notar que, em geral,

FEH = / d4x£EH = TV,CEH, (439)

onde T € o intervalo de tempo e V é o volume do espaco.

Este fendmeno pode ser modelado como um processo Poissoniano ©, isto &,
imagine que a probabilidade de criacdo de um certo nimero N dos pares de particulas
seja ditado por uma distribui¢do de Poisson,

_ AN

P[N] = NI (4.40)

onde A = (N) = rAt é o niimero médio de pares criados a uma taxa r no intervalo
de tempo At. Observe entdo que exp (—23T¢[A, S]) corresponde a probabilidade que
nenhum par de particulas seja criado, enquanto Pans [A, S] mede a probabilidade de
criar qualquer quantidade (exceto zero) dos pares e Lgy corresponde a taxa (r) de

4 Que também analisa férmions acoplados a corrente vetorial e pseudo-vetorial através do

mesmo formalismo por “Heat-Kernel”, de maneira que a regularizacdo da equagao (79) deste
livro resulta na corrente da Eq. (83), contendo o fator correto de 1/3 no setor pseudo-vetorial.
Especificamente na equacao (4.382) deste.

Para mais detalhes, veja o artigo escrito por Ruffini, Vereshchagin e Xue (2010).
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criacdo das particulas por volume. Portanto, definindo a densidade de probabilidade e
expandindo a exponencial, obtém-se

P trans [A S ]

plA,S]:= —

~ 29 Lrn. (4.41)

Quando a agdo efetiva é bem comportada, existem dominios fisicamente reali-
zaveis onde 3L ~ 0. A transi¢do do vdcuo ocorre quando o sistema se aproxima das
configuragdes em que as contribui¢des dos polos de I Lgy passa a ser dominante. Para
(2.86), apenas o campo elétrico cria particulas, visto que sé o seno continua tendo polos
ap0s a renormalizacdo 7 situados em

nrt

Ty = —. 4.42
" eEx ( )
Tomando o limite em que By — 0, (2.88), pode-se ignorar a constante F4 = —%Ei e
integrar
1 [ 1 E4 cot(etE
Leg= _W d’[;@ m? "[etEa cot(etEA)] = ZR [e ACO (eT 4) et ,Tal,
4.43
i~ 2EL e iaE3 w2 (4.43)
g eEy — le e EEA
8m £ n?m? 272
n=1
onde a = % ~ 1§7 é a constante de estrutura fina e Liy(x) é a fun¢do dilogaritmo.
Portanto, a taxa de criagdo dos pares de particulas neste caso sera
OéEi‘ _mnz
p[A] = —2L12 e °ka , (444)
U

que pode ser visualizada na Figura 3. Quando os férmions ndo tem massa, é possivel ver
que ha uma taxa de criacdo das particulas que coincide com a componente imagindaria
do fator de forma (2.96), conforme discutido no artigo dos autores Dobado e Maroto

(1999), isto é,

e?E3
Al = .

plAl=

Observe que os valores do campo elétrico em que a probabilidade de transi¢do

(4.45)

do véacuo se torna relevante sdo da ordem do campo critico, que é definido como aquele
que realiza trabalho igual a energia de repouso da particula através de uma distancia
do comprimento de Compton desta, isto é, Voltando para o sistema internacional de
unidades momentaneamente, Eqit = - = Para elétrons, E.;; € da ordem de

~ 108V /m.

/\ce

Quando ha campo axial constante presente, segue, de (3.68), que

e, (4.46)

7 Pois o polo em 7 = 0 advindo de ambos os senos e de 1 fora excluido.
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Figura 3 — Probabilidades de transi¢do de vacuo para um pulso adiabatico de laser
usual (ALKOEFER et al., 2001), de duragdo ~ 80fs e comprimento de onda A ~ 0.15nm.

Probabilidade de Transicao x Campo Elétrico
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'S
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0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
eE (108 ev/m)

Fonte: Adaptado pelo autor a partir do relatério técnico escrito por Ott (2016).

em concordéancia com o resultado anterior obtido por Maroto (1999), porém valida em
condi¢des um pouco mais abrangentes, estando limitada a 41?>m?S? < ¢*E? ou vetor
axial tipo espago. Para campo axial propagante, possuindo campos “eletromagnéticos”

analogos Es e Bs, pode-se obter

n2(B§—4mZSi)
cos|nmy/l + —————=

e2E2
e E B ad —1 n A _nnM2
p[A, S] — Ui A2 S Z ( ) . e <Ea (4.47)
M B sinh (222 )

que representa, segundo a revisdo bibliogréfica anteriormente conduzida, uma expres-
sdo original para a taxa de criacdo de pares no cendrio de potencial eletromagnético e
vetor axial propagantes. O campo “elétrico” axial Es pode criar particulas assim como
o campo elétrico na expressdo (4.46), se reduzindo ao caso (4.44) quando o vetor axial
é tipo luz, bem como a (4.45) se os férmions ndo forem massivos, trocando-se e — 1,

Ep — Esem — M.

Pode-se ver que, em geral, o campo axial tende a estabilizar o vadcuo, como visto
na Figura 4, ou seja, quando ha pseudo-vetor ndo nulo, o campo elétrico necessario para
desencadear o processo de criagdo de particulas é maior do que o necessario quando
ndo ha vetor axial presente. Isso é consequéncia direta da contribuicdo deste para a

anomalia, que esta relacionada com o ntimero minimo de particulas que podem ser
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criadas adiabaticamente 8.

Figura 4 — Probabilidades de transigdo de vacuo para o mesmo pulso adiabatico de laser
usual anterior. Os casos (4.44), (4.46) e (4.47) correspondem as linhas vermelha, verde e
azul respectivamente.

Probabilidade de Transicao x Intensidade do Campo
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025b). Cédigo disponivel em:
https://github.com/8stringtheorist /Schwinger-Effect.

4.3 Assimetria barionica

Por fim, nessa se¢do, considera-se uma analise da viabilidade do modelo “de
brinquedo” ? em que um pseudo-vetor, como o presente na teoria eletro-axial, gera
a assimetria barionica requerida para explicar o universo atual. Para isso, é preciso
entreter, a nivel de estudo conceitual, a ideia de tor¢do dindmica (ou outro campo pseudo-
-vetorial) ter existido no universo primordial, cuja consequéncia permitira comentar

rapidamente nesta relagdo entre a criacdo de particulas e a anomalia quiral.

Aqui, no entanto, o problema serd tratado de maneira qualitativa, aproximada e
direta, partindo do fato de que apenas o pseudo-traco do tensor de torgdo (vetor axial
S#) acopla aos férmions, ficando recomendado a leitura dos artigos escritos por Shapiro
(2002), Hehl e Obukhov (2003) e Mavromatos e Sarkar (2014), caso o leitor queira se
aprofundar nos aspectos fisicos por trds do campo de tor¢ao. Também serdo utilizados
resultados e dados de cosmologia, baseados nas referéncias dos autores Rubakov e
Shaposhnikov (1996), Kim, Lee e Yoon (2009), Kolb e Turner (2019) e Aghanim et al.
(2020), sem introduzi-los criteriosamente, pois este ndo é o objetivo principal do presente

8 Como explicado por Navarro-Salas (2021).
? Tradugdo livre para ”toy model”.
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trabalho. No que segue, assume-se um espago de curvatura nula, porém possivelmente

contorcido, como justificativa para a existéncia de um vetor axial primordial massivo.

Em um modelo aproximado do universo primordial com tor¢do, cuja consisténcia
requer que seu pseudo-trago apresente uma massa (BERREDO-PEIXOTO; HELAYEL~
NETO; SHAPIRO, 2000)

Ms ~ Mpianck, (4.48)

a densidade de energia armazenada em S#, quando em equilibrio térmico, serd

3 o @R Mg
<£>S = 2n2

Ms e@/T — 1

wdw, (4.49)

Em que desconsidera-se o potencial quimico, que ndo serd necessdrio para o desenvolvi-
mento a seguir. Pode-se comecar a tratar o campo axial como cléssico (de fundo), para
fins praticos, quando a temperatura do universo atinge a escala de energia do préprio
campo, isto é,

T ~ Ms. (4.50)

Abaixo dessa temperatura tem-se

52 T 3/2 Mg

()5 =3 (Ms) (ﬂ) %, (@51)
ou seja, a excitagdo de modos do campo S u deve diminuir em uma taxa oc e~Ms/ T de
maneira que ele assume uma configuragio de campo cléssica '° por voltade T ~ 107! Mg,
oscilando num regime aproximadamente nao relativistico, com energia média por

particula

T
(E) ~ Mg + 37 (4.52)

Gragas a dindmica interna deste campo, o armazenamento da energia oscila entre
%Mﬁ <Si> e os termos %E% e %Bg Observe que, mesmo a temperatura zero, a energia
restante é mais que suficiente para geragio de particulas, visto que Mg > m. E claro
que, com a diluicdo da energia por expansdo do universo e dada a magnitude de Mg, a
probabilidade de as particulas criadas voltarem a excitar modos do pseudo-vetor diminui
em conjunto com a temperatura, de maneira que o campo de torgao vai esgotando sua
energia, até que o restante seja menor do que a energia do campo “elétrico” critico
associado ao férmion com o qual ela estd acoplada ou até que a temperatura leve a uma
taxa de interagdes menor do que a taxa de expansdo do universo 1. Deste momento em

diante, a energia restante é diluida até os momentos atuais.

10" Portanto um instanton similar aos descritos por Chandia e Zanelli (1997).
11" Os detalhes relacionados a este critério podem ser vistos nos capitulos 3, 5 e 6 do livro escrito
por Kolb e Turner (2019).
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Antes de prosseguir, é preciso entender um pouco melhor a densidade de corrente.
Observe que

() = (@) = (Py* Pr + P Y)Y = (i) + (*), (4.53)

enquanto a corrente quiral sera

(1) = () = ("), - (4.54)

Como comentado antes, espera-se que a energia armazenada em S, seja transferida
para as particulas e o campo eletromagnético de maneira que a anomalia gerada é
conservada ao final (embora seja diluida com a expansdo do universo). Entdo, a partir
da temperatura em que S*''S uv & 0, a anomalia estard associada ao campo vetorial, cuja
integral do termo andmalo em (4.10) esta relacionado a caracteristica de Chern que,

neste contexto, resulta em um ntmero inteiro 2, dado por

/ d*xd, (jt), = / a*% (9 (g = u (1)) = Nk = NL= N5 #0, (4.55)

onde Ng/p, 13 esté relacionado com a densidade de particulas no estado de vacuo (modos
“zero”) em uma dada quiralidade. Sendo assim, embora nédo se tenha informacgado sobre
Su satisfazer as condi¢des que o tornariam uma caracteristica de Chern 14 ou seja,
embora a priori a integral do segundo termo em (4.11) possa assumir qualquer valor ndo
necessariamente inteiro, o acoplamento e troca de energia entre estes setores acabam
“permitindo que o contetido topolégico de um setor seja transferido para o outro”, isto €,
quando ha um campo vetorial de calibre presente e também acoplado aos férmions, as

configuragdes permitidas do pseudo-vetor S, de fundo sdo aquelas em que (4.55) vale.

Agora observe que

/d4xa ) = /dt/d3 () +9u<f”>L)' (4.56)

= [Nr(e0) = Nr(=0)] + [N(00) = Ny (=o0)] =0 = ANg = -AN.

Portanto, (4.55) implica em violagdo na conservagdo do nimero de particulas, repre-

sentando a diferenga na ocupagdo de “modos zero” em cada quiralidade ap6s um

15

tunelamento entre instantons *°, o que, mais tarde, leva a ndao conservacao no niumero

12 Para mais detalhes quanto a obtengdo deste resultado, relagdo com o teorema de Atiyah-Singer,
dentre outras informagoes, recomenda-se a leitura das sec¢ées 6.5 e 6.6 do livro do Bertlmann
(2000).

Que também é chamado “winding number” na literatura, visto que, intuitivamente, ele conta
o ntimero de voltas que uma curva faz ao redor de um ponto.

Isto é, ndo foi discutida a possibilidade de S y Ser um campo de calibre e ndo foi investigado
seu comportamento como parte do fibrado principal de SO(1, 3), quando ele advém da torgado.
Para mais informagdes especificamente quanto a este contexto de bariogénese, recomenda-se
consultar o artigo do Rubakov e Shaposhnikov (1996).

13

14

15
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de barions por processos da interacio eletrofraca '°. Este cendrio, entdo, satisfaz todas
as condigdes de Sakharov 7 para bariogénese. Assim, pode-se concluir que

plA,S1= 0, (js). (4.57)

ou seja, 0 campo axial funciona como uma espécie de potencial quimico, contribuindo
para a assimetria entre matéria e anti-matéria, o que é uma consequéncia direta da quebra
de simetria por inversdo temporal (ou, equivalentemente, por conjugagao de carga em
conjunto com a inversdo de paridade, via teorema CPT) induzida pelo pseudovetor,

ainda que a agdo ndo apresente termos que violem essas simetrias explicitamente.
Dadas as escalas de temperatura envolvidas, assuma que o processo todo é muito

rapido, conservando a assimetria no ntimero final de 1éptons ap6s “desligamento” da

tor¢do. Assim, primeiro recorde, a partir de (4.40), que

t
Ns = /t ! p[A,S]dt. (4.58)

Porém, de acordo com Kolb e Turner (2019) e Navas et al. (2024), em termos da escala de

temperatura do universo, que era dominado por radia¢do nesta época, tem-se que

= 3\/E]\/Il"lanck — dt ~ _6\/EMPlanck
J5. @2 VR

onde fora utilizado g. =~ 106,75 = dg. = 0. Para prosseguir, porém, é preciso

dT, (4.59)

encontrar a taxa de criagdo dos pares a temperatura finita. Seguindo a prescricdo de

Kim, Lee e Yoon (2009), o niimero de particulas criado a temperatura finita é dado por
N5(T) = / Ns tanh (%)lﬁk. (4.60)

Aqui vale ressaltar que ser4 feita uma granulacéo '8 similar & que fora feita por Alvarez-
-Dominguez, Garay, Martin-Martinez e Polo-Gémez (2024), isto é, imagine que a criagdo
e escape dos pares do ponto de interesse ocorre em um intervalo de tempo 7 < ¢,
sendo t a escala de tempo adotada aqui, de maneira que pode-se assumir um processo
Markoviano !° de invariantes aproximadamente constantes durante o mecanismo de
criacdo. Sendo assim, como o processo ocorre em temperaturas nas quais os férmions

ainda ndo adquirem massa, entdo basta integrar

W\ o, T\

oy / tanh (ZT)O) dw =3C(3) (4n) , (4.61)

16- Cujos estados sdo curiosamente chamados de “Spharelons” na literatura, o que, de maneira
talvez ndo intencionalmente comica, faz o autor deste trabalho imaginar “farelos de pao” ou
“sujeira no chdo”.

17" Veja a se¢do 30.5.1 do livro do Schwartz (2014).

18 Mais uma tradugéo livre, dessa vez para “coarse graining”.

19 Sem “memoria” do passado, isto é, as particulas criadas anteriormente ja deixaram de influ-
enciar a criagdo das novas.
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sendo C (3) = 1,202 a mesma fungdo zeta de Riemann mostrada no capitulo 2. Para a
estimativa, pode-se avaliar o processo de criacdo dos pares em eficiéncia méxima, isto é,
quando toda a densidade de energia do vetor axial estd armazenada em seu “campo

elétrico” (Es), o que leva a

V10 (3) *EZM
Ns = — ( )77 S PlaanAT, (4.62)

(4n)* Vg

onde AT = Tr — T;, sendo Ty a temperatura em que o processo termina.
f f p q p

O préximo passo € extrapolar o valor experimental de N5 para essa época da
vida do universo. Isso serd feito baseado no resultado de Aghanim et al. (2020), isto
. N.
én = n—f
anomalia (isto é, ap6s T = Tf), vale a razdo

~ 6,12x 10719, ¢ que, ap6s o estabelecimento da assimetria causada pela

% = constante., (4.63)

onde

7,04n,, atualmente, e
i P (4.64)
24% g*T;’ quando dominado por radiacéo,

em que fora utilizada a aproximagao g.s ~ g. vdlida nesta época. Da primeira relacdo,

segue que
% ~8,6932x 107! ~ 10719, (4.65)
Da segunda, é possivel ver que
212 g*T;
Ns~ —=— (8,6932 x 107'1). (4.66)
Depois, utilizando o fato de a energia oscilar entre os invariantes do vetor axial, pois
1
£=3 [EZ+ B2+ M3 (S;+S7)], (4.67)
de maneira que cada parte carrega um valor esperado igual a 1/3 da energia total, isto é,
1, ., 1, 5 | P N &
S(E2) =5 (B2) = 5M2(s2) = <, (4.68)
pode-se substituir entdo Ef — <E§> = M <Sfl>, o que resulta em
22ny’ Ty T 283 \* :
[(s2) = — -1 ( - ) 9,324 x 107%) GeV2. (4.69)
1 < H> MsV45Mplanck Tf SCZ (3) ( )

Suponha que T, r = b;fMs, sendo b;, s constantes adimensionais, visto que todo este

processo deve ocorrer em temperaturas na ordem da massa do pseudo-vetor, segue

entao que
1
22n)’bs b, 2¢3 \* 5
g2y - 2V 7f _1_1( : ) 9,324 x 107%) GeV2. (4.70)
<M> V45MPIaan bf 5C2(3) ( )
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bs
\/b,'/bf—l

caso seja preferivel estimar a ordem de grandeza da temperatura final e a diferenga entre

Isto é, um valor esperado na ordem de ~ 4, 754 10713 GeV. Dito de outra maneira,

as temperaturas final e inicial, obtém-se

3/2

b
bi =bs +bag = nJ(sﬁ ~ 4, 754%10—13 GeV, (4.71)

de maneira que, se o processo acaba quando Ty ~ 1072Ms a 107 M; e a diferenga entre a

temperatura inicial e final estiver entre 10! e 10!, entaon/(S%) = n{|Su|) ~ 10712 GeV
a 10719 GeV neste periodo do universo j4 seria suficiente para gerar a assimetria entre

matéria e anti-matéria necessaria para explicar o universo atual.
A energia restante armazenada no campo deve corresponder a uma norma menor
do que (4.70). Porém, para entender o que isso seria atualmente, pode-se utilizar (4.70)
como limite superior e calcular qual seria este valor atualmente. Para isso, observe de
(4.67) que a densidade de energia é proporcional a <Sﬁ>, e recorde que ela diminui numa
-1, . .
taxa oc =3, onde a3(T) o [T3g.s(T)| " é o fator de escala, de maneira que, seja (£(T)) a

densidade de energia quando o universo estava em uma temperatura T, entdo

2
(€(Tarual)) _ &xs (Tatuar) [ Tatual l ’ <SH > Tatual 4.72)

Ty 8=p) | Tr | ~ (53,

onde fora assumido que 1 é constante quando o campo pode ser tomado como cléssico.

A\

Assim, dado que atualmente T = 2,73K ~ 2,3 X713 GeV e gus(Tatual) = 3,91, segue que,
1
>T x 1072 GeV3, (4.73)
atual

d " MsMs (b - b7)

ou, definindo a razdo Mg := msMpianck, Onde ms é uma constante adimensional, entao

(resto)
(st

(resto)
5 H

x 1078 GeV, (4.74)

A

2 2
) P 1070 GeV = —2
Tatual ms[ms (bi _ bf) msVmsbgig

ou seja, atualmente este campo pode ser extraordinariamente fraco, o que é consis-
tente com limites experimentais impostos sobre intera¢cdes que violam simetria de
Lorentz (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990), mostrando que uma construgdo mais rigo-
rosa deste modelo pode vir a ser uma opgao vidvel para tratar de bariogénese, sendo

esta outra contribuicdo original deste trabalho.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Finalmente, aqui seré feita uma recapitulacdo do desenvolvimento e principais
resultados deste trabalho, discutindo as limita¢des da abordagem e das aproximagdes

adotadas. Ao final, serdo apontadas dire¢des promissoras para investigacdes futuras.

5.1 Sintese e implicacdes

Este trabalho dedicou-se a obtengdo e andlise de uma acdo efetiva exata de
Euler-Heisenberg, que codifica efeitos quanticos em uma agdo semi-cldssica a nivel
ndo perturbativo, generalizada para férmions de Dirac acoplados simultaneamente a
um campo vetorial A, e a um campo pseudo-vetorial S, massivo, buscando investigar
aspectos de estabilidade e possiveis consequéncias fenomenoldgicas desta extensao
para o cendrio tradicional da QED, intitulada teoria eletro-axial. Este tipo de sistema
surge atualmente em diversas dreas da Fisica, o0 que motiva este estudo, enquanto
o interesse por aspectos ndo perturbativos da fenomenologia motiva a abordagem
escolhida, conforme comentado no primeiro capitulo, seguido do estabelecimento da

notacdo, convengdes e base conceitual necesséria para o desenvolvimento subsequente.

O trabalho comeca de fato a partir do capitulo 2, onde fora revisada a construcdo
da acdo efetiva de Euler-Heisenberg, obtida originalmente no contexto da QED usual, de
maneira a introduzir os conceitos e ferramentas necessarios. Para isso, foram discutidos
os métodos funcionais e defini¢cdo da agao efetiva a partir da integracdo do funcional
gerador sobre férmions, a qual fora manipulada para obtencdo de um Hessiano quadra-
tico com estrutura similar ao de Klein-Gordon. Para obter a agdo, fora introduzida a
representacdo do tempo préprio de Fock-Schwinger e o método de Weisskopf-Landau,
que, juntos, equivalem a regularizacdo por fungao zeta de Riemann. Essa abordagem
possibilita estabelecer uma analogia entre o Hessiano da acdo classica, apds diagona-
lizagdo, e um Hamiltoniano de QHOs da mecédnica quantica nao relativistica, o que
culmina no trago funcional adquirindo uma forma fechada em termos dos invariantes do
campo eletromagnético, quando estes forem constantes. Ao final desta parte, o método
perturbativo fora revisado para comparacdo com a solugdo ndo perturbativa, como

forma de checar a consisténcia da solucéo.

O terceiro capitulo representa o ntcleo teérico desta dissertacdo, onde foram
aplicados os métodos desenvolvidos no capitulo anterior para obtengdo e anélise da acdo
efetiva na teoria eletro-axial propriamente dita. Comeca-se por adicionar o acoplamento
com o campo axial na derivada covariante e manipular a agdo efetiva, através da aplicacdo
do operador de conjugacado da carga, para obter a expressdo do Hessiano quadratico
conveniente para o tratamento neste contexto, de onde obtém-se, entdo, os autovalores
e condic¢bes para diagonalizabilidade deste. Depois fora feita a divisdo do espaco

de parametros em algumas regides cujos limites simplificam consideravelmente os
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autovalores do Hessiano, para que fosse possivel identificar o subespago de solugdes
tisicamente vidveis. Neste dominio, fora encontrada a solugao exata, cuja consisténcia
fora atestada com a acdo perturbativa até segunda ordem, no limite de campos constantes

e com a agdo de Euler-Heisenberg da QED, quando o campo axial tende a zero.

Finalmente, no capitulo 4, foram exploradas as consequéncias fenomenolégicas
da acdo efetiva obtida. Primeiramente, recupera-se a anomalia quiral de Adler-Bell-Jac-
kiw perturbativamente e mostra-se que, no dominio de interesse, a anomalia calculada
via solugdo exata (ap6s regularizacdo) é consistente com o resultado perturbativo, en-
quanto os outros subespacos podem incorrer em expressdes inconsistentes, que inclusive
demonstram suscetibilidade a instabilidades (exceto, talvez, se vinculos forem impostos
sobre algumas destas expressoes).

Depois fora feita uma modelagem da probabilidade de transi¢do do vidcuo como
um processo de Poisson e foram obtidas as taxas de criagdo de particulas em campos
fortes para alguns cendrios diferentes: Revisa-se a taxa original obtida por Schwinger
(1951), recupera-se o resultado do Maroto (1999) para campo axial ndo propagante e
obtém-se uma nova expressao (4.47), que vale quando o vetor axial propaga. Depois
disso, segue uma discussdo sobre a possibilidade da geracdo de pares ser causada pelo
vetor axial, que resultaria em expressdes similares as do campo vetorial. Observou-se
que, em geral, quando o processo é causado pelo campo eletromagnético, a presenga de

um campo pseudo-vetorial ndo nulo tende a estabilizar o véacuo.

Este capitulo é fechado com a construgdo de um modelo didatico do universo
primordial com campo axial massivo, onde fora explorada a relagdo entre anomalia e
criacdo de pares para estimar os parametros que culminariam na assimetria bariénica
do universo atual, o que sugere viabilidade de modelos desta natureza, onde um vetor
axial poderia desempenhar um papel importante na violacao de CP necesséria para a

geracdo do excesso baridnico observado no universo.

Desta maneira, essa dissertagdo apresenta como contribui¢des originais para
este cendrio: (i) a diagonalizagdo completa do Hessiano e classificacdo dos subespagos
de interesse fisico com base em analises anteriores; (ii) a obtencédo analitica de uma
forma exata da agdo de Euler-Heisenberg generalizada; (iii) uma nova taxa de produ-
¢do de particulas com vetor axial propagante e (iv) a proposta de um mecanismo de
bariogénese baseado na presenga do pseudo-vetor massivo possivelmente compativel
com limites observacionais. A revisdo bibliografica ndo revelou publicagdo que retina
estes elementos de maneira equivalente aos resultados aqui apresentados. Assim, este
trabalho fornece um ponto de partida para anélises mais profundas envolvendo campos

axiais em contextos astrofisicos, cosmolégicos ou em materiais topoldgicos.
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5.2 Limitac¢oes do estudo

Como todo estudo desta natureza, é fundamental reconhecer as limitagoes ine-
rentes ao presente trabalho, a comegar pela checagem de consisténcia com a solugdo
perturbativa, que foi feita até a terceira ordem. Portanto comparar a expansao da solu-
¢do exata com mais ordens da agdo perturbativa se faz necessario para garantir maior

confiabilidade.

Em segundo lugar, foram utilizados invariantes constantes, o que simplifica
substancialmente os cdlculos, mas restringe a aplicabilidade dos resultados a regimes
homogéneos e quasi-estaticos dos campos (OMANOVIC, 1997). Por este motivo, termos
estruturalmente similares ao invariante de Nieh-Yan (que em espago-plano teria uma
forma similar a S,dS# = 395%) ndo surgiram como contribuigdo para a anomalia quiral,
mas é esperado que haja contribui¢des deste tipo, no caso mais geral (CHANDIA;
ZANELLI, 1997). Em cendrios fisicos mais realistas, como em explosdes de supernovas
ou transi¢des de fases do universo primordial, essa aproximagao pode nao capturar
completamente a dindmica envolvida. Também vale ressaltar que é possivel obter termos
do tipo F va # (que ndo viola CP, visto que S, é pseudo-vetor) como parte dos invariantes
VeVeF,,S" (que viola CP) como parte dos invariantes V e JV em outros subespacos
dos campos, o que pode introduzir mais contribui¢des para a anomalia, embora a forma

da solucdo exata permaneca a mesma.

No modelo didético de universo primordial ao final da dissertagao, foram feitas
diversas simplificagdes que devem ser analisadas e ajustadas cuidadosamente para
que o modelo passe de aplicagdo didatica para uma proposta séria de descri¢do do
universo primordial. Para isso, deve-se atentar para possiveis simetrias obedecidas pelo
vetor axial e sua dindmica interna, cuja rica fenomenologia é tépico de debate atual-
mente (ADELBERGER; DVALI; GRUZINOV, 2007; RYUTOV; BUDKER; FLAMBAUM,
2019). Além disso, cabe investigar criteriosamente a hipétese de equilibrio térmico dos
campos nas temperaturas discutidas, bem como tratar das taxas de interacdo, dos conge-
lamentos de campos pesados e afins, que podem alterar consideravelmente a dindmica

do processo.

Adicionalmente, questdes relacionadas a renormaliza¢do da teoria generalizada
ndo foram completamente exploradas. De fato, a renormaliza¢do do vetor massivo,
especialmente em espagos curvos, nao é trivial (BUCHBINDER; VALE; OYADOMARI;
SHAPIRO, 2024), o que requer cuidado na andlise. Embora tenha sido demonstrada
a consisténcia perturbativa no subespaco de interesse dos parametros, uma andlise
detalhada da estrutura de renormalizacdo (incluindo mais lagos) seria necessdria para

estabelecer definitivamente a viabilidade da teoria em escalas de energia arbitrérias.

Por fim, esta andlise foi feita em espago plano, ou seja, um espago-tempo de fundo

trivial. Essa escolha inviabiliza uma andlise mais robusta dos efeitos gravitacionais,
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que sdo esperados em contextos de energia elevada, como no universo primordial, e
poderiam influenciar diretamente a estrutura da a¢do efetiva e os mecanismos de geracdo
das anomalias, isto €, a curvatura do espago-tempo pode vir a introduzir alteragdes
tanto as predi¢des quantitativas quanto ao comportamento qualitativo dos fendmenos
estudados.

5.3 Perspectivas futuras e problemas em aberto

A anélise aqui apresentada abre um leque de possibilidades para estudos futuros,
como a possibilidade de extensdo para sistemas similares, porém envolvendo campos
de Yang-Mills ao invés do campo eletromagnético. Também seria interessante analisar
consequéncias da introdugao do vetor axial em outros sistemas que possuem solugdo
exata em forma fechada conhecida para a agdo efetiva, como feito por Nikishov e Ritus
(1964), Dunne e Schubert (2001, 2002), Kim, Lee e Yoon (2008), Ozaki, Arai, Hattori e
Itakura (2015), Ednén, Gasenzer e Kimura (2021) e Copinger, Hattori e Yang (2023a).

A mais imediata extensdo do trabalho consiste em generalizar a construcdo da
acdo efetiva para espagos curvos, considerando métricas ndo triviais e a possibilidade de
o vetor axial ser o pseudo-traco do tensor de torcdo. Esse passo exige a incorporacdo de
técnicas da gravitagdo quantica (AVRAMIDI, 1995, 2006). Em particular, a fenomenologia
ndo perturbativa resultante da investigacdo em espacos curvos altamente simétricos,
onde for possivel a obten¢do de uma solugdo exata, pode ser enriquecedora para o

entendimento do sistema com presenca do pseudo-vetor.

Outra linha promissora de pesquisa envolve o papel do campo pseudo-vetorial
no problema CP-forte, pois, reescrevendo o primeiro termo em (4.14) na forma nao-local
e localizando-a via campos auxiliares, o modo longitudinal do vetor axial poderia estar
relacionado ao Axion ! (WEINBERG, 1978; WILCZEK, 1978; DINE; FISCHLER; SRED-
NICKT, 1981; PRESKILL; WISE; WILCZEK, 1983), quando o campo vetorial representar
o Gluon. Neste caso, 0 mecanismo que leva 6 — 0 pode estar associado com uma
“tendéncia” ao subespaco em que Hs = 0. Isso promove outra questdo a ser investigada
futuramente: Que mecanismos fariam com que Hs — 0? Ou serd que Hs tende a escala
da Cromodindmica Quantica? Poderia ser um mecanismo como Peccei-Quinn (PECCEI;
QUINN, 1977) ou como dos modelos atuais de axions “invisiveis”? O foco deste trabalho
fora em obter uma solugdo no subespago onde Hs = 0 sem investigar como, quando ou
porqué essa condigdo € atingida, se ela o for de fato. Pode ser preciso empregar métodos
mais gerais, como o grupo de renormalizac¢do funcional (DUPUIS et al., 2021), o que
trard uma compreensdo mais profunda da fenomenologia nao perturbativa por trés
deste tipo de sistema.

Além disso, as possibilidades de investigagdo de magnetogénese, via (4.13), e
a introdugdo deste campo em modelos cosmolégicos mais concretos de bariogénese,

1 Que aqui seria um campo auxiliar.
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considerando transi¢des de fase eletrofraca ou inserido em teorias de grande unificagdo
para calcular de forma mais precisa a assimetria baridnica gerada pelo mecanismo
proposto, incorporando efeitos de expansdo césmica e campos de fundo dindmicos,
seriam frentes muito promissoras, pois permitem dialogar com propostas onde a energia
escura estaria relacionada com um campo vetorial massivo (BOHMER; HARKO, 2007),
visto que estes podem apresentar equacdo de estado com pressdo negativa. De fato,

uma conta rdpida feita a partir de (4.74) sugere que a densidade de energia atual deste
1

n*msbait

a energia escura no universo atual, a depender dos parametros envolvidos, ou ser

campo seria ~ 1078 GeV*, que poderia coincidir com o valor medido para
considerada invidvel apds corre¢des de modelos mais concretos. Vale ressaltar que pode
ser interessante ter Hs # 0 para alguns destes modelos (TASINATO, 2014; NAKAMURA,;
DE FELICE; KASE; TSUJIKAWA, 2019), o que requer uma anélise de estabilidade mais
cuidadosa.

A anomalia quiral e o decaimento S — yy também abrem caminho para in-
vestigar a possibilidade da producdo de pares de monopélos e anti-monopdlos mag-
néticos (RAJANTIE, 2024) via Mecanismo de Schwinger Dual 2, o que ja estd a ser
testado no LHC, através da colaboracao MoEDAL (ACHARYA et al., 2024), bem como
no RHIC (GOULD; HO; RAJANTIE, 2021), configurando mais possibilidades de testes

experimentais desta teoria.

A exploragdo de aplicagdes em fisica da matéria condensada, por sua vez, seria
uma das frentes de maior impacto, pois materiais de Dirac (GRUSHIN; VENDERBOS;
VISHWANATH; ILAN, 2016; GORBAR; MIRANSKY; SHOVKOVY, SUKHACHOV,
2018), que também podem apresentar vetores axiais assim como os semi-metais de
Weyl (CHEN; HU; LIN, 2018; FERREIROS; KEDEM; BERGHOLTZ; BARDARSON, 2019;
CHU; MIAO, 2023), requerem defeitos topolégicos e/ou campos eletromagnéticos ndo
tdo intensos, isto é, de intensidades acessiveis a tecnologia atual, para a ocorréncia
de fendmenos nao-lineares advindos das corre¢ées quanticas a agao efetiva (KESER;
LYANDA-GELLER; SUSHKOV, 2022), o que pode permitir a observacdo da anomalia,
violagdes de Lorentz (KOSTELECKY; LEHNERT; SCHRECK; SERADJEH, 2025a,b)
e dos efeitos ndo perturbativos discutidos neste trabalho, cujas consequéncias talvez
impliquem em novas fases e fendmenos de transporte exéticos, havendo, portanto, futura
aplicabilidade tecnolégica em potencial.

A acdo efetiva aqui obtida serve como mais uma ferramenta para estas exploragdes
futuras. Assim, espera-se que a convergéncia destes diversos caminhos de investigagao
levem ao aprofundamento futuro da compreensado sobre questdes fundamentais na

cosmologia, matéria condensada e teoria quantica de campos.

2 Onde a criagdo de particulas é causada pelo campo magnético, ndo o elétrico.



60

REFERENCIAS

ACHARYA, B. et al. MoEDAL Search in the CMS Beam Pipe for Magnetic Monopoles
Produced via the Schwinger Effect. Physical Review Letters, American Physical Society
(APS), v. 133, n. 7, 2024. ISSN 1079-7114. DOI: 10.1103 /physrevlett.133.071803.
Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.133.071803.

ADELBERGER, E.; DVALI, G.; GRUZINOV, A. Photon-Mass Bound Destroyed by
Vortices. Physical Review Letters, American Physical Society, v. 98, 1 2007. DOI:
10.1103/PhysRevLett.98.010402. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.98.010402.

ADLER, S. L. Axial-Vector Vertex in Spinor Electrodynamics. Physical Review, v. 177,
1969. DOI: 10.1103/PhysRev.177.2426.

AGHANIM, N. et al. Planck2018 results: VI. Cosmological parameters. Astronomy
&amp; Astrophysics, EDP Sciences, v. 641, 2020. ISSN 1432-0746. DOI:
10.1051,/0004-6361,/201833910. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1051/0004-6361,/201833910.

ALEXANDRE, J. et al. Gauge invariance and the Englert-Brout-Higgs mechanism in
non-Hermitian field theories. Physical Review D, American Physical Society, v. 99, 7
2019. DOI: 10.1103/PhysRevD.99.075024. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevD.99.075024.

ALKOFER, R. et al. Pair Creation and an X-Ray Free Electron Laser. Physical Review
Letters, American Physical Society (APS), v. 87, n. 19, 2001. ISSN 1079-7114. DOI:
10.1103/physrevlett.87.193902. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.87.193902.

AILVAREZ-DOMINGUEZ, A. et al. No Black Holes from Light. Physical Review Letters,
American Physical Society (APS), v. 133, n. 4, 2024. ISSN 1079-7114. DOI:
10.1103/physrevlett.133.041401. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.133.041401.

ATLAS COLLABORATION. Evidence for light-by-light scattering in heavy-ion
collisions with the ATLAS detector at the LHC. Nature Physics, v. 13, 2017. DOL:
10.1038 /nphys4208.

AVRAMIDI, I. G. Covariant methods for the calculation of the effective action in
quantum field theory and investigation of higher-derivative quantum gravity. [S. L],
1995. arXiv: hep-th/9510140 [hep-th].

AVRAMID], I. G. Heat Kernel Asymptotics on Symmetric Spaces. [S. [.: 5. n.], 2006.
arXiv preprint. arXiv: math/0605762 [math.DG].



61

BASTIANELLI, F.; BROCCOLI, M. On the trace anomaly of a Weyl fermion in a gauge
background. The European Physical Journal C, Springer Science e Business Media
LLC, v. 79, n. 4, 2019. ISSN 1434-6052. DOI: 10.1140/epjc/s10052-019-6799-z. Disponivel
em: http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6799-z.

BATRA, P; DOBRESCU, B. A,; SPIVAK, D. Anomaly-free sets of fermions. Journal of
Mathematical Physics, AIP Publishing, v. 47, n. 8, 2006. ISSN 1089-7658. DOI:
10.1063/1.2222081. Disponivel em: http://dx.doi.org/lO.1063/1.2222081.

BELL, J. S.; JACKIW, R. A PCAC Puzzle: n° — Yy in the 0-Model. Il Nuovo Cimento A,
v. 60, 1969. DOL: 10.1007/BF02823296.

BENEVIDES, A.; DABHOLKAR, A.; KOBAYASHI, T. To B or not to B: primordial
magnetic fields from Weyl anomaly. Journal of High Energy Physics, Springer Science
e Business Media LLC, v. 2018, n. 11, 2018. ISSN 1029-8479. DOI:
10.1007/jhep11(2018)039. Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1007/JHEP11(2018)039.

BEREZIN, F. A.; KIRILLOV, A. A. Introduction to Superanalysis. 1. ed. [S. I.]: Springer,
1987. (Mathematical Physics and Applied Mathematics Ne9). ISBN 9789401719636;
9048183928; 9401719632; 9789027716682; 9027716684; 9789048183920.

BERREDO-PEIXOTO, G. de; HELAYEL-NETO, J. A.; SHAPIRO, I. L. On the
consistency of a fermion-torsion effective theory. Journal of High Energy Physics,
Springer Science e Business Media LLC, v. 2000, n. 02, 2000. ISSN 1029-8479. DOI:
10.1088/1126-6708/2000,/02/003. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708,/2000/02/003.

BERRY, M. V. Physics of non-Hermitian degeneracies. Czech. J. Phys., v. 54, n. 10, 2004.

BERTLMANN, R. A. Anomalies in Quantum Field Theory. [S. [.]: Oxford University
Press, 2000. ISBN 9780198507628. DOI: 10.1093/acprof:0s0/9780198507628.001.0001.
Disponivel em: https://doi.org/10.1093/acprof:0s0/9780198507628.001.0001.

BLUHM, R. et al. Constraints and stability in vector theories with spontaneous Lorentz
violation. Physical Review D, American Physical Society, v. 77, 12 2008. DOI:
10.1103/PhysRevD.77.125007. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.77.125007.

BOHMER, C. G.; HARKO, T. Dark energy as a massive vector field. The European
Physical Journal C, Springer Science e Business Media LLC, v. 50, n. 2, 2007. ISSN
1434-6052. DOI: 10.1140/epjc/s10052-007-0210-1. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0210-1.

BRANDENBERGER, R.; FROHLICH, J. Dark Energy, Dark Matter and baryogenesis
from a model of a complex axion field. Journal of Cosmology and Astroparticle
Physics, IOP Publishing, v. 2021, n. 04, 2021. ISSN 1475-7516. DOI:



62

10.1088/1475-7516,/2021/04/030. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2021/04,/030.

BUCHBINDER, I. L.; SHAPIRO, I. L. Introduction to Quantum Field Theory with
Applications to Quantum Gravity. [S. [.]: Oxford University Press, 2021. (Oxford
Graduate Texts).

BUCHBINDER, I. L. et al. Renormalization of massive vector field theory coupled to
scalar in curved spacetime. Physical Review D, v. 110, n. 12, 2024. DOL:
10.1103/PhysRevD.110.125015. arXiv: 2410.00991 [hep-th].

CARROLL, S. M.; FIELD, G. B.; JACKIW, R. Limits on a Lorentz- and parity-violating
modification of electrodynamics. Physical Review D, American Physical Society, v. 41,
41990. DOI: 10.1103/PhysRevD.41.1231. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.41.1231.

CAYLEY, A. A Memoir on the Theory of Matrices. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London, v. 148, 1858.

CHANDIA, O.; ZANELLL J. Topological invariants, instantons, and the chiral anomaly
on spaces with torsion. Physical Review D, American Physical Society, v. 55, 12 1997.
DOI: 10.1103/PhysRevD.55.7580. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.55.7580.

CHEN, C.-.-Y,; HU, C. D.; LIN, Y.-.-C. Effective lagrangian for axial anomaly and its
applications in Dirac and Weyl semimetals. Scientific Reports, v. 8, n. 1, p. 11271, 2018.
DOI: 10.1038/s41598-018-29676-0.

CHU, C.-.-S.; MIAQ, R.-.-X. Chiral current induced by torsional Weyl anomaly. Physical
Review B, American Physical Society, v. 107, 20 2023. DOI:
10.1103/PhysRevB.107.205410. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.107.205410.

COHEN, A. G.; GLASHOW, S. L. A Lorentz-Violating Origin of Neutrino Mass?, 2006.
arXiv: hep-ph/0605036 [hep-ph]. Disponivel em: https://arxiv.org/abs/hep-ph/0605036.

COHEN, A. G.; GLASHOW, S. L. Very Special Relativity. Physical Review Letters,
American Physical Society (APS), v. 97, n. 2, 2006. ISSN 1079-7114. DOI:
10.1103/physrevlett.97.021601. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.021601.

COLLINS, J. C. Renormalization: An Introduction to Renormalization, the
Renormalization Group and the Operator-Product Expansion. Cambridge:
Cambridge University Press, 1984. v. 26. (Cambridge Monographs on Mathematical
Physics). DOI: 10.1017/9781009401807.



63

COPINGER, P,; HATTORI, K.; YANG, D.-.-L. Effective action for axial vector fields in
background electromagnetic fields. Physical Review D, v. 107, 5 2023. DOLI:
10.1103/PhysRevD.107.056012.

COPINGER, P,; HATTORI K.; YANG, D.-L. Euler-Heisenberg Lagrangian under an
axial gauge field. Physical Review D, American Physical Society (APS), v. 107, n. 5,
2023. ISSN 2470-0029. DOI: 10.1103/physrevd.107.056016. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.107.056016.

COPINGER, P,; PU, S. Chirality production with mass effects — Schwinger pair
production and the axial Ward identity. International Journal of Modern Physics A,
World Scientific Pub Co Pte Lt, v. 35, n. 28, 2020. ISSN 1793-656X. DOI:
10.1142/50217751x2030015x. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1142/50217751X2030015X.

DINE, M.; FISCHLER, W.; SREDNICKI, M. A Simple Solution to the Strong CP Problem
with a Harmless Axion. Physics Letters B, v. 104, 1981. DOL:
10.1016/0370-2693(81)90590-6.

DINU, V. et al. Measuring vacuum birefringence at XFELs using phase-contrast Fourier
imaging. Nature Physics, v. 18, 2022. DOI: 10.1038/s41567-021-01403-0.

DOBADO, A.; MAROTO, A. L. Standard model anomalies in curved space-time with
torsion. Physical Review D, American Physical Society, v. 54, 8 1996. DOL:
10.1103/PhysRevD.54.5185. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.54.5185.

DOBADO, A.; MAROTO, A. L. Particle production from nonlocal gravitational effective
action. Physical Review D, American Physical Society, v. 60, 10 1999. DOI:
10.1103/PhysRevD.60.104045. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.60.104045.

DOBADO, A. et al. Effective lagrangians for the standard model. [S. [.]: Springer Berlin
Heidelberg, 1997.

DUNNE, G. V. HEISENBERG-EULER EFFECTIVE LAGRANGIANS: BASICS AND
EXTENSIONS. In: FROM Fields to Strings: Circumnavigating Theoretical Physics. [S. L]:
WORLD SCIENTIFIC, 2005. DOI: 10.1142/9789812775344 0014. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1142/9789812775344__0014.

DUNNE, G. V.; SCHUBERT, C. Two-Loop Self-Dual Euler-Heisenberg Lagrangians. I:
Real Part and Borel Analysis. Journal of High Energy Physics, n. 11, 2001. DOI:
10.1088/1126-6708,/2001/11,/048.



64

DUNNE, G. V.; SCHUBERT, C. Two-Loop Self-Dual Euler-Heisenberg Lagrangians. II:
Imaginary Part and Prefactor. Journal of High Energy Physics, n. 05, 2002. DOI:
10.1088/1126-6708,/2002/05,/044.

DUPUIS, N. et al. The nonperturbative functional renormalization group and its
applications. Physics Reports, Elsevier BV, v. 910, 2021. ISSN 0370-1573. DOI:
10.1016/j.physrep.2021.01.001. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1016 /j.physrep.2021.01.001.

EDNEN, J.; GASENZER, T.; KIMURA, T. Exact dynamics of quantum bosonic fields in
plane-wave backgrounds. Physical Review D, v. 104, 2021. DOLI:
10.1103/PhysRevD.104.045011.

ELLIS, J. tikz-feynman: Feynman diagrams with TikZ. [S. I.], 2016. Versao 1.1.0
2016-02-05; pacote LaTeX para geragdo de diagramas de Feynman. Disponivel em:
https://ctan.org/pkg/tikz-feynman. Acesso em: 25 set. 2025.

FERREIROS, Y. et al. Mixed Axial-Torsional Anomaly in Weyl Semimetals. Physical
Review Letters, American Physical Society, v. 122, 5 2019. DOI:
10.1103/PhysRevLetters122.056601. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLetters122.056601.

FOCK, V. A. Die Eigenzeit in der klassischen und in der Quantenmechanik.
Physikalische Zeitschrift der Sowjetunion, v. 12, p. 404-425, 1937.

FUJIKAWA, K.; SUZUKI, H. Path integrals and quantum anomalies. [S. [.: s. n.], 2004.
DOI: 10.1093/acprof:0s0/9780198529132.001.0001.

FURTADO, J.; MARIZ, T. Lorentz-violating Euler-Heisenberg effective action. Physical
Review D, American Physical Society (APS), v. 89, n. 2, 2014. ISSN 1550-2368. DOI:
10.1103/physrevd.89.025021. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1103 /PhysRevD.89.025021.

GANTMACHER, F. R. The Theory of Matrices, Vol. 2. 1. ed. [S. I.]: Chelsea Publishing
Company, 1974. v. 2.

GARCIA DE ANDRADE, L. C. Global monopoles and massless dilatons in
Einstein—Cartan gravity. arXiv e-prints, 1999. eprint: gr-qc/9905010.

GHASEMKHANI, M. et al. Impossibility of obtaining a CP-violating Euler-Heisenberg
effective theory from a viable modification of QED. The European Physical Journal C,
Springer Science e Business Media LLC, v. 82, n. 4, 2022. ISSN 1434-6052. DOL:
10.1140/epjc/s10052-022-10351-8. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1140 /epjc/s10052-022-10351-8.



65

GIES, H.; SCHIRRMEISTER, ]J. Renormalization flow of nonlinear electrodynamics.
Physical Review D, American Physical Society (APS), v. 110, n. 7, 2024. ISSN 2470-0029.
DOI: 10.1103/physrevd.110.076010. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.110.076010.

GORBAR, E. V. et al. Anomalous transport properties of Dirac and Weyl semimetals
(Review Article). Low Temperature Physics, AIP Publishing, v. 44, n. 6, 2018. ISSN
1090-6517. DOI: 10.1063/1.5037551. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1063/1.5037551.

GOULD, O.; HO, D. L.-].; RAJANTIE, A. Schwinger pair production of magnetic
monopoles: Momentum distribution for heavy-ion collisions. Physical Review D,
American Physical Society, v. 104, 1 2021. DOI: 10.1103/PhysRevD.104.015033.
Disponivel em: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.104.015033.

GRUSHIN, A. G. et al. Inhomogeneous Weyl and Dirac Semimetals: Transport in Axial
Magnetic Fields and Fermi Arc Surface States from Pseudo-Landau Levels. Physical
Review X, American Physical Society (APS), v. 6, n. 4, 2016. ISSN 2160-3308. DOI:
10.1103/physrevx.6.041046. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevX.6.041046.

HEHL, F. W.; OBUKHOV, Y. N. How Does the Electromagnetic Field Couple to Gravity,
in Particular to Metric, Nonmetricity, Torsion, and Curvature? In: GYROS, Clocks,
Interferometers...: Testing Relativistic Graviy in Space. [S. I.]: Springer Berlin Heidelberg.
ISBN 9783540412366. DOI: 10.1007/3-540-40988-2_ 25. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1007/3-540-40988-2  25.

HEHL, E. W.; OBUKHOV, Y. N. ( Foundations of Classical Electrodynamics: Charge,
Flux, and Metric. 1. ed. [S. I.]: Birkhduser, 2003. (Progress in Mathematical Physics
No33). ISBN 9781461265900; 1461265908; 9781461200512; 1461200512.

HEISENBERG, W.; EULER, H. H. Folgerungen aus der Diracschen Theorie des
Positrons. Zeitschrift fiir Physik, v. 98, 1936. DOI: 10.1007/BF01343663.

HEISS, W. D. The physics of exceptional points. Journal of Physics A: Mathematical
and Theoretical, v. 45, n. 44, 2012.

HULL, C. M.; TOWNSEND, P. K. World-sheet supersymmetry and anomaly
cancellation in the heterotic string. Physics Letters B, v. 178, n. 2, 1986. ISSN 0370-2693.
DOI: https://doi.org/10.1016 /0370-2693(86)91493-0. Disponivel em:
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269386914930.

IVANOV, A. V.; KHARUK, N. V. Heat Kernel: Proper-Time Method, Fock-Schwinger
Gauge, Path Integral, and Wilson Line. Theoretical and Mathematical Physics, v. 205,
n. 2, 2020. DOI: 10.1134/80040577920110057. eprint: arXiV:1906.04019[hep—th].



66

KAMADA, K.; LONG, A.]. Baryogenesis from decaying magnetic helicity. Physical
Review D, American Physical Society (APS), v. 94, n. 6, 2016. ISSN 2470-0029. DOI:
10.1103/physrevd.94.063501. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1103 /PhysRevD.94.063501.

KESER, A. C.; LYANDA-GELLER, Y.; SUSHKOV, O. P. Nonlinear Quantum
Electrodynamics in Dirac Materials. Physical Review Letters, American Physical
Society, v. 128, 6 2022. DOI: 10.1103/PhysRevLett.128.066402. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevLett.128.066402.

KIM, S. P; LEE, H. K.; YOON, Y. Effective Action of QED in Electric Field Backgrounds
II: Spatially Localized Fields. Physical Review D, v. 78, 10 2008. DOI:
10.1103/PhysRevD.78.105013.

KIM, S. P; LEE, H. K,; YOON, Y. Schwinger pair production at finite temperature in
QED. Physical Review D, American Physical Society (APS), v. 79, n. 4, 2009. ISSN
1550-2368. DOI: 10.1103 /physrevd.79.045024. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1103 /PhysRevD.79.045024.

KOLB, E. W.; TURNER, M. S. The Early Universe. [S. [.]: Taylor e Francis, maio 2019.
v. 69. ISBN 978-0-429-49286-0, 978-0-201-62674-2. DOI: 10.1201/9780429492860.

KOSTELECKY, V. A. et al. Nonperturbative Lorentz violation and field quantization.
Physics Letters B, Elsevier BV, v. 865, 2025. ISSN 0370-2693. DOI:
10.1016/j.physletb.2025.139414. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2025.139414.

KOSTELECKY, V. A. et al. Physical interpretation of large Lorentz violation via Weyl
semimetals. New Journal of Physics, v. 27, n. 7, 2025. DOI: 10.1088/1367-2630/ade737.
arXiv: 2412.18034 [hep-ph].

LANDAU, L. D. Diamagnetismus der Metalle. Zeitschrift fiir Physik, v. 64, 1930. DOI:
10.1007/BF01397213.

LOUNESTO, P. Clifford Algebras and Spinors. [S. [.]: Cambridge University Press,
2001.

M. RASULIAN, I.; TORABIAN, M. On torsion contribution to chiral anomaly via
Nieh—Yan term. The European Physical Journal C, Springer Science e Business Media
LLC, v. 83, n. 12, 2023. ISSN 1434-6052. DOI: 10.1140/epjc/s10052-023-12331-y.
Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1140/epjc/s10052-023-12331-y.

MAROTO, A. L. Particle production from axial fields. Physical Review D, American
Physical Society, v. 59, 6 1999. DOI: 10.1103/PhysRevD.59.063501. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevD.59.063501.



67

MAVROMATOS, N. E.; SARKAR, S. Neutrinos in the Early Universe, Kalb-Ramond
Torsion and Matter-Antimatter Asymmetry. Edigdo: L. Bravina, Y. Foka e S. Kabana. EPJ]
Web of Conferences, EDP Sciences, v. 71, 2014. ISSN 2100-014X. DOI:

10.1051 /epjconf/20147100085. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1051 /epjconf/20147100085.

MISNER, C. W.; WHEELER, J. A. Classical physics as geometry. Annals of Physics, v. 2,
n. 6, 1957. DOL: 10.1016,/0003-4916(57)90049-0.

MOURA-MELO, W. A.; HELAYEL-NETO, J. A. Remarks on Dirac-like monopoles in
(2+1)D Maxwell and Maxwell-Chern-Simons theories. Physical Review D, v. 63, 2001.
DOI: 10.1103/PhysRevD.63.105018.

NAKAMURA, S. et al. Constraints on massive vector dark energy models from
integrated Sachs-Wolfe-galaxy cross-correlations. Physical Review D, American
Physical Society, v. 99, 6 2019. DOI: 10.1103/PhysRevD.99.063533. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.99.063533.

NASCIMENTO, J. R. et al. Mixed gauge-gravity term and proper time. [S. L.: s. n.], 2025.
arXiv: 2507.14055 [hep-th]. Disponivel em: https://arxiv.org/abs/2507.14055.

NAVARRO-SALAS, J. Particle creation by strong fields and quantum anomalies.
[S. L.:s. n.],2021. arXiv: 2111.10534 [hep-th]. Disponivel em:
https://arxiv.org/abs/2111.10534.

NAVAS, S. et al. Review of particle physics. Physical Review D, v. 110, n. 3, 2024. DOI:
10.1103/PhysRevD.110.030001.

NIKISHOV, A. I; RITUS, V. I. Quantum Processes in the Field of a Plane
Electromagnetic Wave and in a Constant Field 1. Pair Production. Soviet Physics -
Journal of Experimental and Theoretical Physics, v. 19, 1964.

OMANOVIC, G. Static and Quasistatic Solutions of the Real Proca Field. Foundations
of Physics Letters, v. 10, 1997. DOI: 10.1023/A:1018585325688.

OTT, R. The Schwinger Effect. [S. L.: s. n.], 2016. Relatorio técnico. Disponivel em:
https://javierrubioblog.wordpress.com/wp-content /uploads/2016 /09 /report__rott.pdf.
Acesso em: 25 set. 2025.

OZAKI, S. et al. Euler-Heisenberg—Weiss action for QCD +QED. Physical Review D,
American Physical Society (APS), v. 92, n. 1, 2015. ISSN 1550-2368. DOI:
10.1103/physrevd.92.016002. Disponivel em:

http://dx.doi.org/10.1103 /PhysRevD.92.016002.

PECCEI, R. D.; QUINN, H. R. CP Conservation in the Presence of Pseudoparticles.
Physical Review Letters, American Physical Society, v. 38, 25 1977. DOLI:



68

10.1103/PhysRevLett.38.1440. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevLett.38.1440.

PRESKILL, j.; WISE, M. B.; WILCZEK, F. Cosmology of the invisible axion. Physics
Letters B, v. 120, n. 1, 1983. ISSN 0370-2693. DOL:
https://doi.org/10.1016,/0370-2693(83)90637-8. Disponivel em:
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0370269383906378.

RAJANTIE, A. Magnetic monopoles — theory overview. [S. [.: 5. n.], 2024. arXiv:
2411.05753 [hep-ph]. Disponivel em: https://arxiv.org/abs/2411.05753.

REUTER, M.; SCHOLLMEYER, G. M. The metric on field space, functional
renormalization, and metric—torsion quantum gravity. Annals of Physics, Elsevier BV,
v. 367, 2016. ISSN 0003-4916. DOI: 10.1016/j.a0p.2015.12.004. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1016/j.a0p.2015.12.004.

RHAM, C. de et al. Positivity bounds in vector theories. Journal of High Energy Physics,
Springer Science e Business Media LLC, v. 2022, n. 12, 2022. ISSN 1029-8479. DOI:
10.1007/jhep12(2022)086. Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1007/JHEP12(2022)086.

ROCHA, G. M. C. da. Estados de uma particula e representacdes na relatividade muito
especial. Nov. 2021. Dissertagdo de Mestrado — Faculdade de Engenharia e Ciéncias,
Campus de Guaratinguetd — FEG. Disponivel em: http://hdl.handle.net/11449,/215950.

RODRIGUES, J. E. et al. From Lorentz to SIM(2): contraction, four-dimensional
algebraic relations and projective representations. [S. .: s. n.], 2025. arXiv: 2504.13306
[math-ph]. Disponivel em: https://arxiv.org/abs/2504.13306.

RUBAKOV, V. A.; SHAPOSHNIKOV, M. E. Electroweak baryon number
non-conservation in the early Universe and in high-energy collisions. Physics-Uspekhi,
Uspekhi Fizicheskikh Nauk (UFN) Journal, v. 39, n. 5, 1996. ISSN 1468-4780. DOI:
10.1070/pu1996v039n05abeh000145. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1070/PU1996v039n05 ABEH000145.

RUFFINI, R.; VERESHCHAGIN, G.; XUE, S.-.-S. Electron-Positron Pairs in Physics and
Astrophysics: From Heavy Nuclei to Black Holes. Physics Reports, Elsevier, v. 487, n. 1,
2010. DOI: 10.1016/j.physrep.2009.10.004. Disponivel em:
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2009.10.004.

RYUTOV, D. D.; BUDKER, D.; FLAMBAUM, V. V. A Hypothetical Effect of the
Maxwell-Proca Electromagnetic Stresses on Galaxy Rotation Curves. The
Astrophysical Journal, The American Astronomical Society, v. 871, n. 2, 2019. DOI:
10.3847/1538-4357 /aaf63a. Disponivel em:
https://dx.doi.org/10.3847/1538-4357 /aaf63a.

SAKURA]J, J. J. Modern quantum mechanics. Reading, MA: Addison-Wesley, 1994.



69

SAUTER, F. Uber das Verhalten eines Elektrons im homogenen elektrischen Feld nach
der relativistischen Theorie Diracs. Zeitschrift fiir Physik, v. 69, 1931. DOLI:
10.1007/BF01339461.

SCHWARTZ, M. D. Quantum Field Theory and the Standard Model. [S. L.]:
Cambridge University Press, 2014.

SCHWINGER, J. On Gauge Invariance and Vacuum Polarization. Physical Review,
v. 82, n.5,1951. DOI: 10.1103/PhysRev.82.664.

SEKINE, A.; NOMURA, K. Axion electrodynamics in topological materials. Journal of
Applied Physics, AIP Publishing, v. 129, n. 14, 2021. ISSN 1089-7550. DOI:
10.1063/5.0038804. Disponivel em: http://dx.doi.org/l().1063/5.0038804.

SHAPIRO, L. L. Physical aspects of the space-time torsion. Physics Reports, Elsevier BV,
v. 357, n. 2, 2002. ISSN 0370-1573. DOI: 10.1016/s0370-1573(01)00030-8. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-1573(01)00030-8.

SHAPIRO, I. L. A Primer in Tensor Analysis and Relativity. [S. [.]: Springer
International Publishing, 2019. (Undergraduate Lecture Notes in Physics). ISBN
9783030268947

SOUZA, L. P. d. Hessian-Diagonalization. [S. [.: 5. n.], 2025. Github. Nao publicado
oficialmente; versao 1.0. Disponivel em:
https://github.com/8stringtheorist /Hessian-Diagonalization.

SOUZA, L. P. d. Schwinger-Effect. [S. .: s. n.], 2025. Github. Ndo publicado oficialmente;
versdo 1.0. Disponivel em: https://github.com/8stringtheorist /Schwinger-Effect.

SYNGE, J. L. Relativity: The General Theory. [S. [.]: North-Holland Publishing
Company, 1960. (North-Holland series in physics, v. 1). ISBN 9780444102799.

T'HOOFT, G.; VELTMAN, M. J. G. Regularization and Renormalization of Gauge Fields.
Nuclear Physics B, v. 44, 1972. DOI: 10.1016/0550-3213(72)90279-9.

TASINATO, G. Cosmic acceleration from Abelian symmetry breaking. Journal of High
Energy Physics, Springer Science e Business Media LLC, v. 2014, n. 4, 2014. ISSN
1029-8479. DOI: 10.1007/jhep04(2014)067. Disponivel em:
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP04(2014)067.

VASSILEVICH, D. V. Heat Kernel Expansion: User’s Manual. Physics Reports, v. 388,
2003. DOI: 10.1016/j.physrep.2003.09.002. eprint: hep-th/0306138.

WEINBERG, S. A New Light Boson? Physical Review Letters, American Physical
Society, v. 40, 4 1978. DOI: 10.1103/PhysRevLett.40.223. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.40.223.



70

WEISSKOPF, V. F. Uber die Elektrodynamik des Vakuums auf Grund der
Quantentheorie des Elektrons. Kongelige Danske Videnskabernes Selskab,
Mathematisk-fysiske Meddelelser, v. 14, n. 6, 1936.

WILCZEK, F. Problem of Strong P and T Invariance in the Presence of Instantons.
Physical Review Letters, American Physical Society, v. 40, 5 1978. DOLI:
10.1103/PhysRevLett.40.279. Disponivel em:
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.40.279.

WILCZEK, F. Two applications of axion electrodynamics. Physical Review Letters,
American Physical Society, v. 58, 18 1987. DOI: 10.1103/PhysRevLett.58.1799.
Disponivel em: https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.58.1799.

YAMASHITA, K. et al. Generalized Heisenberg—Euler formula in Abelian gauge theory
with parity violation. Progress of Theoretical and Experimental Physics, Oxford
University Press (OUP), v. 2017, n. 12, dez. 2017. ISSN 2050-3911. DOLI:
10.1093/ptep/ptx157. Disponivel em: http://dx.doi.org/10.1093/ptep/ptx157.



71
APENDICE A - Notacio, convencoes e definicdes basicas

Neste trabalho serdo adotadas as seguintes convengdes, validas em todo o texto a

menos que indicado de outra forma explicitamente:

1. Indices:
* (Gregos): u,v,a,p,---=0,1,2,3 - denotam indices espaco—temporais;
® (Latinos): i,j,k,---=1,2,3 — denotam indices puramente espaciais.

2. Convencao da Soma de Einstein: Contra¢des de indices repetidos, sendo um em

cima e outro abaixo, implicam somatdério neste, isto é

3
AwB" = AuwB"™. (A1)
v=0
3. Espago-tempo e métrica: Tudo serd desenvolvido em espaco-tempo plano de
quatro dimensdes, que corresponde a uma variedade Lorentziana, denotada M!~,
munida de todas as estruturas e propriedades necessdrias (produto interno, espago

tangente, . ..), com coordenadas x" = (ct, X, Y, z) e métrica de Minkowski,

10 0 0
0 -1 0 0
- ) A2
=10 0 -1 0 (&.2)
00 0 -1

que possui inversa g"” tal que g"¥ g, = 0%. Indices sdo abaixados com a métrica e
levantados com sua inversa, isto &, seja A* = (A%, A!, A%, A3), entdo

Al =¢l"A, &= A, =gunA", (A.3)
com A, = (A%, -A!,-A%, -A%).
4. Unidades naturais: No decorrer do texto, serdo utilizadas unidades tais que
h=c=1 e |[pul= [x#]7! = [massa] = eV, (A.4)

onde a unidade “elétron-Volt” (eV') é a energia de um elétron acelerado por um
potencial de 1 volt. Em particular, a escala de energia utilizada no capitulo (4.3)
serd em unidades de GeV = 10%V.

5. Tensor de Levi-Civita: Aqui, adotam-se as conveng¢des do livro do Shapiro (2019),
definindo o tensor totalmente anti-simétrico e*”*f de Levi-Civita no espago de
Minkowski a partir de

+1, para permutagdes pares dos indices,

B =1 = e = (A.5)
—1, para permutacdes impares dos indices,
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que satisfaz

M eaprp = Oyl = —det 55 porr, (A.6)

cujas contra¢des notaveis sao

et P erpap = —216) ) = =2 ((ﬁég - 555;) ,
eluvaﬁg/\vaﬁ = —3!5}; = —66%, (A7)

euvaﬁgluvaﬁ = _4! = _24.

No apéndice B também utiliza-se

ek com P =1, (A.8)
que satisfaz
o) ok, 0O
ke = 6;];;” = det 6; (Sfﬂ 6{1 , (A9)

k k
0 ok o
e cujas contragdes resultam em
ey = (03,00, = 03,0), ),
€ijk€1]'k = 2!6;, (A.10)
e =31 =6.

6. Transformada de Fourier, Rota¢cao de Wick e Teorema de Residuos: Para uma

fungdo genérica f(x), usa-se

d4 . .
fx) = / S ), )= / FrePfR). (ALl

Para tornar convergentes certas integrais em po, deforma-se o eixo real no plano

complexo da parte temporal do momento, isto é,

po — ip4,

(A.12)
/ d*p f(po,p) — i / d*pf(p,ips),

assumindo que f(z) seja analitica no semiplano em que gira-se o contorno e que a
contribui¢do do arco no infinito se anule. Embora esse procedimento por deforma-
¢do continua do caminho de integragdo feche um contorno, o teorema de residuos

ndo sera utilizado explicitamente. Quando, por outro lado, for preciso avaliar
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integrais que envolvam singularidades isoladas de f(z), invoca-se explicitamente
o teorema de residuos,

dz = 2mi es|f, , .
jgcf(z) z 2nzZR [f zk] (A.13)

zreV

onde V é o interior cuja borda é dV = C e cada residuo Res [ f,z k] é o coeficiente
de (z — zx)"! na série de Laurent da f em torno de z no interior do contorno. No
caso de polo simples,

Res [f,zk] = Zlerzl (z = zk) f(2). (A.14)

. Comutadores e Anti-comutadores: No que segue, os comutadores sdo denotados
como
[A,B] := AB — BA, (A.15)

enquanto os anticomutadores serdao

{A, B} := AB + BA. (A.16)

Quando os objetos comutados ou anticomutados sdo operadores em um contexto
de teoria quantica, entdo assume-se aplicagdo a um estado quantico [¥) qualquer,
[A,B] = [A, B]|W¥), ainda que este ndo seja escrito explicitamente.

. Numeros de Grassmann: Sdo elementos de uma algebra anticomutativa gerada

por n variaveis {01, 0,,...,0;,...0,} tais que
0;0; = —0;0; = 07 =0, (A.17)

isto é, de modo geral, qualquer mon6émio de grau maior que 1 em uma mesma

variavel se anula. A derivada em relacdo a uma variavel de Grassmann é definida

K k
% [ 1o =) v "es | | 65 (A18)
' n=1 n=1

m#n

como

de maneira que a segunda derivada em uma mesma varidvel se anula. Por este

motivo, pode-se definir as derivadas tomadas pela direita e esquerda, como

—

(91‘@{9]' =0 = —91'9]'(91', (A.19)

em que d; = %. Por sua vez, a integral é definida como
1

/ do; =0 e / d@,’@j = 5,']' = 91'9]'. (A.20)
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Seja f(0) uma fungdo qualquer, quando transformadas para as varidveis &; de
tal maneira que 0; = 0; (£), onde O e £ representam “vetores” contendo todas as
varidveis no papel de coordenadas, entao

/f(@)d@ldez...dQn:/f(cf)(det])_ldcfldc‘fz...dén, (A.21)
onde
@
dE;

é o Jacobiano da transformacdo de coordenadas. Essas defini¢des e propriedades

(A.22)

|

levam a alguns resultados importantes:
* A exponencial de uma varidvel de Grassmann resulta em
exp(0)=1+6. (A.23)

* O produtdrio de n varidveis pode ser escrito como

n
1 .. .
[ o= ;6,6 (A.24)
i=1 ’
¢ Seja uma matriz A anti-simétrica 2n X 2n, de componentes All = —Alt a

integral, denominada “integral Gaussiana”, dos produtos quadraticos envol-
vendo contrag¢des das 2n varidveis de Grassmann com as componentes desta

matriz resulta em
.. .. n
/d@ldez...dt%n exp (—%eiAlfej) =/d91d92...d92n (e:ae)

1 iy L
= / d91d92...d92n[ Alllz...Alznllznl 0,0, ...0,, (A.25)

Msiliz-nizmlizn
= Vdet A.

Se ao invés de um tipo de varidvel, houverem dois, chamados de 0 e 1), entdo

/ d0; ... dOudn; . .. dn, exp (—eiAiqu) = det A. (A.26)

9. Espinores de Dirac: Denotados por ) = ¥(x) e ¢ = (x), em que define-se
o conjugado como ¢ := ¥*0 sendo y° a matriz de Dirac ! dada por y° :=

diag (1,1, -1, -1), sdo campos de Grassmann de quatro componentes

Yo
e W B Pl (A27)
Y3

1

Mais informagdes sobre essas matrizes se encontram no Apéndice A.
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que descrevem particulas e suas anti-particulas, respectivamente, de spin 3, deno-
minadas férmions. Estes campos e seus conjugados obedecem, em nivel classico,

a equagdo de Dirac

(ilZ)—m)gb:O e J(z’ﬂ)—m):o, (A.28)
onde Ip = y#D,, com a seta indicando novamente o sentido de aplicacdo deste
operador, sendo a derivada covariante (que também serd chamada “operador de

Dirac”) D, definida como

Dy=du+i) guAy”, (A.29)
n

onde A( ") & 0 n-ésimo campo vetorial de calibre da teoria, cuja “intensidade” da
interacdo com os férmions é expressa através da constante de acoplamento g,.
Em especial, quando acoplado ao 4—potencial eletromagnético A#, o acoplamento
serd ¢ = —e, a carga fundamental do elétron. Se quaisquer acoplamentos forem
com pseudo-vetores S, estes tomam uma forma como —1S,)°, por exemplo, onde
neR.

A expansdo do campo espinorial em modos é dada por

_+_

(A.30)
P(x) = Z / (2n) \[3E, (mu A(p)e™™ + byt (ple” ] ’
com A = +1 sendo o indice relacionado ao autovalor de spin e
fa?, 0"} = {00, 00"} = ey 5’0 - @) ¥, (A31)

sendo todos 0s demais anti-comutadores nulos. Quando quantizados, a (b) e
a’ (b") serdo promovidos a operadores de criacdo e aniquilagdo de particulas

(anti-particulas), respectivamente. Isso implica em

{0200, 850} = 53~ ¥)oup, (A32)

enquanto todos os demais se anulam, com os “vetores” constantes definidos como

ur(p) o= N [‘f}‘ , (A33)
&r

e 0i(p)i=—Vm [’”
1A

onde &, e 1) sdo vetores bidimensionais, de maneira que a normalizagao serd

ur(puy(p) =2morp e vAlp)oa(p) = —2mdy ar. (A.34)
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Campos classicos externos: Os campos A (x) e S,(x), que representam respecti-
vamente o 4-potencial eletromagnético (campo vetorial ndo massivo) e um pseudo-
-vetor (campo de Proca com massa Ms) sdo tratados como campos classicos de

fundo, que satisfazem as equag¢des de movimento
F™ =7 e S+ M:IS" =Y (A.35)
respectivamente, onde os tensores de forca sdo definidos como
F‘UV = aHAV - avAH e SMV = 8}151/ - 81/5“ (A.36)
e as correntes se relacionam com os espinores através de

= (yty) e i =Py y). (A.37)

Quando for conveniente, serdo utilizados campos constantes, onde d,F*" = 0, por

exemplo.

Integral de Caminho e Determinante Funcional: A evolugdo temporal de um sis-
tema, partindo do estado inicial |®;, ;) para o final |q) Foty >, em Mecanica Quantica

pode ser escrita através do operador de evolugdo temporal, definido como
(Of, tr| i ti) = (@f|Ults, ;) |Di) := (| e HE) |y, (A.38)

onde H = H [®] é o Hamiltoniano classico do campo em questdo. O operador
de evolugdo temporal possui a propriedade de composigéo, isto é, U(ty,t;) =
U(t i t)U(t, t;). Portanto, uma evolugdo temporal pode ser decomposta em um pro-
cesso de N — oo etapas, mantendo-se tf —t; = NAt, de maneira que, expandindo
nas bases completas de f AP |D) (D| = 1 e de seu conjugado, f dIT|IT)(I1| = 1, que
satisfaz (I1| ®) = exp [—i / d*x H(x)CD(x)], pode-se mostrar que

(qaf,tf|cpl-,tl-):/\//1>q> e'S1®1 = 1im N/l_[dCD e AL, (A.39)

N —>o0

At—0

onde N é uma constante (infinita) de normalizacdo, £ = £ [®, IT] é o lagrangiano
classico e S [®] a acdo classica do sistema. Normalmente trabalha-se com estados

inicial e final de vacuo, nos limites assint6ticos t; — —co ety — oo, isto &,
(0] 0) := (0, —00| 0, c0) = A / DO /5191 (A.40)

Para sistemas envolvendo campos interagentes d/ e W, tais que Wyt sejam ex-
ternos, entdo troca-se para o estado de vacuo interagente, |0, t) — [QQ), com limite

assintético limy 100 Q) = [Wext)-
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De modo anélogo, define-se o funcional gerador das fun¢des de Green, também

nomeados “fungdes de correlagdo”, para um campo com fonte J(x):
Z[]] — N/ D(D eiS[CD]+ifd4x](x)d)(x)’ (A41)

de onde consegue-se extrair fun¢des de correlacdo em qualquer ordem n (fungéo

da correlagdo de n pontos) de interesse,

[ DD D(xy) -+ D(xy) /5P
/ DPeiS[P]

G (x1, ..., 2n) 1= (0| T [(x1) -+ D(x)]10) = , (A42)

em que T [D(x) - D(x,)] representa o produto com ordenamento temporal entre

os n campos. Em geral a acdo pode ser escritacomo S = — f d*xd*y ©T (x)H (x, y) D(y),
de maneira que, definindo o inverso 2 do operador # tal que

/ d'y H(x,y) H ' (y,2) ==i6* (x - z), (A43)

pode-se reescrever
Z[]] = Z [0] e~ ¥y J@HI ) (A.44)

Quando os campos em questdo se tratam de férmions, que sdo varidveis de Grass-

mann, entdo Z [0] é uma integral Gaussiana como (A.26), isto é,
Z[0] =N / DYDY e~ [ 4VHY = N det () = Ne™HD) . (A45)

onde # (x,y) = 6* (x —y) (i) — m), é 0 operador de Dirac com derivada covari-
ante da equagdo de movimento classica. Neste caso, o trago funcional presume
tomada do traco em componentes de matrizes de Dirac além do trago funcional

usual, isto é,
TrA = / d*x trpjrac (X| A |x) . (A.46)

12. Teorema de Furry: Afirma que, em teorias de férmions acoplados a campos de
calibre vetorial (como a QED), todas as amplitudes de diagrama de Feynman com
um nimero impar de vértices de interagdo com o campo vetorial se anulam. Em
diversos momentos neste trabalho este resultado serd utilizado para simplificar
os célculos, eliminando automaticamente toda contribui¢do com ntimero impar
de acoplamentos ao campo vetorial. Porém este teorema nao é necessariamente
valido para o campo axial (ADLER, 1969).

2 Que é basicamente a fungdo de correlagdo de dois pontos.



78
APENDICE B - MATRIZES DE DIRAC

Neste apéndice, seré feita a defini¢do das matrizes de Dirac, seguido da enume-

ragdo de resultados importantes. Para isso, é preciso comegar definindo as matrizes de

0 —i 1 0
Gy:[i 01]’ UZZ[O _1], (B.1)

que satisfazem a algebra de Clifford 1 isto é,

Pauli,
01

1 o}’

Oy =

{Gj, ox} = 0j0k + 00} = 25k]'1, (B.2)

onde os indices j = 1,2 e 3 correspondem a x, y e z respectivamente. Elas também
satisfazem

[Oj,Gk] = 0j0k — 0k0j =2i€jk161, (B.3)

onde ¢ jk1 € O tensor totalmente anti-simétrico em 3 dimensdes. Com essas matrizes, é
possivel construir as matrizes de Dirac em 4 dimensdes que, na representacdo padrao
sdo dadas por

1 0

J =
0o -1|” 7

-0/ 0

o a]] , (B.4)

sendo util definir também

vyt =iy, (B.5)
para quando for necessdria a passagem ao espaco Euclidiano. Essas matrizes também
satisfazem a algebra de Clifford, porém em 4 dimensdes, isto €,

Hv.
) = 29H1; u,ve{0,1,2,3}, (B.6)
—25M1;  u,ve{l,2,3,4}).

Define-se também as matrizes

g g " ejuio! i(g"0g" - g“fgvo) gj
i(g"9g" — g g") g; g g ejpo! '

5 0,1,,2.3 _ [OI

i
ot =Syt =
(B.7)
i _

que permitem a construgdo de uma base completa para o grupo Cl; 3(C) em conjunto

com a matriz identidade, dada por

I'= {1, v, )/5, ysy“, 0‘“’} . (B.8)

Com essas matrizes, pode-se definir dois operadores importantes para o contexto a ser
discutido aqui:
1

Para mais detalhes, veja o livro do Lounesto (2001).
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* Projetores de helicidade:
1
PR/L = E (1 =+ ')/5) , (Bg)

que, de fato, satisfazem

P2 = PR Ls PRPL = 0/
R/L = TR (B.10)
Pr+PL =1, PR—P. =77,

e cuja acdo projeta férmions em suas componentes de cada quiralidade, isto é,
Y =9Yr+9PL = PriLyy = YL, (B.11)

que, por sua vez, sdo autoestados de >, isto &,
YUr=¢r e Y =-yL. (B.12)
* O operador de conjugacdo da carga:
C:=v%72, (B.13)
cuja aplicacdo resulta em
ClyuC=—T e p9=Cy, (B.14)

equivalente a trocar as particulas por suas anti-particulas equivalentes, que obede-
cem a equacao de Dirac
(ip" —m)yp =0, (B.15)

em que troca-se ¢ — —e na derivada covariante.

Os produtos entre estas matrizes resultam em:

yhyr =gt —iot, (B.16)

=0, (B.17)

7/57/#7/1/ =i (g‘uayﬁ _ g,uﬁya) _ g‘uaﬁ)\ySyA’ (B.18)
Yir#at =i [t yP) — (0 yY)] - etoPly,, (B.19)

O_yvgaﬁ — (gyagvﬁ _ gyﬁgva) 1-— i(gyagvﬁ _ gy‘BO_V(x _ gvaayﬁ + gvﬁo_ya) + is‘uvaﬁyS. (BZO)
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Como consequéncia, seguem alguns resultados particularmente tteis para o contexto

aqui trabalhado:

YIghY = —ée””‘ﬁoaﬁ e Yph= —ée””‘ﬁyvaaﬁ, (B.21)
tr(yHyY) = 44", (B.22)
w(y¥) = a(Fy'yt) = u(Hy%) = (YY) = u(piy'yhyd) = 5.23)

= tr(ndmero impar de matrizes) = 0,
Tr(o™Pat) = (g™ g — g™ gh), (B.24)
Te(y*yPyty”) = 4g*P gt — 4(g™gh" — g™ gPh), (B.25)
Tr(y y*yPytyY) = Tr(y 0% otV) = —4ie®PH, (B.26)
Yiyu=41, (B.27)
YEY e = —677, (B.28)
yya“ﬁ = 5iyF, (B.29)
gyﬁoaﬁa“v = -8y%y" - 2ic", (B.30)

Qupgavo ot = =321. (B.31)
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APENDICE C - EXPANSAO DA ACAO DE EULER-HEISENBERG

Para expandir o integrando da agao (2.86) em série, € preciso partir de
cosh (a + ib)x = cos (bx) cosh (ax) + i sin (bx) sinh (ax), (C.1)

que implica, portanto, em

R cosh [x(a + ib)]

Scosh [x(a + ib)] = cot (bx) coth (ax). (C.2)

O objetivo aqui é expandir o produto deste termo com G = ab em série quando x < 1.

Para isso, cada termo deve ser expandido separadamente, a comecar pela cotangente

o (=" 1)” o (=D"

ot (x) _ cos (x) 3 Zn =0 (2n)‘ an _ 1 Zn:O (2n)! x2”
- . - 00 1) - o] —1)"

sin(x)  yee | Lot x|y O o

1 T | 1
=E{I+Z(_1) l(2n)!_(2n+l)! X

( 1)n+m 1 B 1 (n+m)
- Z @+ D! [@m+ D) (2m)!lx2 +}

> (=121, (=1)"(n —m) n
=" L Z Z EED T +]

n=1 n=2m=-n

| — ><|>—k

Il
|
[SSEIR
+

2n—1

+
e =
|
=

S 2n(n—m+ D) +m+1) —(m—m)2n + 1)!
Z Cn+Dln-m+1)!(n+m+1)!

m=—n

=
Il
[\

—_
=
=

- _tT_* _ o (C.3)

ao passo que, para a cotangente hiperbélica, como o procedimento é muito similar,
encontra-se ;
I x x

coth(x) = —+-—-—+.... C4
) x 3 45 €4
O préximo passo é tomar o produto,

1L (@@= [(@®-b>)+ 7512192]962

cot (bx)coth (ax)ab = o +..., (C.5)

3 45
isto é,
Reosh (e1Z4) =, 4 2, e, 7 -
Scoshiersy) | Fmv = g +3Fa ~ g B + g FuwFY |+ (C.6)
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Quando ao invés das cotangentes, tem-se fracdes de senos e cossenos com argumentos

diferentes entre si, obtém-se, da mesma maneira:

242 _ 3 (g2~ p2 2
C(‘)S (ax) C.OSh (bx) _ iz c (a ) L X [7 (c2 _ d2)2 L4242
sin(cx)sinh (dx) «x 6 360 (C.7)

=30 (c? = d%) (a® = b%) + 15 (a®> - 1?)° - 6Oa2b2] +o
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APENDICE D - REGULARIZACAO DIMENSIONAL

Neste apéndice, serdo listadas algumas férmulas e resultados tteis, com base no

livro do Collins (1984), a comegar pelos principais resultados:

2

q
quqv = ng/ (D.1)
widPq  (¢°)" (=) "I (r+ 3)T(m—r—)uc
D (2 _ p\" D/2 D m-r-D/2 (D2)
@) (=R @m)°? T(5)T(m)(R?)
com -
H@:/t“(%, (D.3)
0
quando R(z) > 0, de forma que I'(n) = (n — 1)!, se n for um ntmero inteiro positivo.
Particularmente,
r(2-2L € 2
r(y-g):-l——gl e lim —- r@-fz):Ng—mB? (D.4)
2 (1 — 7) e—0 (R2)2—— 2 u
sendo 5
N, := E+ln4n—y, (D.5)

em quey = 0,577 é a constante de Euler-Mascheroni. As aplica¢des de interesse aqui

sdo as que seguem:

e 4D 2 P T(—=1-£&) u¢
S B _qmlz( iy (D.6)
em)® (42 - Rz) e-0 812 (R2)~17¢/2
eqD T(-1-¢£
/” R :hmgi——ii, (D7)
)P (42 -R?) e—0 TT (RZ)—1—€/2
é‘dD . T (=% & 2
/” . (””_M—m%. (D.8)
2n)” (¢ - R2) =0 (477)> (RZ)-E/Z U

Se houverem matrizes ys presentes no trago, é preciso ter cuidado extra, pois a
mudanga do niimero de dimensdes impacta no comportamento dessa matriz, de maneira
que este é um problema em aberto na literatura. Porém, o procedimento indicado por
t'Hooft e Veltman (1972) e Collins (1984) é o seguinte:

1. Primeiro, é importante fixar a notagdo, isto é, passa-se a trabalhar com ys :=

iy%y1y2y3, enquanto y° pode significar uma outra y*, isto é, y° # ys.

2. Segundo, define-se a métrica geral

oy ev <4,
uvr M (D.9)

Suv upouv =4,
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observando que

_ o, y#, quando u <3, B
7H=gwyt = = {ys, 7'} =0 (D.10)
0 em todo o resto,

L, 0, quandopu <3, .
Yup=8wY = = [ys5, 79]1=0, (D.11)
y# em todo o resto,

isto €, a matriz ys5 anti-comuta com as 4 matrizes gama usuais, mas comuta com

todas as outras que “surgem” ao tomar D = 4 + ¢.

. Note quais y* estdo associadas aos momentos dos campos externos e quais estdo

ligadas aos férmions (internos ao lago), de forma que as externas serdo
Ve =7 = 40 =7, (D.12)
enquanto as dos lagos podem acessar todo o espago, isto €,

Vi = 714 7 = g0 =G0 4G, (D.13)

portanto a ys anti-comuta com os momentos externos, porém

ysg™ = = ™ys + G 0ps = <27 ys + g5, (D.14)

) _ . . int)12
. Epreciso atentar, durante a integracdo dos momentos, para o fato de que [g(mﬂ] =

(int) . 2 (int)]2
[qD ]gyw ao passo que [W(mt)] _ ng.

. Os tragos serdo nao nulos quando houver um niimero impar de vértices contendo
3 (se o numero total de vértices for menor que 4) no diagrama ou poténcias de
(B.26).

. Para todo o resto, deve-se proceder do mesmo jeito que o prescrito quando ndo ha

Y5 presente para renormalizagdo do diagrama.



