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RESUMO

Neste trabalho, considera-se a molécula de DNA como um sistema dinâmico não-linear onde

excitações tipo sólitons estão presentes. O estudo é baseado no modelo de Peyrard-Bishop

(PB) para a dinâmica do DNA, o qual leva em conta a interação com os vizinhos na sua

estrutura. Aplica-se, então, o método de coordenadas coletivas para tratar corretamente os

modos de frequência zero e deduzir uma Hamiltoniana quântica geral para o sistema que

contenha um termo do tipo partícula livre associado ao movimento do centro do sóliton e

um termo correspondente a um conjunto de osciladores desacoplados.

Palavras-chave: DNA. Não-Linear. Sólitons. Peyrard-Bishop. Coordenadas Coletivas.



ABSTRACT

In this work, the DNA molecule is considered to be a nonlinear dynamic system where

soliton-type excitations are present. The study is based on the Peyrard-Bishop (PB) model

for DNA dynamics, which takes into account the interaction with neighbors in its structure.

Then, the collective coordinates method is applied to correctly handle zero-frequency

modes and deduce a general quantum Hamiltonian for the system that contains a free

particle term associated with the motion of the soliton center and a term corresponding to

a set of decoupled oscillators.

Keywords: DNA. Nonlinear. Solitons. Peyrard-Bishop. Collective Coordinates.
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1 INTRODUÇÃO

O DNA é uma das moléculas mais interessantes e misteriosas já estudadas. Pertence

à classe de biopolímeros e apresenta uma função biológica muito importante, que consiste

na capacidade de conservar e transferir informações genéticas. Embora, usualmente, o

DNA seja estudado em Biologia, ele não é objeto exclusivo dessa área, uma vez que

também levanta questões muito interessantes para a Física e para a Química.

Uma das primeiras tentativas de usar as leis da Física e da Química para analisar

fenômenos relacionados ao DNA pode ser encontrada no livro escrito por Erwin Schrödinger

intitulado ŞWhat is life?Ť(O que é a vida?)[1]. Cinquenta anos após a descoberta da

estrutura de dupla hélice do DNA, cientistas e pesquisadores ainda tentam revelar suas

propriedades notáveis como a capacidade de armazenar e transmitir informações genéticas

e os movimentos de grande amplitude envolvidos nesses processos.

Os estudos relacionados ao DNA inciaram-se em 1910, com a Teoria Cromossômica

de Herança, desenvolvida por Thomas Morgan[2]. A partir dessa data, a comunidade

cientíĄca começou a estudar os cromossomos com o objetivo de entender sua natureza

química e investigar qual material genético o compõe. Em 1944, Oswald Avery e seus

colaboradores chegaram à conclusão de que o material genético que forma os cromossomos

é o DNA[3]. Em 1953, os pesquisadores James Watson e Francis Crick apresentaram ao

mundo a estrutura helicoidal da molécula do DNA[4].

Uma molécula de DNA é constituída por duas longas cadeias poliméricas que

são formadas por unidades monoméricas chamadas nucleotídeos[5,6]. Cada nucleotídeo

possui um grupo fosfato, uma pentose e uma base nitrogenada. Os quatro tipos de bases

pertencentes ao DNA são: Adenina (A), Citosina (C), Timina (T) e Guanina (G), as quais

se reúnem aos pares A-T e C-G. A união dessas cadeias assume uma estrutura de dupla

hélice, estabilizada por meio de ligações de hidrogênio entre as bases nitrogenadas e para

entender o porquê da formação de uma dupla hélice, tem-se que considerar as interações

entre os grupos que compõe os nucleotídeos.

A molécula de DNA pode sofrer grandes alterações conformacionais, como nos

processos de transcrição e desnaturação[7]. Esses processos evidenciam o fato de a estrutura

estática das moléculas biológicas não ser o suĄciente para explicar sua função, tendo em

vista que as mesmas são um sistema dinâmico com movimentos internos de natureza

bem complexa. Além disso, os movimentos que elas realizam desempenham um papel

importante no funcionamento da célula.

Os modelos matemáticos de Ising[7] e de Peyrard-Bishop[8−10] para o DNA servem

como um ponto de partida para estabelecer um modelo que descreva as propriedades dessa

molécula. Para isso, eles devem estar na escala de entidades básicas que codiĄcam as

informações no DNA, isto é, os pares de bases. Na escala dos pares de bases, o modelo
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mais simples aplicado é o Modelo de Ising, cujo o estado de um par de base é descrito

simplesmente por uma variável de dois estados, sendo 0, se a base está fechada, e, 1 se

a base está aberta. Indo mais além, porém mantendo o modelo o mais simples possível,

o modelo do tipo Peyrard-Bishop (PB) simpliĄca a geometria da dupla hélice de DNA

assumindo que as duas cadeias entrelaçadas podem ser descritas por uma única cadeia

unidimensional. Cada par de base é representado como uma massa pontual nessa cadeia.

O objetivo principal deste trabalho é, partindo do modelo de Peyrard-Bishop para a

molécula de DNA, aplicar o método de coordenadas coletivas[11−16] para tratar corretamente

os modos de frequência zero (que surgem em teorias invariantes por translação) e deduzir

uma Hamiltoniana quântica geral para o sistema que contenha um termo do tipo partícula

livre (imersa em um banho térmico) associado ao movimento do centro do sóliton[18,20] e

um termo correspondente a um conjunto de osciladores desacoplados.
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2 ESTRUTURA DO DNA

2.1 Introdução

A síntese das diversas proteínas presentes nos seres vivos tem relação direta com os

ácidos nucleicos. Existem dois tipos de ácidos nucleicos: o DNA (ácido desoxirribonucleico)

e o RNA (ácido ribonucleico).

O DNA é responsável por armazenar e transmitir informações genéticas, enquanto o

RNA efetua o processo de tradução (síntese proteica), orientado pelas informações contidas

no DNA.

Uma vez que o comportamento dinâmico do DNA é o objeto de estudo dessa

dissertação, o enfoque será dado apenas às suas propriedades[5,6,19]. Para mais informações

sobre as propriedades do RNA, vide Apêndice A.

2.2 Breve Retrospectiva Histórica

Apresenta-se na Figura 1 um infográĄco com os principais fatos que envolveram a

descoberta do DNA e de sua estrutura.

Figura 1 Ű Retrospectiva histórica sobre a descoberta do DNA e de sua estrutura.

Em 1910, o biólogo Thomas Hunt Morgan concluiu que os genes estão localizados

nos cromossomos (Teoria Cromossômica da Herança)[2]. A partir de então, a comunidade

cientíĄca começou a estudar os cromossomos com o objetivo de entender a sua natureza

química e foi descoberto que eles são formados por DNA e proteínas.

Alguns anos depois, em 1928, o médico britânico Frederick Griffith desenvolveu os

primeiros estudos que consideravam o DNA como material hereditário ao conduzir um



12

experimento que utilizava a bactéria Streptococcus pneumoniae e ratos[17].

Em 1944, o médico e bioquímico Oswald Theodore Avery e seus colaboradores

concluíram que o material genético da célula é o DNA[3]. A partir de então, começou uma

corrida para deĄnir qual seria a estrutura da molécula de DNA e para obter suas proprie-

dades. Dois laboratórios entraram nessa corrida, um nos Estados Unidos (laboratório do

químico Linus Pauling) e outro na Inglaterra (laboratório da química Rosalind Franklin).

Somente em 1953, que o biólogo James Watson e o físico Francis Crick apresentaram

em um artigo, na revista Nature, que a molécula de DNA apresenta estrutura de dupla

hélice[4]. A descoberta dessa estrutura só foi possível, pois Crick teve acesso a uma foto

em cristalograĄa que se encontrava no laboratório de Rosalind. Essa foto é apresentada

na Figura 2.

Figura 2 Ű Foto em cristalograĄa de uma molécula de DNA[23].

2.3 Estrutura do DNA

O DNA é uma molécula helicoidal constituída de dois polímeros que são formados

por unidades monoméricas chamadas nucleotídeos. Cada nucleotídeo possui três compo-

nentes: um grupo fosfato PO−
4 , uma pentose (açúcar que recebe o nome de desoxirribose

no caso do DNA) e uma base nitrogenada (grupo orgânico que pode ter um ou dois ciclos).
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A Figura 3 apresenta uma representação esquemática de uma molécula de DNA helicoidal,

enquanto a Figura 4 apresenta uma representação planiĄcada da molécula.

Figura 3 Ű Representação esquemática da estrutura de dupla hélice de uma molécula de DNA.

Figura 4 Ű Representação esquemática da estrutura planiĄcada do DNA e de um nucleotídeo.

Os fosfatos e as pentoses de todos os nucleotídeos são iguais, mas as bases nitroge-

nadas podem ser diferentes. Existem quatro tipos de bases nitrogenadas, pertencentes a

duas categorias:

• Purinas: adenina (A) e guanina (G), com dois ciclos orgânicos.

• Pirimidinas: citosina (C) e timina (T), com um ciclo orgânico.
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A Figura 5 mostra a estrutura química dos quatro tipos de bases nitrogenadas,

enquanto a Figura 6 exempliĄca a estrutura de um nucleotídeo cuja base nitrogenada é a

citosina.

Figura 5 Ű Representação química da estrutura das bases nitrogenadas que compõe a molécula
de DNA.

Figura 6 Ű Representação química da estrutura de um nucleotídeo cuja base nitrogenada é a
citosina.

As bases nitrogenadas tendem a se reunir em pares, por meio de ligações de

hidrogênio. Elas se unem da seguinte forma: adenina com timina (A-T) e citosina com

guanina (C-G), como mostrado na Figura 7.

Vale ressaltar que além do DNA e do RNA desempenharem diferentes funções,

existem diferenças estruturais entre eles. O RNA é constituído de apenas um polímero

(também formado por nucleotídeos), a pentose que constitui esses nucleotídeos é a ribose e

a base nitrogenada uracila (U)substitui a timina (T).
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Figura 7 Ű Ligação de hidrogênio entre as bases nitrogenadas.

2.3.1 Estrutura Helicoidal do DNA

Uma observação importante que levou Watson e Crick à famosa descoberta da

estrutura de dupla hélice do DNA é que os pares formados por uma purina e uma pirimidina

têm quase o mesmo tamanho, de modo que esses pares dão uma estrutura muito regular

às duas cadeias de nucleotídeos conectadas pelas ligações de hidrogênio.

Para entender porque essas duas cadeias nucleotídicas ligadas formam uma dupla

hélice, é preciso considerar as interações entre os grupos que compõem os nucleotídeos. Os

pares de bases são grandes grupos planos, com a forma de grandes platôs e unidos pelas

Ątas fosfato-pentose, que são bastante rígidas. Muitas rotações em torno das ligações são

possíveis dentro de cada Ąta, mas a distância entre pontos de Ąxação consecutivos das

bases é, no entanto, bem deĄnida. A interação entre os platôs de base é tal que eles tendem

a formar uma pilha compacta e isso se deve à sobreposição dos elétrons π dos ciclos das

bases e às forças hidrofóbicas. O comprimento das Ątas é, no entanto, longo demais para

permitir que os platôs formem uma pilha compacta se forem empilhados paralelamente um

ao outro, como mostra a Figura 8-a. Se os platôs forem empilhados um sobre o outro, mas

com uma rotação de 30◦ entre eles, as Ątas tornam-se oblíquas e pode-se manter os dois

platôs em contato sem comprimir o comprimento das Ątas, conforme mostrado na Figura

8-b. Outra possibilidade seria criar uma escada inclinada, mas um exame detalhado da

estrutura das bases mostra que ela geraria contatos não permitidos energeticamente entre

os átomos.
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Figura 8 Ű Representação esquemática do empilhamento dos platôs de base do DNA, levando em
consideração o comprimento das Ątas fosfato-pentose: (a) se os platôs forem paralelos
entre si, a Ąta é muito longo para permitir um empilhamento compacto. b) Se os
platôs forem rodados um em relação ao outro, o mesmo comprimento de Ąta permite
um empilhamento compacto.

Portanto, a topologia básica dos grupos e suas interações levam à conclusão de que

a estrutura do DNA deve ser helicoidal. No entanto, essas simples considerações não são

suĄcientes para determinar os detalhes da estrutura e, em particular, elas não determinam

se a molécula deve ser levógira ou dextrógira. De fato, ambas as situações podem ser

encontradas, mas a situação mais comum é uma hélice dextrógira, que existe em duas

formas ligeiramente diferentes, conhecidas como formas de DNA A e B. Essas formas

dependem do grau de hidratação da molécula ou da força iônica da solução. Nas células, a

forma mais comum de DNA é a forma B, onde os platôs de base são aproximadamente

perpendiculares ao eixo da hélice.

As dimensões básicas da molécula estão ilustradas na Figura 9, onde se pode notar

que o comprimento da molécula é sempre muito maior que o seu diâmetro.

Figura 9 Ű Representação esquemática das dimensões básicas de uma molécula de DNA.
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Existem essencialmente duas classes de forças que estabilizam a estrutura de dupla

hélice. A saber:

• Ligação de hidrogênio entre bases complementares: somente dois tipos de

pares de bases são permitidos pelo emparelhamento Watson-Crick: A-T, que é ligado

por duas ligações de hidrogênio, e G-C, que é ligado por três ligações de hidrogênio

e é mais robusta.

• Interações de empilhamento dos platôs de pares de bases: como mencionado

anteriormente, essas interações têm uma origem complexa, advindo em parte da

sobreposição dos elétrons π das bases e em parte de interações hidrofóbicas. Elas

impõem uma distância bem deĄnida entre as bases ao longo do eixo da hélice, dando

origem a uma alta rigidez das moléculas ao longo do eixo. As bases podem, no

entanto, ser puxadas para fora da pilha, deslizando uma sobre a outra de forma

perpendicular ao eixo. As energias de empilhamento são altamente dependentes da

sequência de bases. A Figura 10 apresenta algumas energias para diferentes pares de

bases empilhadas.

Figura 10 Ű Energias para diferentes pares de bases empilhadas.

2.4 Leitura do Código Genético

As proteínas são polímeros formados por aminoácidos que são ligados entre si por

ligações peptídicas. As informações para a síntese proteica estão codiĄcadas nos genes,

que são segmentos da molécula de DNA. A síntese proteica envolve o DNA, o RNA, os

ribossomos (organela celular), algumas enzimas especíĄcas e aminoácidos. Esse processo

ocorre em duas fases: a transcrição e a tradução.

A transcrição é o processo de leitura de um único gene do DNA. É realizada sob

o controle de uma enzima, a RNA polimerase, que varre a longa molécula de DNA para

encontrar o início do gene. Em seguida, desenrola a dupla hélice, conforme esquematizado

na Figura 11. As bases expostas são copiadas e formam uma molécula de RNA, que será

o molde para a síntese da proteína.

A tradução é o processo de leitura do RNA que foi produzido durante o processo

de transcrição. Durante essa leitura, que ocorre no ribossomo, os aminoácidos são unidos

de acordo com a sequência de bases nitrogenadas do RNA.
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Figura 11 Ű Representação esquemática do processo de transcrição.

2.5 Desnaturação Térmica do DNA

Uma classe de experimentos que fornece dados úteis para modelar o DNA é a

desnaturação térmica[7], que consiste na separação das Ątas do DNA por aquecimento. Essa

separação ocorre quando a solução que contém o DNA é aquecida acima de temperaturas

Ąsiológicas (próximo a 100◦C).

O processo de desnaturação é um processo reversível, pois ao resfriar lentamente

as soluções aquecidas de DNA desnaturado, as duplas hélices são restauradas, isto é, as

Ątas simples encontram as suas Ątas complementares.

Cada molécula de DNA possui uma temperatura de desnaturação característica

Tm, que é determinada, em grande parte, pelo conteúdo de pares de bases nitrogenadas.

Experimentos realizados com moléculas de DNA artiĄciais com um único tipo de

par de bases (homopolímeros) detectaram uma transição acentuada da absorção dos raios

UV pela dupla hélice e pela molécula desnaturada, como apresentado na Figura 12. A

desnaturação aparece como uma genuína transição de fase[21].

Figura 12 Ű Curva de desnaturação de um homopolímero de DNA contendo apenas pares de
bases GC.

Utilizando a técnica de criomicroscopia, é possível observar que a desnaturação

começa a partir de aberturas locais, chamadas "bolhas de desnaturação", que aumentam
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com a temperatura e invadem toda a molécula ao atingir a temperatura de desnaturação,

causando a separação das duas Ątas, conforme é esquematicamente mostrado na Figura

13.

Figura 13 Ű Imagem esquemática do processo desnaturação térmica do DNA.
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3 MODELO FÍSICO PARA O DNA

3.1 Introdução

Conforme foi visto, a leitura do código genético requer mudanças conformacionais

do DNA. Porém, tais movimentos são observados mesmo na ausência de enzimas. O DNA

é uma entidade altamente dinâmica e sua estrutura apresenta diversos movimentos.

Neste capítulo, tem-se por objetivo estabelecer um modelo matemático da mo-

lécula de DNA que tenha soluções e propriedades que concordem com as observações

experimentais.

Primeiramente, tem-se que estabelecer em que escala deseja-se trabalhar. Isso

depende das propriedades em que se está interessado. Por exemplo, para analisar a

intensidade das forças envolvidas na molécula de DNA, um modelo que ignore todos os

detalhes internos da molécula e que simplesmente a descreva como uma mola Ćexível é

suĄciente.

Pode-se pensar também em descrever a dinâmica da molécula em escala atômica,

entretanto, além da complexidade de tal modelo, essa não seria uma escolha que levaria

ao estudo das propriedades desejadas, já que a atenção deste trabalho está voltada para

a capacidade do DNA em armazenar informações genéticas e na grande amplitude de

movimentos não-lineares envolvidos no processo de leitura. Assim, procura-se estabelecer

um modelo que possa descrever essas propriedades. Desta forma, o modelo deve estar na

escala da entidade básica que codiĄca as informações no DNA, ou seja, o par de bases

nitrogenadas.

Para estudar a transcrição é necessário incluir pelo menos 100 pares de bases, pois

esse processo se estende por mais de 20 pares de bases. Para estudar a desnaturação

térmica do DNA, o modelo precisa se estender por centenas de pares de bases, porque

a desnaturação é um efeito coletivo. Atualmente, a dinâmica molecular pode simular de

10 a 20 pares de bases, apenas para escalas de tempo de alguns nanossegundos. Essas

simulações são cálculos enormes e aumentar o número de pares de bases em algumas

ordens de magnitude está atualmente fora de alcance.

Por essa razão, os modelos em escalas intermediárias são úteis. O fato de esses

modelos serem menos precisos não implica que seu desenvolvimento seja mais simples.

É muito importante veriĄcar a validade dos modelos e calibrar seus parâmetros por

comparação com experimentos bem controlados.
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3.2 O Modelo de Ising para o DNA

Considerando a escala de um par de bases nitrogenadas, o modelo mais simples para

estudar é o modelo de Ising[7]. Nesse modelo, o estado de um par de bases é simplesmente

descrito por uma variável de dois estados, tal que a variável é igual a 0 se a base estiver

fechada e 1 se estiver aberta.

Modelos baseados no Modelo de Ising foram propostos e utilizados com sucesso

para estudar a desnaturação térmica do DNA. No entanto, esse modelo apresenta alguns

inconvenientes. São eles:

• Ele contém um grande número de parâmetros que não podem ser obtidos nem mesmo

estimados a partir de leis da Física básica. Por exemplo, a energia para abrir um

par de bases pode ser avaliada, mas, para descrever efeitos coletivos, também é

necessário parâmetros como a probabilidade de um par de bases se abrir caso um

par vizinho esteja aberto ou fechado.

• Como o modelo usa uma variável de dois estados para descrever o status de um par

de bases, ele não pode representar a dinâmica não-linear de abertura ou fechamento,

que requer a descrição de estados intermediários contínuos.

3.3 O Modelo de Peyrard-Bishop (PB)

Os modelos do tipo Peyrard-Bishop[8−10] assumem que as duas cadeias entrelaçadas

do DNA podem ser descritas por uma única cadeia unidimensional. Mantém-se apenas

um grau de liberdade por par de bases, mas utiliza-se uma variável real que descreve o

alongamento da ligação que liga as bases, em vez da variável discreta 0/1 do modelo de

Ising.

Esse modelo é apresentado esquematicamente na Figura 14, onde se denota por

yn o alongamento do enésimo par de bases. O valor yn = 0 corresponde a um par de

bases fechado, como no modelo de Ising. No entanto, yn pode assumir valores positivos

continuamente até o inĄnito se as duas bases se separarem completamente, como na

desnaturação do DNA. Por outro lado, a variável yn pode assumir também valores

negativos, correspondentes a uma compressão da ligação. Grandes valores negativos serão

proibidos pelo impedimento estérico, que é introduzido no modelo pelo potencial de ligação

das bases em um par.

A Hamiltoniana que descrever esse modelo é dada por:

H =
∑

n



p2
n

2m
+W (yn, yn−1) + V (yn)

]

, (3.1)

onde
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Figura 14 Ű Representação esquemática do Modelo PB para a dinâmica não-linear do DNA.

pn = m
dyn

dt
, (3.2)

tal que m é a massa reduzida das bases (os pares de bases são considerados iguais), V (y)

é o potencial que descreve a interação entre as duas bases em um par e W (yn, yn−1) é o

potencial que descreve a interação entre as bases adjacentes ao longo da molécula de DNA.

Tendo em vista que o potencial Morse é uma expressão padrão para ligações

químicas e possui a forma qualitativa apropriada, ele pode ser utilizado para V (y). Sua

expressão matemática é dada por:

V (y) = D(e−ay − 1)2, (3.3)

onde D é a energia de dissociação do par e a um parâmetro homogêneo com dimensão

inversa a do comprimento que deĄne a escala espacial do potencial. O potencial V (y) em

função do alongamento y é representado graĄcamente na Figura 15.

O potencial de Morse é uma escolha adequada, pois:

• Inclui uma parte repulsiva forte para y < 0, correspondente ao obstáculo estérico

mencionado anteriormente;

• Possui um mínimo na posição de equilíbrio y = 0;

• Torna-se plano para y grande, com isso, a força entre as bases tende a zero, como

esperado quando as bases estão muito distantes; isso caracteriza uma dissociação

completa do par de bases, o que não ocorreria caso um potencial harmônico simples

fosse escolhido.
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Figura 15 Ű Potencial de Morse.

A princípio, é possível utilizar uma expressão simples para W (yn, yn−1), dada por:

W (yn, yn−1) =
1

2R
(yn − yn−1)

2, (3.4)

onde R é uma constante positiva e adimensional, que se refere à intensidade do acoplamento

das duas bases consecutivas. Essa constante faz o papel de uma discretização efetiva,

a =
√
R, de modo que R >> 1 é o limite contínuo.
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4 MÉTODO DAS COORDENADAS COLETIVAS APLICADO AO DNA

4.1 Introdução

A formação do estado aberto da molécula de DNA, que ocorre durante o processo

de transcrição, por exemplo, sugere a existência de soluções solitônicas.

O primeiro exemplo relatado na literatura cientíĄca do que veio a ser chamado

de sóliton foi descrito, em 1834, pelo engenheiro naval escocês John Scott Russel. Ele

relatou que estava cavalgando ao longo de um canal e que ao observar um barco que

estava sendo puxado por dois cavalos, reparou que a água que se acumulava em sua frente

continuou adiante depois que o barco parou e manteve uma velocidade razoável e um

formato arredondado sem sofrer deformação perceptível por um tempo considerável e

por uma longa distância. Com o intuito de estudar o fenômeno observado, Russel tentou

reproduzi-lo em menor escala utilizando um tanque profundo. A Figura 16 apresenta um

de seus diagramas originais obtido durante seus estudos.

Figura 16 Ű Diagrama original de Russel ao estudar o fenômeno dos sólitons [22].

Embora não exista uma deĄnição consensual, é possível deĄnir um sóliton como

uma onda solitária que se propaga sem deformação, com velocidade constante e sem

dissipação de energia. As equações utilizadas para descrever os sólitons são soluções
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localizadas que podem ser utilizadas como solução para uma grande classe de equações

diferenciais não-lineares.

Sempre que se quantizam soluções estáticas de uma teoria invariante por translação,

surgem modos de frequência zero[18,20]. Esses modos tornam-se um problema para a

obtenção de uma Hamiltoniana quântica geral. O Método das Coordenadas Coletivas[11−16]

permite tratar corretamente esses modos de frequência zero e deduzir uma Hamiltoniana

quântica geral para o sistema.

Neste capítulo, parte-se do Modelo de Peyrard-Bishop (PB) para se encontrar uma

nova Hamiltoniana Quântica Geral.

4.2 Método das Coordenadas Coletivas

Na quantização por coordenadas coletivas, expande-se yn (alongamento do enésimo

par de bases) como

yn = y0(n− x̂0) +
∞
∑

α ̸=0

Qαψα(n− x̂0). (4.1)

Essa expansão equivale a uma mudança de base no espaço funcional das coorde-

nadas "cartesianas"¶yn♢ para as coordenadas "curvilíneas"¶x̂0, Qα ̸=0♢, onde a variável x̂0

corresponde ao centro de massa do sóliton. Os autovetores são normalizados como

∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)ψβ(n− x̂0) = δαβ. (4.2)

Como consequência da invariância translacional, existe um modo com autovalor

zero dado por [16]

ψ0(n− x̂0) =
1√
M

∂y0
n

∂x̂0

, (4.3)

onde M é a massa do sóliton, a qual é identiĄcada como a energia de um sóliton estático.

A Ćutuação ao longo da direção funcional correspondente ao modo de frequência

zero representa uma translação inĄnitesimal do sóliton que não requer energia. Como esse

modo não possui força restauradora, é permitida energicamente qualquer Ćutuação de

amplitude arbitrariamente grande ao longo dessa direção e, portanto, as Ćutuações nessa

direção devem ser tratadas sem perturbações. A variável x̂0 é elevada ao status de variável

da Mecânica Quântica e as Ćutuações são ortogonais ao modo zero. Esse tratamento é a

base do Método das Coordenadas Coletivas[11−16].
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O próximo passo é expressar a Hamiltoniana em termos das novas variáveis x̂0 e

Qα. Para isso, escrevem-se, primeiramente, as energias cinética e potencial do sistema em

termos dessas novas variáveis.

4.2.1 Energia Cinética

A energia cinética T na representação de Schrödinger pode ser expressa por meio

de uma derivada funcional, dada pela expressäo

T = −1

2

∑

n

δ

δyn

δ

δyn

, (4.4)

onde a derivada funcional pode ser escrita em termos das novas coordenadas, usando a

regra da cadeia

δ

δyn

=
δx̂0

δyn

δ

δx̂0

+
∞
∑

β ̸=0

δQβ

δyn

δ

δQβ

. (4.5)

Tomando a variação funcional do campo yn, dado pela equação (4.1), tem-se que

δyn =
δyn

δx̂0

δx̂0 +
∞
∑

β ̸=0

δyn

δQβ

δQβ

=





∂y0(n− x̂0)

∂x̂0

+
∞
∑

β ̸=0

Qβ
∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0



 δx̂0 +
∞
∑

β ̸=0

ψβ(n− x̂0)δQβ. (4.6)

Projetando os dois lados da equação (4.6) em ψ∗
0(n− x̂0) e ψ∗

α(n− x̂0) com α ≠ 0,

usando a equação (4.3) e a condição de ortonormalização (4.2), obtém-se (vide Apêndice

B para detalhes do desenvolvimento)

δx̂0

δyn

=
1√

M
[

1 +
√
M
∑

β ̸=0 SβQβ

]ψ∗
0(n− x̂0), (4.7)

δQα

δyn

= ψ∗
α(n− x̂0) − 1√

M

∑

β ̸=0 GαβQβ
[

1 +
√
M
∑

µ ̸=0 SµQµ

]ψ∗
0(n− x̂0), (4.8)

onde os elementos de matriz Gαβ são deĄnidos como

Gαβ =
∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

, (4.9)

Sβ =
∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

≡ G0β, (4.10)

tal que Sβ é uma classe especial de elementos matriciais de Gαβ.
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Substituindo as equações (4.7) e (4.8) em (4.5) e, posteriormente, em (4.4), a

energia cinética T Ąca expressa em termos de x̂0 e Qβ como

T =
1

2

∑

n







ψ∗
0(n− x̂0)√

D





δ

δx̂0

−
∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





δ

δQβ



+
∑

β ̸=o

ψ∗
β(n− x̂0)

δ

δQβ







×

×






ψ∗
0(n− x̂0)√

D





δ

δx̂0

−
∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQν





δ

δQγ



+
∑

γ ̸=o

ψ∗
γ(n− x̂0)

δ

δQγ







, (4.11)

onde
√
D é o Jacobiano associado à mudança de coordenadas. Ele é dado por

√
D ≡





√
M +

∑

µ ̸=0

QµSµ



 . (4.12)

Utilizando a equação (4.12), a equação (4.11) pode ser expressa da seguinte maneira

(vide Apêndice C para detalhes do desenvolvimento)

T = −1

2







1

D

δ

δx̂0

δ

δx̂0

− 1√
D

δ

δx̂0

∑

β,ν ̸=0



GβνQν√
D

δ

δQβ

+
δ

δQβ

GβνQν√
D

]

+

+
1√
D

∑

γ,β,µ,ν ̸=0

δ

δQβ



δ−γ,β

√
D +

GβνQν√
D

GγνQν

]

δ

δQγ







. (4.13)

Obtém-se, assim, uma expressão para a energia cinética dada em termos das

variáveis x̂0 e Qα.

4.2.2 Energia Potencial

A energia potencial U total é dada por:

U(yn) =
∑

n

[

1

2R
(yn − yn−1)

2 + V (yn)
]

. (4.14)

Utilizando a expressão dada por (4.1), veriĄca-se que a energia potencial total pode

ser escrita em termos das novas coordenadas através da expansão de V (yn) em torno yn

(vide Apêndice D para detalhes do desenvolvimento):

U(yn) =
∑

n

[

1

2R

(

∆1y
0
)2

+ V (y0)
]

+

+
∑

n

1

2R



∆1

∞
∑

α ̸=0

Qαψα(n− x̂0)



+

+
∑

n

1

2!R

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0





∞
∑

α ̸=0

Qαψα(n− x̂0)





2

+ ..., (4.15)



28

onde ∆1yn = yn − yn−1 denota a derivada primeira.

Após cálculos diretos (vide Apêndice E), obtém-se

U = U [y0] +
1

2

∞
∑

α,β ̸=o

Q∗
αQβ







∑

n

ψ∗
α



− 1

R
∆2 +

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0



ψβ + ...







, (4.16)

onde ∆2yn = yn+1 + yn−1 − 2yn denota a derivada segunda.

O termo entre colchetes é um operador diferencial de segunda ordem que possui

autovalores ωβ e autovetores ψβ(n− x̂0) dados por



− 1

R
∆2 +

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n



ψβ(n− x̂0) = ω2
βψβ(n− x̂0), (4.17)

em que os autovetores ψβ(n− x̂0) são normalizados da maneira apresentada na equação

(4.2).

Assim, é possível escrever a energia potencial total U da seguinte forma (vide

Apêndice F):

U [y] = M +
1

2

∞
∑

α,β ̸=0

Q∗
αQβω

2
βδαβ + O(Q3). (4.18)

Pode-se escrever a equação (4.18) da seguinte forma:

U [y] = M +
1

2

∞
∑

β ̸=0

Q−βQβω
2
β + O(Q3), (4.19)

sendo que Q−β = Q∗
β.

4.2.3 Hamiltoniana Quântica Geral

O sistema pode ser quantizado promovendo à categoria de operadores as coordena-

das e seus respectivos momentos conjugados, e impondo as relações de comutação canônica

a seguir:

[πk, Q
′
k] = −iδk,−k′ , (4.20)

[πk, π
′
k] = [Qk, Qk′ ] = 0. (4.21)

Os momentos conjugados a x̂0 e Qn podem ser identiĄcados, respectivamente, como

π0 ≡ P = −i δ
δx̂0

, (4.22)

πk = − δ

δQ−k

, k ̸= 0. (4.23)
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A Hamiltoniana pode ser escrita como

H =
1

2m

P 2

D
+

P√
D

∑

β,ν ̸=0

(

GβνQν√
D

π−β + π−β
GβνQν√

D



+

+
1

2m

1√
D

∑

γ,β,µ,ν ̸=0

π−β

(

δ−γ,β

√
D +

GβµQµ√
D

GγνQν



π−γ +

+ M +
∞
∑

α ̸=0

ω2
α

2
QαQ

−α + O(Q3), (4.24)

onde os Qα são, agora, operadores.

Reescrevendo a equação (4.24), tem-se que

H =
1

2m





P 2

D
+ 2

P

D

∑

β,ν ̸=0

GβνQνπ−β +
∑

β ̸=0

π−βπβ



+

+
1

2m

1

D

∑

γ,β,µ,ν ̸=0

(π−βGβµQµ)(π−γGγνQν) +M

+
∞
∑

α ̸=0

ω2
α

2
QαQ−α + O(Q3). (4.25)

Fazendo a troca de índices: (−β,−γ) → m e (µ, ν → n), chega-se

H =
1

2m

1

D





P 2 + 2P
∑

m,n̸=0

G−mnQnπm +





∑

m,n̸=0

G−mnQnπm





2




+

+
1

2m

∑

m̸=0

πmπ−m +M +
∞
∑

α ̸=0

ω2
α

2
QαQ−α + O(Q3) (4.26)

que pode ser reescrita como:

H = M +
1

2D



P +
∑

m,n̸=0

BmnQnπm





2

+
1

2

∑

m̸=0

(

πmπ−m + ω2
mQmQ−m

)

+ O(Q3), (4.27)

onde Bmn = −Gmn e 1
2m

≡ 1
2
.

Tomando o limite em que 1
D

≈ 1
M

, tem-se que:

H = M +
1

2M



P +
∑

m,n̸=0

BmnQnπm





2

+
1

2

∑

m̸=0

(

πmπ−m + ω2
mQmQ−m

)

+ O(Q3). (4.28)
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Além disso, no limite de acoplamento fraco, os termos de ordem superior do

potencial O(Q3) podem ser negligenciados.

Toda vez que um sistema possuir invariância translacional e admitir soluções

localizadas, sua dinâmica será descrita por uma Hamiltoniana do formato de (4.28).

Pode-se notar que a expressão para a Hamiltoniana do sistema contém agora um

termo do tipo partícula livre associado ao movimento do centro do sóliton, acoplado com

as Ćutuações em torno da solução solitônica o que leva a um movimento dissipativo. O

segundo termo corresponde a um conjunto de osciladores desacoplados.

O termo ao quadrado na equação (4.28) assemelha-se a expressão para uma partícula

livre carregada em um campo eletromagnético, onde esse campo desempenha papel análogo

ao do banho onde o DNA encontra-se inserido.
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5 CONCLUSÃO

Esta dissertação foi dividida da seguinte forma: primeiramente, apresentou-se a

estrutura da molécula de DNA e suas características; depois, apresentaram-se modelos

matemáticos já existentes que descrevem a dinâmica dessa molécula; e, por Ąm, chegou-se

ao objetivo principal deste trabalho, que é obter uma Hamiltoniana quântica geral através

do método das coordenadas coletivas.

O capítulo inicial partiu de uma breve retrospectiva histórica sobre o DNA. Ainda

no capítulo inicial, apresentou-se a estrutura da molécula de DNA, suas principais ca-

racterísticas e dois processos nos quais a molécula de DNA sofre grandes alterações

conformacionais: a transcrição e a desnaturação.

No capítulo seguinte, apresentaram-se os modelos matemáticos de Ising e de

Peyrard-Bishop para o DNA.

No último capítulo, chegou-se ao objetivo principal deste trabalho: com base no

modelo de Peyrard-Bishop para a molécula de DNA, aplicou-se o método de coordenadas

coletivas para reescrever a Hamiltoniana do sistema como uma Hamiltoniana conhecida,

que é a Hamiltoniana de uma partícula livre, associada ao movimento do centro do sóliton,

imersa em um banho térmico.

Viu-se que a complexidade da estrutura e organização da molécula de DNA leva

a efeitos não-lineares que podem conduzir à presença de excitações do tipo sóliton. Por

consequência da invariância translacional, surgem os modos de frequência zero.

Utilizou-se o Método das Coordenadas Coletivas parar tratar corretamente esses

modos zero e obter a Hamiltoniana quântica geral.

A nova Hamiltoniana foi obtida partindo-se do Modelo de Peyrard-Bishop, cuja

Hamiltoniana é dada pela equação (3.1).

Primeiramente, expandiu-se a coordenada yn de acordo com equação (4.1), equiva-

lendo a uma mudança de base no espaço funcional das "coordenadas cartesianas" para as

"coordenadas curvilíneas" ¶x̂0, Qα ̸=0♢. Obteve-se, então, as energias cinética e potencial do

sistema em função dessas novas coordenadas, dadas, respectivamente, pelas equações (4.13)

e (4.19). Com essas informações foi possível escrever a Hamiltoniana dada por (4.28) em

função dos momentos conjugados a x̂0 e Qα, dados, respectivamente, por (4.22) e (4.23).

A expressão (4.28) continha um termo do tipo partícula livre associado ao mo-

vimento do centro do sóliton e um termo correspondente a um conjunto de osciladores

desacoplados.

Toda vez que um sistema possuir invariância translacional e admitir soluções

localizadas, sua dinâmica será descrita por uma Hamiltoniana do formato de (4.28).
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5.1 Perspectivas Futuras

É possível aplicar o método de integrais de trajetória para o sistema fora do

equilíbrio termodinâmico, o que permite discutir quais os efeitos da interação do DNA

com um banho térmico, o que descreve a ação do solvente sobre o DNA.

Pode-se estudar também as propriedades termodinâmicas da molécula, como calor

especíĄco e entropia, durante o processo de desnaturação.
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APÊNDICE A Ű Estrutura do RNA

Assim como o DNA, o RNA (ácido ribonucleico) é constituído de unidades mono-

méricas chamadas nucleotídeos. Porém, é formado por um único polímero (uma única

Ąta), conforme esquematizado na Figura 17.

Figura 17 Ű Representação esquemática da estrutura planiĄcada do RNA e de um nucleotídeo.

Outra diferença existente entre a estrutura do RNA e do DNA é que a pentose que

constitui cada nucleotídeo do RNA é a ribose e não a desoxirribose. Além disso, as bases

nitrogenadas do RNA são a adenina, guanina, citosina e uracila. A uracila substitui a

timina e sua fórmula estrutural está representada na Figura 18.

Figura 18 Ű Representação química da estrutura da base nitrogenada uracila.
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O RNA desempenha um papel crucial na expressão genética por atuar como o

intermediário entre a informação genética codiĄcada no DNA e as proteínas. Há três tipos

de RNA: o RNA mensageiro (mRNA), o RNA ribossômico (rRNA) e o RNA transportador

(tRNA).

O RNA mensageiro representa apenas 5% do RNA total da célula. É o mais

heterogêneo dos três tipos de RNA em termos de tamanho e sequência de base. Ele carrega

o código genético complementar copiado do DNA durante a transcrição.

O RNA ribossômico é encontrado nos ribossomos e responde por 80% do RNA

total presente na célula. Os rRNAs combinam-se com proteínas e enzimas no citoplasma

para formar os ribossomos, que atuam como o local da síntese proteica. Essas estruturas

complexas viajam ao longo da molécula de mRNA durante a tradução e facilitam a

montagem de aminoácidos para formar uma cadeia polipeptídica. Eles interagem com

tRNAs e outras moléculas.

O RNA transportador é o menor dos três tipos de RNA, possuindo por volta de 75

a 95 nucleotídeos. Sua principal função é o transporte dos aminoácidos durante a síntese

proteica. Cada aminoácido tem um tRNA especíĄco que se liga a ele e o transporta para

a cadeia polipeptídica em crescimento. Os tRNAs também atuam como adaptadores na

tradução da sequência genética do mRNA em proteínas.
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APÊNDICE B Ű Obtenção das Equações (4.6) e (4.7)

Multiplicando ambos os lados da equação (4.6) por ψ∗
α(n− x̂0), obtém-se:

δynψ
∗
α(n− x̂0) =



ψ∗
α(n− x̂0)

∂y(0)(n− x̂0)

∂x̂0

+
∞
∑

β ̸=0

ψ∗
α(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

Qβ



 δx̂0 +

+
∞
∑

β ̸=0

ψ∗
α(n− x̂0)ψβ(n− x̂0)δQβ, (B.1)

sendo

∂y(0)(n− x̂0)

∂x̂0

= ψ0(n− x̂0)
√
M. (B.2)

Somando em n, tem-se que:

∑

n

δynψ
∗
α(n− x̂0) =





∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)ψ0(n− x̂0)

√
M +

∑

n

∞
∑

β ̸=0

ψ∗
α(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

Qβ



 δx̂0

+
∞
∑

β ̸=0

δαβδQβ (B.3)

A equação (B.3) pode ser escrita como:

∑

n

δynψ
∗
α(n− x̂0) =

∞
∑

β ̸=0

QβGαβδx̂0 + δQα, (B.4)

onde

Gαβ =
∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

. (B.5)

Agora, multiplicando a equação (4.6) por ψ∗
0(n− x̂0), obtém-se

δynψ
∗
0(n− x̂0) =



ψ∗
0(n− x̂0)

∂y(0)(n− x̂0)

∂x̂0

+
∑

n

∞
∑

β ̸=0

ψ∗
0(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

Qβ



 δx̂0

+
∞
∑

β ̸=0

ψ∗
0(n− x̂0)ψβ(n− x̂0)δQβ. (B.6)

Usando a equação (B.2), tem-se que:
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∑

n

δynψ
∗
0(n− x̂0) =





∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ0(n− x̂0)

√
M +

∑

n

∞
∑

β ̸=0

ψ∗
0(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

Qβ



 δx̂0

+
∞
∑

β ̸=0

δ0βδQβ, (B.7)

sendo

∑

n

δynψ
∗
0(n− x̂0) =





√
M +

∞
∑

β ̸=0

SβQβ



 δx̂0 (B.8)

onde a equação (B.8) pode ser reescrita da seguinte forma:

∑

n

δynψ
∗
0(n− x̂0) =

√
M



1 +M−1/2
∞
∑

β ̸=0

SβQβ



 δx̂0. (B.9)

Da equação (B.9), tem-se que:

δx̂0 =
∑

n

1√
M [1 +M−1/2

∑

β ̸=0 SβQβ]
δynψ

∗
0(n− x̂0), (B.10)

onde

Sβ =
∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

∂ψβ(n− x̂0)

∂x̂0

≡ G0β. (B.11)

Substituindo a equação (B.10) em (B.4), obtém-se:

δQα =
∑

n

δynψ
∗
α(n− x̂0) −

∑

β ̸=0

GαβQβ

√
M

[1 +M−1/2
∑

µ ̸=0 SµQµ]

∑

n

δynψ
∗
0(n− x̂0) (B.12)

ou ainda, pode-se escrever a equação (B.12) da seguinte forma:

δQα =
∑

n







ψ∗
α(n− x̂0) − ψ∗

0(n− x̂0)
√
M



1 +M−1/2
∑

µ ̸=0

SµQµ











δyn. (B.13)

Assim, obtém-se as equações (4.7) e (4.8).
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APÊNDICE C Ű Obtenção da equação (4.13)

Para simpliĄcar a expressão (4.11), necessita-se das seguintes relações:

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

δψ∗
0(n− x̂0)

δx̂0

= 0, (C.1)

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

δψ∗
γ(n− x̂0)

δx̂0

= S−γ, (C.2)
∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
γ(n− x̂0) = δ0,−γ, (C.3)

δ

δx̂0

Gγµ =
δ

δx̂0

Sµ = 0, (C.4)

δ

δQβ

1√
D

= −Sβ

D
, (C.5)

GβνQν
δ

δQβ

= Gβν
δ

δQβ

Qν , (C.6)

tal que
∑

β Gββ = 0 e ψ∗
k = ψ∗

k.

A equação (4.11) pode ser reescrita como

T = − 1

2m

∑

n





ψ∗
0(n− x̂0)√

D
[β, ν]

ψ∗
0(n− x̂0)√

D
[γ, µ] +

∑

γ ̸=0

ψ∗
0(n− x̂0)√

D
[β, ν]ψ∗

γ(n− x̂0)
δ

δQγ

+

+
∑

β ̸=0

ψ∗
β(n− x̂0)

δ

δQβ

ψ∗
0(n− x̂0)√

D
[γ, µ] +

∑

β ̸=0

∑

γ ̸=0

ψ∗
β(n− x̂0)

δ

δQβ

ψ∗
γ(n− x̂0)

δ

δQγ



 ,(C.7)

onde cada um dos quatro termos da expressão anterior serão trabalhados a seguir. Eles

serão denotados, respectivamente, por (I), (II), (III) e (IV ). Trabalhando com (I):

(I) =
∑

n

ψ∗
0√
D





δ

δx̂0

−
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)
δ

δQβ



× ψ∗
0√
D





δ

δx̂0

−
∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQµ)
δ

δQγ





=
∑

n

{

ψ∗
0√
D



1√
D

δψ∗
0

δx̂0

δ

δx̂0

+ ψ∗
0

δ

δx̂0

1√
D

δ

δx̂0

+
ψ∗

0√
D

δ

δx̂0

δ

δx̂0

+

− 1√
D

ψ∗
0

δx̂0

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQν
)
δ

δQγ

− ψ∗
0

δ

δx̂0

1√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQµ)
δ

δQγ

+

− ψ∗
0√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

δ

x̂0

GγµQµ)
δ

δQγ

− ψ∗
0√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQµ)
δ

δx̂0

δ

δQγ

+

−
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)ψ∗
0

δ

δQβ

1√
D

δ

δx̂0

−
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)
ψ∗

0√
D

δ

δQβ

δ

x̂0

+
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+
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)ψ∗
0

δ

δQβ

1√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQµ)
δ

δQγ

+

+
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)
ψ∗

0√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

Gγµδβµ) +

+
∑

β ̸=0

(
∑

ν ̸=0

GβνQν)
ψ∗

0√
D

∑

γ ̸=0

(
∑

µ ̸=0

GγµQµ)
δ

δQβ

δ

δQγ











. (C.8)

A equação (C.8) pode ser reescrita como:

(I) =
1

D

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

δ

δx̂0

δ

δx̂0

− 1

D

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ





δ

δx̂0

δ

δQγ

+

+
1

D
3

2

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν



Sβ
δ

δx̂0

− 1

D

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





δ

δQβ

δ

δx̂0

+

− 1

D
3

2

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ



Sβ
δ

δQγ

+
1

D

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0

(Gγβ)
δ

δQγ

+

+
1

D

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
0(n− x̂0)

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ





δ

δQβ

δ

δQγ

.(C.9)

Como

∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)ψ

∗
γ(n− x̂0) = δαγ, (C.10)

tem-se que

(I) =
1

D

δ

δx̂0

δ

δx̂0

− 1

D

∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ





δ

δx̂0

δ

δQγ

+

+
1

D
3

2

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν



Sβ
δ

δx̂0

− 1

D

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





δ

δQβ

δ

δx̂0

+

− 1

D
3

2

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ



Sβ
δ

δQγ

+
1

D

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0

(Gγβ)
δ

δQγ

+

+
1

D

∑

β ̸=0





∑

ν ̸=0

GβνQν





∑

γ ̸=0





∑

µ ̸=0

GγµQµ





δ

δQβ

δ

δQγ
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=
1√
D





δ

δx̂0

−
∑

γ,µ ̸=0

GγµQµ
δ

δQγ



×




δ

δx̂0

−
∑

β,ν ̸=0

GβνQν
δ

δQβ



 . (C.11)

Trabalhando com (II) agora:

(II) =
∑

n

∑

γ ̸=0

ψ∗
0√
D





δ

δx̂0

−
∑

β,ν ̸=0

GβνQν
δ

δQβ



ψ∗
γ

δ

δQγ

=
∑

n





∑

γ ̸=0

ψ∗
0√
D

δ

δx̂0

ψ∗
γ

δ

δQγ

−
∑

γ,β,ν ̸=0

ψ∗
0√
D
ψ∗

γGβνQν
δ

δQβ

δ

δQγ





=
∑

γ ̸=0

1√
D



∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

δψ∗
γ(n− x̂0)

δx̂0

]

δ

δQγ

+

−
∑

γ,β,ν ̸=0

1√
D



∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
γ(n− x̂0)

]

GβνQν
δ

δQβ

δ

δQγ

. (C.12)

No entanto, tem-se que

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)

δψ∗
γ(n− x̂0)

δx̂0

= S−γ, (C.13)

∑

n

ψ∗
0(n− x̂0)ψ

∗
γ(n− x̂0) = δ0,−γ. (C.14)

Lembrando que ψ∗
k = ψ−k. Chega-se a:

(II) =
1√
D

∑

γ ̸=0

S−γ
δ

δQγ

, (C.15)

já que γ ̸= 0.

Trabalhando com (III) agora:

(III) =
∑

n

∑

β ̸=0

ψ∗
β

δ

δQβ





ψ∗
0√
D





δ

δx̂0

−
∑

γ,µ ̸=0

GγµQµ
δ

δQγ









=
∑

n

∑

β ̸=0

ψ∗
βψ

∗
0

δ

δQβ





1√
D





δ

δx̂0

−
∑

γ,µ ̸=0

GγµQµ
δ

δQγ









= 0. (C.16)

Trabalhando com (IV ) agora:

(IV ) =
∑

n

∑

β,γ ̸=0

ψ∗
β(n− x̂0)ψ

∗
γ(n− x̂0)

δ

δQβ

δ

δQγ
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=
∑

β,γ ̸=0



∑

n

ψ∗
β(n− x̂0)ψ−γ(n− x̂0)

]

δ

δQβ

δ

δQγ

=
∑

β,γ ̸=0

δβ,−γ
δ

δQβ

δ

δQγ

=
∑

γ ̸=0

δ

δQ−γ

δ

δQγ

. (C.17)

Finalmente, a partir das equações (C.10), (C.14) e (C.16), pode-se escrever (4.4)

como

T =
−1

2m





1√
D





δ

δx̂0

−
∑

γµ ̸=0

GγµQµ
δ

δQγ



× 1√
D





δ

δx̂0

−
∑

βν ̸=0

GβνQν
δ

δQβ









+
∑

γ ̸=0

(

S−γ√
D

δ

δQγ

+
δ

δQγ

δ

δQ−γ



. (C.18)

A equação (C.18) pode ser reescrita como:

T =
−1

2m





1

D

δ

δx̂0

δ

δx̂0

− 1√
D

δ

δx̂0

∑

β,ν ̸=0

GβνQν√
D

δ

δQβ

−
∑

γ,µ ̸=0

1√
D
GγµQµ

δ

δQγ

(

1√
D

δ

δx0



+
1√
D

∑

γ,µ ̸=0

GγµQµ
δ

δQγ

1√
D

∑

β,ν ̸=0

GβνQν
δ

δQβ



+
∑

γ ̸=0

(

S−γ√
D

δ

δQγ

+
δ

δQγ

δ

δQ−γ



(C.19)

uma vez que

S−γ√
D

δ

δQγ

+
δ

δQγ

δ

δQ−γ

=
1√
D

δ

δQ−γ

(√
D

δ

δQγ



(C.20)

e

GβνQν
δ

δQβ

= Gβν
δQν

δQβ

, (C.21)

desde que
∑

β Gββ = 0. Assim, obtém-se a equação (4.13).
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APÊNDICE D Ű Obtenção da Equação (4.15)

A energia total do sistema é dada por

E(y0
n) =

∑

n

[

1

2R
(∆1yn)2 + V (yn)

]

, (D.1)

onde

∆1yn = yn − yn−1 (D.2)

denota a derivada primeira.

A equação de movimento estática é expressa por:

1

R
(y0

n+1 + y0
n−1 − 2y0

n) − ∂V (y0
n)

∂yn

= 0, (D.3)

e a equação (D.3) pode ser reescrita como:

1

R
∆2y

0
n − ∂V (y0

n)

∂yn

= 0, (D.4)

onde

∆2y
0
n ≡ y0

n+1 + y0
n−1 − 2y0

n (D.5)

denota a derivada segunda.

Da equação (4.1), tem-se que:

yn = y0(n− x̂0) +
∞
∑

α ̸=0

Qαψα(n− x̂0) (D.6)

ou ainda, pode-se escrever a equação (D.6) como:

yn = y0
n + λα

n, (D.7)

sendo

λα
n =

∞
∑

α ̸=0

Qαψα(n− x̂0). (D.8)

Substituindo a equação (D.8) em (4.14), obtém-se que:
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U =
∑

n

[

1

2R
(∆1y

0
n + ∆1λ

α
n)2 + V [y0

n + λα
n]
]

=
∑

n

[

1

2R
(∆1y

0
n)2 +

1

R
(∆1y

0
n)(∆1λ

α
n) +

1

2R
(∆1λ

α
n)2+

+ V [y0
n] +

dV

dyn

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n

λα
n +

1

2!

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n

(λα
n)2 + ...



 , (D.9)

em que V [yn] foi expandido em torno de y0
n.

Tem-se que

(∆1yn)(∆1λ
α
n) = (yn − yn−1)(λ

α
n − λα

n−1)

= (yn − yn−1)λ
α
n − (yn − yn−1)λ

α
n−1)

= (yn − yn−1)λ
α
n − (yn′+1 − yn′)λα

n′)

= (yn − yn−1)λ
α
n − (yn+1 − yn)λα

n)

= (−yn+1 − yn−1 + 2yn)λα
n

= −(yn+1 + yn−1 − 2yn)λα
n

= −(∆2yn)λα
n (D.10)

Assim, veriĄca-se a partir das equações (D.4) e (D.10) que o segundo e o quinto

termo da equação (D.9) anulam-se. Logo,

U =
∑

n

[

1

2R
(∆1y

0
n)2 + V [y0

n]
]

+
∑

n





1

2R
(∆1λ

α
n)2 +

1

2!

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n

(λα
n)2 + ...





= U [y0
n] +

∑

n





1

2R
(∆1λ

α
n)2 +

1

2!

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n

(λα
n)2 + ...



 . (D.11)

Então, obtém-se a equação (4.15).
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APÊNDICE E Ű Obtenção da Equação (4.16)

Tem-se que

(∆1λ
α
n)2 = (∆1λ

α
n)(∆1λ

α
n)

= (λα
n − λα

n−1)(λ
α
n − λα

n−1)

= (λα
n − λα

n−1)λ
α
n − (λα

n − λα
n−1)λ

α
n−1

= (λα
n − λα

n−1)λ
α
n − (λα

n′+1 − λα
n′)λα

n′

= (λα
n − λα

n−1)λ
α
n − (λα

n+1 − λα
n)λα

n

= (−λα
n+1 − λα

n−1 + 2λα
n)λα

n

= −(λα
n+1 + λα

n−1 − 2λα
n)λα

n

= −(∆2λ
α
n)λα

n. (E.1)

Utilizando a equação (E.1) em (D.11), obtém-se:

U = U [y0
n] +

1

2

∑

n



λ∗α
n



− 1

R
∆2 +

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n



λn + ...



 . (E.2)

Aplicando-se a equação (D.8) em (E.2), chega-se a equação (4.16).
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APÊNDICE F Ű Obtenção da Equação (4.18)

Multiplicando a equação (D.4) por ∆1y
0
n, obtém-se:

− 1

R
(∆1y

0
n)(∆1y

0
n) +

∂V (y0
n)

∂yn

∆1y
0
n = 0 (F.1)

− 1

2R
∆1(∆1y

0
n)2 +

∂V (y0
n)

∂yn

∆1y
0
n = 0 (F.2)

− 1

2R
(∆1y

0
n)2 + V (y0

n) = cte = 0 (F.3)

isto é,

1

2R
(∆1y

0
n)2 = V (y0

n). (F.4)

Assim, da equação (D.1), tem-se que:

E[y0
n] =

∑

n

[

1

2R
(∆1y

0
n)2 + V [y0

n]
]

=
∑

n

[

V [y0
n] + V [y0

n]
] 1

R
, (F.5)

ou seja,

M ≡ E[y0
n] =

∑

n

[

1

2R
(∆1y

0
n)2 + V [y0

n]
]

=
2

R

∑

n

V [y0
n], (F.6)

em que M é a massa do sóliton.

Pode-se reescrever a equação (D.15) como

U = M +
1

2

∞
∑

α,β ̸=0

Q∗
αQβ





∑

n

ψ∗
α



− 1

R
∆2 +

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n



ψβ + ...



 . (F.7)

O termo entre parênteses na equação (D.22) é um operador diferencial de segunda

ordem, que tem autovalores ωβ e autovetores ψβ(n− x̂0), dados por



− 1

R
∆2 +

d2V

dy2
n

∣

∣

∣

∣

∣

y0
n



ψβ(n− x̂0) = ω2
βψβ(n− x̂0). (F.8)

Logo,

U = M +
1

2

∞
∑

α,β ̸=0

Q∗
αQβ



∑

n

ψ∗
αωβψβ

]

+ ..., (F.9)
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Entretanto, sabe-se que:

∑

n

ψ∗
α(n− x̂0)ψβ(n− x̂0) = δαβ. (F.10)

Logo, descobre-se que a energia potencial total pode ser escrita pela equação (4.18).
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