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RESUMO

Neste trabalho, serão estudados sistemas Hamiltonianos em órbitas (co)adjuntas de gru-

pos de Lie. Em particular, estaremos interessados em analisar questões envolvendo in-

tegrabilidade, uma vez que, nesse caso, é possível encontrar soluções analíticas exatas

para as equações de movimento. Consideraremos apenas funções Hamiltonianas de um

tipo específico, a saber, definidas através de uma aplicação momento. Um dos objetivos

consiste em investigar uma construção concreta de sistemas Hamiltonianos integráveis

em órbitas (co)adjuntas por meio do formalismo de Lax. A metodologia utilizada é ba-

seada numa aplicação do truque de Thimm. Para isso, deveremos enxergar as órbitas

(co)adjuntas de grupos de Lie compactos como variedades simpléticas e determinar uma

aplicação momento associada à restrição da ação (co)adjunta a essas órbitas. A condição

de equivariância da aplicação momento será essencial para a construção de funções em

involução para o sistema.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos Integráveis. Órbitas Coadjuntas. Formalismo de

Lax.



ABSTRACT

In this work, we will study Hamiltonian systems on (co)adjoint orbits of Lie groups. In

particular, our focus lies in examining issues concerning integrability, as it allows for exact

analytical solutions to the equations of motion. We will only consider Hamiltonian func-

tions of a specific type, namely, defined through a momentum map. One of the objectives

is to investigate a concrete construction of integrable Hamiltonian systems on (co)adjoint

orbits using Lax formalism. The methodology employed is based on the application of

the Thimm trick. To this end, we should see (co)adjoint orbits of compact Lie groups as

symplectic manifolds and determine a momentum map associated with the restriction of

the (co)adjoint action to these orbits. The equivariance condition of the momentum map

will be essential for constructing involutive functions for the system.

Key-words: Integrable Hamiltonian Systems. Coadjoint Orbits. Lax Formalism.
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1 Introdução

O estudo dos sistemas Hamiltonianos vem sendo feito, nos últimos anos, tanto por

matemáticos quanto por físicos. Há um particular interesse em tais sistemas quando se

impõem condições de integrabilidade, uma vez que os problemas oriundos da Mecânica

Clássica descritos por sistemas Hamiltonianos integráveis foram tratados de maneira pro-

fícua. Com efeito, Liouville mostrou que as equações de Hamilton podem ser resolvidas

de forma explícita, por um método chamado de quadratura, se for conhecida uma quan-

tidade máxima de integrais primeiras algebricamente independentes em involução para

o sistema. Um sistema Hamiltoniano é dito (completamente) integrável quando admite

uma quantidade máxima de integrais primeiras algebricamente independentes em invo-

lução. Pode-se, ainda, fornecer uma motivação geométrica para essa definição através do

Teorema de Arnold-Jost, que afirma, resumidamente, que as curvas integrais de um sis-

tema Hamiltoniano, sob algumas hipóteses, são órbitas de um campo vetorial constante

em um toro.

Um problema que surge no contexto de sistemas Hamiltonianos é obter um método

de se construir um sistema completamente integrável. Alguns matemáticos ocuparam-se

dessa tarefa como, por exemplo, Anton Thimm [1] e Victor Guillemin & Shlomo Stern-

berg [2–4]. Nesses trabalhos, foi considerado um tipo especial de Hamiltoniano denomi-

nado Hamiltoniano coletivo1 que é definido por meio de um pullback por uma aplicação

momento, podendo essa última ser vista como uma generalização dos conceitos de mo-

mento linear e angular da Física.

O objetivo principal do presente trabalho reside em estudarmos construções de

sistemas Hamiltonianos integráveis em órbitas coadjuntas dos grupos de Lie compactos

U(n) e SO(n). Para esse fim, lançaremos mão do formalismo de Lax. No caso de sistemas

do tipo Gelfand-Tsetlin, é possível recuperar as quantidades conservadas do sistema como

invariantes espectrais de uma certa matriz de Lax. Iremos nos basear principalmente nas

referências [5, 6] bem como [1–4].

A seguir descreveremos como esta dissertação está estruturada. De modo geral,

independente do capítulo, tentou-se sempre fornecer mais de uma referência para cada

assunto tratado de forma superficial.

No Capítulo 2, será introduzida algumas noções da Geometria Simplética que de-

sempenham um papel importante neste trabalho. Para esse fim, começaremos com os

conceitos de variedades simpléticas, simpletomorfismos e subvariedades de variedades
1 Tradução livre de Collective Hamiltonian feita pelo autor.
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simpléticas. No restante do capítulo, abordaremos os campos Hamiltonianos e simpléti-

cos, algumas propriedades dos campos Hamiltonianos, ações simpléticas e Hamiltonia-

nas, parênteses de Poisson e noções de integrabilidade de sistemas Hamiltonianos.

No Capítulo 3, apresentaremos, no Teorema 3.1.1, como é feita a construção da

forma simplética KKS em órbitas coadjuntas de grupos de Lie. Teremos interesse em

grupos de Lie compactos e, nesse caso, poderemos identificar difeomorficamente órbi-

tas adjuntas e coadjuntas bem como transportar, através da Proposição 3.1.4, a estrutura

simplética para as órbitas adjuntas. Exibiremos algumas órbitas para elementos de u(n)

e so(3,C). Ainda, veremos como definir um parênteses de Poisson no dual da álgebra

de Lie g e que as funções de Casimir de g∗ são exatamente as funções Ad∗-invariantes

quando o grupo de Lie é compacto e conexo (Proposição 3.2.3). Encerraremos o capítulo

discutindo sobre a aplicação momento. Veremos que sempre existem aplicações momento

para ações Hamiltonianas e que no caso de órbitas coadjuntas uma aplicação momento é

dada pela inclusão. Discutiremos algumas condições topológicas para que a aplicação

momento seja equivariante, condição essa essencial para construirmos sistemas Hamilto-

nianos integráveis. Por fim, desenvolveremos alguns resultados sobre os Hamiltonianos

coletivos.

No Capítulo 4, discutiremos como os pares de Lax podem ser usados para cons-

truir sistemas Hamiltonianos integráveis. Na Proposição 4.1.6, descreveremos a dinâmica

associada a um Hamiltoniano coletivo através da equação de Lax. Em seguida, expli-

caremos, na Proposição 4.3.2, um método eficaz de se obter quantidades em involução,

conhecido na literatura por truque de Thimm, para sistemas definidos por Hamiltonianos

coletivos. Depois, no Teorema 4.4.4, veremos que se considerarmos a restrição da ação

a um subgrupo fechado e conexo, a dinâmica do novo sistema Hamiltoniano também é

descrita pela equação de Lax. Com isso, aplicaremos, no Teorema 4.4.7, os resultados an-

teriores para se construir sistemas Hamiltonianos integráveis do tipo Gelfand-Tsetlin nas

órbitas (co)adjuntas de ações de U(n) e SO(n).

No Apêndice A é feita uma discussão da álgebra linear simplética, ou seja, a versão

linear dos conceitos do Capítulo 2. É abordado os seguintes tópicos: bases simpléticas,

subespaços de um espaço simplético, simpletomorfismos e decomposição em subespaços

Lagrangianos.

No Apêndice B, apresentaremos os conceitos relacionados às variedades diferen-

ciáveis, uma vez que estas desempenham um papel importante ao longo do trabalho. Um

aspecto desse capítulo consiste em ter um caráter expositivo e foi pensado para servir

como consulta para as convenções que foram adotadas bem como para fixar a notação.
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No Apêndice C, faremos um breve apanhado de definições e resultados relacio-

nados às álgebras e os grupos de Lie. Abordaremos as propriedades gerais da aplicação

exponencial, representações de grupos de Lie, discutiremos as ações diferenciáveis e a

construção de campos induzidos.

No Apêndice D, iniciaremos expondo algumas noções de tensores e álgebra exte-

rior com o objetivo de se introduzir as formas diferenciais em variedades. Em seguida,

recordaremos alguns fatos básicos relacionados à cohomologia de De Rham e derivada de

Lie. Tais instrumentos serão utilizados ao longo da dissertação.
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2 Geometria Simplética

O presente capítulo é destinado a expor os conceitos da Geometria Simplética que

serão utilizados no decorrer do trabalho como, por exemplo, variedades simpléticas, cam-

pos Hamiltonianos e parênteses de Poisson. Algumas referências que tratam de tais as-

suntos com mais profundidade são [7–13]. Destacamos que [14] se distingue por apresen-

tar diversos exemplos na Física. No Apêndice A é feita uma discussão mais detalhada

sobre os espaços vetoriais simpléticos.

2.1 Variedades Simpléticas

SejamM uma variedade diferenciável e X(M) o espaço dos campos vetoriais. Uma

forma simplética em M consiste num elemento ω ∈ Ω2(M) que é

• uma forma fechada, isto é, dω = 0.

• não degenerado: se ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ X(M), então X = 0.

As condições acima são equivalentes a ωp : TpM × TpM → R ser uma forma simplética no

espaço vetorial TpM e variar de forma diferenciável em p. Dizemos que um par (M,ω) é

uma variedade simplética quando M for uma variedade diferenciável e ω for uma forma

simplética em M .

Toda variedade simplética tem dimensão par, já que seu espaço tangente é um

espaço vetorial simplético (vide Proposição A.1.4). Entretanto, nem toda variedade de

dimensão par admite uma estrutura simplética, veja o Exemplo 2.1.5 mais adiante.

Uma outra consequência da definição anterior é que toda variedade simplética é

orientada, já que a 2n-forma ωn = ω ∧ · · · ∧ ω não se anula (vide Teorema A.2.9). A

hipótese de ω ser não degenerada nos permite identificar, de maneira canônica, os fibrados

tangente e cotangente. Com efeito, a aplicação ω♭ : X(M) → Ω1(M) definida por

ω♭(X)(Y ) := ω(X, Y ) para quaisquer X, Y ∈ X(M) (2.1)

é um isomorfismo, sobre C∞(M), que induz um isomorfismo linear de fibrados vetoriais

TM → T ∗M , também denotado por ω♭ e com inversa ω♯ (para mais detalhes consulte [7,

p.166] e o Apêndice A para o contexto de espaços vetoriais simpléticos).

Exemplo 2.1.1. SejaM = R2n e denote por (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) o sistema de coordenadas

canônico. A forma

ω0 =
n∑

i=1

dqi ∧ dpi
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é uma forma simplética. ⋄

Exemplo 2.1.2. Se M ⊆ R3 é uma superfície orientada, então existe uma forma volume

ω ∈ Ω2(M) que não se anula. Logo, ω é não degenerada e fechada pois dω ∈ Ω3(M) = {0}.

O par (M,ω) é uma variedade simplética. ⋄

Exemplo 2.1.3. O espaço projetivo real RPn não é uma variedade simplética para todo

n ∈ N. De fato, se n é ímpar, então RPn não pode admitir estrutura simplética. Se n é

par, então RPn é não orientável (vide [9, p.393]), o que nos garante a não existência de

estrutura simplética. ⋄

Proposição 2.1.4. Seja M uma variedade sem bordo. Se existe ω ∈ Ω2(M) não degenerada e

exata, então M não é compacta. Além disso, se M é uma variedade simplética e compacta, então

H2
dR(M) ̸= 0.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que M é compacta. Por hipótese, M tem di-

mensão par, digamos dimM = 2n, e é orientada. Como ω é exata, existe α ∈ Ω1(M) tal

que ω = dα. Pelo Teorema de Stokes temos

0 ̸=
∫

M

ωn =

∫

M

dα ∧ ωn−1 =

∫

M

d(α ∧ ωn−1) =

∫

∂M

α ∧ ωn−1 = 0,

onde na segunda igualdade usamos o item 3 do Teorema D.3.5 e que dωn−1 ∈ Ω2n(M) = 0.

□

Exemplo 2.1.5. A esfera S2 é a única esfera que admite uma estrutura simplética. Noutras

palavras, Sn admite uma estrutura simplética se, e somente se, n = 2. Com efeito, pelo

Exemplo D.3.11 temos que H2
dR(S

n) é não trivial quando n = 2. Logo, Sn, com n ̸= 2, não

admite uma estrutura simplética pois se esse fosse o caso, toda forma de grau 2 fechada

seria exata, implicando, pela Proposição 2.1.4, que Sn não seria compacta, o que é uma

contradição. Assim, a única esfera capaz de acomodar uma estrutura simplética é a S2.

De fato, como S2 ⊆ R3 é uma superfície orientada segue, do Exemplo 2.1.2, que S2 é uma

variedade simplética. ⋄

Forma de Liouville

Seja M uma variedade de dimensão n. O fibrado cotangente1 T ∗M admite uma

estrutura de variedade simplética. A fim de exibi-la, introduziremos — de maneira livre
1 Na linguagem da Mecânica Clássica M é chamado de espaço de configuração e T ∗M espaço

de fase (vide [14, p.355]).
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de coordenadas — uma forma diferencial auxiliar cuja derivada exterior nos fornecerá a

forma simplética. Assim, construiremos em T ∗M uma forma simplética exata.

Sejam p = (x, ξ), com x ∈ M e ξ ∈ T ∗
xM , e π : T ∗M → M a projeção (submersão de

classe C∞) associada ao fibrado cotangente. A derivada

dπp : Tp(T
∗M) → TxM

nos permite definir a aplicação α : T ∗M → T ∗(T ∗M), p 7→ (p, αp) onde

αp
.
= (dπp)

∗ξ

e (dπp)
∗ : T ∗

xM → T ∗
p (T

∗M) é a transposta de dπp. Isso significa que αp : Tp(T ∗M) → R é o

funcional linear que age em vetores v ∈ Tp(T
∗M) da seguinte maneira

αp(v) = ξ(dπp(v)). (2.2)

A forma α ∈ Ω1(T ∗M) é conhecida como 1-forma tautológica ou forma de Liouville. A

partir de agora argumentaremos que α é diferenciável e que ω ∈ Ω2(T ∗M) definida por

ωcan
.
= −dα (2.3)

é uma forma simplética em T ∗M . Para isso, veremos como a forma de Liouville pode ser

expressa localmente. Seja (U, (x1, . . . , xn)) um sistema de coordenadas em M . O conjuntos
{

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

}
e
{
dx1, . . . , dxn

}

são referenciais locais coordenados em TM e T ∗M , respectivamente, duais entre si defini-

dos em U . Se ξ ∈ Ω1(U), então

ξ =
n∑

i=1

ξidx
i onde ξi = ξ

(
∂

∂xi

)
. (2.4)

Pode-se verificar (T ∗U, (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)) é um sistema de coordenadas em T ∗M e o

referencial coordenado associado é dado por
{

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂ξ1
, . . . ,

∂

∂ξn

}
⊆ X(T ∗U). (2.5)

A representação local de π pode ser vista como uma projeção de R2n em Rn e sua derivada,

em cada ponto, corresponde a uma projeção num espaço de dimensão n. Mais especifi-

camente, dπp leva ∂
∂xi

(p) em ∂
∂xi

(x) e cada ∂
∂ξi

(p) no vetor nulo de TxM . Como o conjunto

(2.4) é um referencial local de T ∗M temos

α|U =
n∑

i=1

aidx
i +

n∑

i=1

bidξi.
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Vamos determinar as componentes ai e bi. Pela construção acima temos

α

(
∂

∂xj

)
=

n∑

i=1

aidx
i

(
∂

∂xj

)
+

n∑

i=1

bidξi

(
∂

∂xj

)
=

n∑

i=1

aiδ
i
j = aj,

para todo j ∈ {1, . . . , n}, onde na segunda igualdade usamos que o conjunto {dxi, dξi : i ∈
{1, . . . , n}} é um referencial local dual a (2.5). Assim,

αp

(
∂

∂xj

)
= ξ

(
dπp

(
∂

∂xj

))
= ξ

(
∂

∂xj

)
= ξj.

Por outro lado, um raciocínio similar ao acima nos permite concluir que α
(

∂
∂ξj

)
= bj e

αp

(
∂

∂ξj

)
= ξ

(
dπp

(
∂

∂ξj

))
= 0.

Assim, a forma de Liouville em coordenadas é expressa da seguinte maneira

αp =
n∑

i=1

ξidx
i. (2.6)

Usando que o produto exterior é antissimétrico concluímos que2

ωcan = −dα = −
n∑

i=1

dξi ∧ dxi =
n∑

i=1

dxi ∧ dξi. (2.7)

Dessa forma, ωcan é uma forma antissimétrica e fechada no fibrado cotangente T ∗M . Além

disso, a representação local (2.7) nos permite concluir que o referencial coordenado (2.5)

de T ∗M é simplético, num sentido análogo de base simplética para espaços vetoriais (vide

Teorema A.2.6).

Proposição 2.1.6. ωcan ∈ Ω2(T ∗M), como definida em (2.3), é não degenerada. Em particular,

ωcan é uma forma simplética.

Demonstração: Vamos mostrar que ωcan é não degenerada para todo ponto p = (x, ξ) ∈
T ∗M . Seja u ∈ Tp(T

∗M) tal que ωcan(p)(u, v) = 0 para todo v ∈ Tp(T
∗M). Em coordenadas

locais em torno do ponto p, tem-se u =
∑n

i=1 ai
∂
∂xi

(p)+
∑n

i=1 b
j ∂
∂ξj

(p). Tomando v = ∂
∂xj

(p),

com j ∈ {1, . . . , n}, temos

0 = ωcan(p)(u, v) =
n∑

i=1

dxi(u)dξj

(
∂

∂xj
(p)

)
− dxi

(
∂

∂xj
(p)

)
dξj(u) = −

n∑

i=1

δijb
j = −bi.

2 Alguns autores denotam a expressão local de ω como ω = dxi∧dξi, sem o símbolo de somatório.
Nesse caso, fica subentendido a convenção de Einstein.
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Analogamente, tomando v = ∂
∂ξj

(p) obtemos que aj = 0 para todo j ∈ {1, . . . , n}. Daí,

u = 0 e, portanto, ωcan é não degenerada. □

Observação 2.1.7. Considerando um espaço vetorial simplético (V, ω) como variedade a

construção acima generaliza a estrutura simplética canônica em T ∗V ≃ V⊕V ∗ do Exemplo

A.1.6. Além disso, por argumento de dimensão, o fibrado tangente TM também admite

uma estrutura simplética. A forma simplética é construída da seguinte maneira: utili-

zando o isomorfismo ω♭, como definido em (2.1), induza por meio de pullback uma forma

simplética em TM . ⋄

Corolário 2.1.8. Os fibrados tangente e cotangente de toda variedade é uma variedade orientável.

Demonstração: Consequência do fibrado cotangente ser uma variedade simplética. □

O próximo resultado nos fornece uma caracterização da forma de Liouville.

Proposição 2.1.9. A forma de Liouville α é o único elemento de Ω1(T ∗M) tal que β = β∗α para

todo β ∈ Ω1(M) (na igualdade anterior β está sendo vista como uma aplicação de M em T ∗M com

β(x) = (x, βx)).

Demonstração: Mostremos que o pullback de α por meio de β é igual β. Dados x ∈ M e

v ∈ TxM , tem-se

(β∗α)x(v) = αβ(x)(dβx(v)) = βx(dπβ(x) ◦ dβx(v)) = βx(v),

onde na segunda igualdade usamos (2.2) e na última igualdade que π ◦ β = idM . Seja

θ ∈ Ω1(T ∗M) tal que β∗θ = β para todo β ∈ Ω1(M). Então, β∗(α− θ) = 0. Seja p = (x, ξ) ∈
T ∗M . Para cada v ∈ TxM temos

0 = dβ∗
x(α− θ)p(v) = (α− θ)p(dβx(v)).

O conjunto de vetores

{(dβ)x(v) : β ∈ Ω1(M) e v ∈ TxM}

gera o espaço Tp(T ∗M). Daí, θ = α. □

Exemplo 2.1.10. Seja M = R. O fibrado cotangente T ∗R é identificado com o espaço

R × R = R2. Seja π : T ∗R → R, (x, y) 7→ x a projeção. A forma de Liouville, em T ∗R,
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é dada por α(x,y) = ydx. Dado (u, v) ∈ R2, tem-se α(x,y)(u, v) = yu. Mais ainda, a forma

simplética canônica de T ∗R é dada por

ωcan = −dα = −d(ydx) = dx ∧ dy.

⋄

Exemplo 2.1.11. Já sabemos que o fibrado cotangente T ∗Rn é canonicamente isomorfo a

Rn ⊕ (Rn)∗. Visto que (Rn)∗ ≃ Rn segue que T ∗Rn é identificado com o espaço R2n. Daí, a

forma de Liouville α ∈ Ω1(T ∗Rn) é dada, em coordenadas, por

αp =
n∑

i=1

yidx
i

em que p = (x, y) ∈ R2n, x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn). Aplicando a derivada exterior

em ambos os lados dessa igualdade obtemos

ωcan =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi

que é exatamente a forma simplética canônica introduzida no Exemplo A.1.5. ⋄

Exemplo 2.1.12. Seja S1 o círculo em R2. O fibrado cotangente T ∗S1 é dado pelo cilindro

infinito S1×R. Podemos parametrizar T ∗S1 através das coordenadas θ e y. Logo, as formas

de Liouville e simplética são dadas, respectivamente, por α = ydθ e ωcan = dθ ∧ dy. ⋄

Comportamento Local

Um dos resultados fundamentais sobre variedades simpléticas garante que local-

mente ω pode ser vista como sendo a forma simplética canônica do espaço R2n, definida

no Exemplo A.1.5. Assim, todas as variedades simpléticas são localmente iguais.

Teorema 2.1.13 (Darboux). Seja (M,ω) uma variedade simplética de dimensão 2n. Para cada

p ∈M , existe um sistema de coordenadas (U, (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)) centrado em p tal que

ω|U =
n∑

i=1

dqi ∧ dpi. (2.8)

A prova do resultado acima pode ser encontrada em [7, 9, 14, 15]. As coordenadas

em M que satisfazem (2.8) são chamadas coordenadas de Darboux, coordenadas simplé-

ticas ou coordenadas canônicas.
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Simpletomorfismos

Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas. Dizemos que uma aplicação

diferenciável f : M1 → M2 é uma aplicação simplética quando f ∗ω2 = ω1, onde f ∗ω2 é o

pullback de ω2 por meio de f . Em particular, se f é um difeomorfismo, então diremos que

f é um simpletomorfismo.

Observação 2.1.14. Poderíamos ter definido o conceito de variedade simplética diferente

do que foi feito no começo da seção. Na definição alternativa, dizemos que uma varie-

dade simplética consiste numa variedade, de dimensão par, que admite um atlas cujas

mudanças de coordenadas são simpletomorfismo de R2n. Para mostrarmos que a defini-

ção alternativa implica na definição original podemos construir explicitamente uma forma

simplética utilizando o pullback da forma canônica do R2n pelas cartas desse atlas espe-

cial. Agora, a definição original implicar na definição alternativa é uma consequência do

Teorema de Darboux. ⋄

Seja f : M1 → M2 um difeomorfismo entre variedades. A aplicação tangente

df : TM1 → TM2 entre os respectivos fibrados tangentes também é um difeomorfismo.

Dualizando temos que a transposta d(f−1)∗ : T ∗M1 → T ∗M2 também é um difeomorfismo

que tem a seguinte propriedade: para cada β ∈ Ω1(M1) o diagrama

T ∗M1
F // T ∗M2

M1 f
//

β

OO

M2

(f−1)∗β

OO (2.9)

é comutativo, onde F = d(f−1)∗. Nas setas verticais estamos identificando um covetor

com um elemento do fibrado cotangente e (f−1)∗β denota o pullback de β por meio de

f−1. Com efeito, para qualquer x1 ∈M1 temos

F ◦ β(x1) = F (x1, βx1)

= (f(x1), d(f
−1)∗f(x1)(βx1))

= (f(x1), βx1 ◦ d(f−1)f(x1))

= (f(x1), (f
−1)∗βx1)

= (f−1)∗β ◦ f(x1).

No que segue, denotaremos por α1 e α2 as formas de Liouville em T ∗M1 e T ∗M2,

respectivamente. O próximo resultado afirma que todo difeomorfismo entre variedades

induz, de maneira canônica, um simpletomorfismo nos fibrados cotangentes.
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Proposição 2.1.15 (Naturalidade da forma de Liouville). A aplicação F : T ∗M1 → T ∗M2,

definida por F = d(f−1)∗, preserva a forma de Liouville, isto é, F ∗α2 = α1. Em particular, F é

um simpleomorfismo.

Demonstração: Pela Proposição 2.1.9 temos que β∗α1 = β para todo β ∈ Ω1(M1). Usando

as propriedades de pullback (Proposição D.3.2)

β∗(F ∗α2) = (F ◦ β)∗α2

= ((f−1)∗β ◦ f)∗α2

= f ∗((f−1)∗β)∗α2

= f ∗(f−1)∗β

= β

onde na segunda igualdade usamos a comutatividade do diagrama (2.9). Pela unicidade

da propriedade da forma de Liouville devemos ter que F ∗α2 = α1. Além disso, como a

derivada exterior comuta com o pullback segue que F ∗ω2 = ω1. Portanto, F é um simple-

tomorfismo. □

Exemplo 2.1.16. Sejam M1 = M2 = S1. O fibrado cotangente T ∗S1 é o cilindro infinito

R × S1. A forma simplética canônica é dada pela forma área ω = dθ ∧ dy. Se f : S1 → S1

é um difeomorfismo, então a aplicação df ∗ : T ∗S1 → T ∗S1 é, pela Proposição 2.1.15, um

simpletomorfismo (em particular, preserva área). ⋄

2.2 Subvariedades de Variedades Simpléticas

Seja (M,ω) uma variedade simplética. Uma subvariedade N é chamada

• isotrópica quando TpN é um subespaço isotrópico de TpM para todo p ∈ N .

• coisotrópica quando TpN é um subespaço coisotrópico de TqN para todo p ∈M .

• Lagrangiana quando TpN é um subespaço Lagrangiano de TpM para todo p ∈ N .

Notemos queN é uma subvariedade isotrópica se, e somente se, o pullback ι∗ω é identica-

mente nulo com ι : N →֒ M sendo a inclusão. Se ainda ocorrer dimN = (dimM)/2, então

TpN será isotrópico maximal, ou seja, N será uma subvariedade Lagrangiana.

Exemplo 2.2.1. Toda curva numa variedade simplética bidimensional é uma subvariedade

isotrópica. ⋄
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Exemplo 2.2.2. Seja f : Rn → R uma função diferenciável. Se L ⊆ R2n é o subconjunto

definido por

L = {(x,∇f(x)) : x ∈ Rn} ,

então L é uma subvariedade Lagrangiana de (R2n, ω). Em particular, podemos identificar

Rn e L quando vistos como subconjuntos de R2n, isto é, o espaço Rn é difeomorfo ao

gráfico da derivada de uma aplicação f . ⋄

Proposição 2.2.3. Sejam (M,ω) e (N, η) variedades simpléticas. Se uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N é uma aplicação simplética, então a imagem ϕ(M) é uma subvariedade simplética

imersa3 de N .

Demonstração: A aplicação ϕ é uma imersão (sua derivada em cada ponto é uma aplica-

ção injetora), uma vez que sua derivada preserva as formas simpléticas (vide Proposição

A.3.1). Assim, tem-se

Tϕ(p)ϕ(M) = dϕp(TpM)

para todo p ∈M . De fato, se γ ∈ Cp(M), então ϕ ◦ γ é uma curva em ϕ(M) que no instante

inicial passa por ϕ(p) e dϕp([γ]) = [ϕ◦γ] ∈ Tϕ(p)ϕ(M). Logo, dϕp(TpM) ⊆ Tϕ(p)ϕ(M). Como

a derivada de ϕ é injetora e ϕ(M) tem a mesma dimensão deM segue que dim dϕp(TpM) =

n = dimTϕ(p)ϕ(M).

Devemos mostrar que a restrição de η a imagem ϕ(M) é não degenerada. Sejam

q = ϕ(p) ∈ N e u ∈ Tqϕ(M) tal que ηq(u, v) = 0 para todo v ∈ Tqϕ(M). Existe um único

u0 ∈ TpM tal que u = dϕp(u0). Cada v ∈ TqN é da forma v = dϕp(v0) com v0 ∈ TpM . Como

ω = ϕ∗η segue que

ωp(u0, v0) = ηq(dϕp(u0), dϕp(v0)) = ηq(u, v) = 0

para todo v0 ∈ TpM . A hipótese de ω ser uma forma simplética implica que u0 = 0. Daí,

u = 0. Isso mostra que a restrição η|ϕ(M) é uma forma simplética e, portanto, ϕ(M) é uma

subvariedade simplética imersa de N . □

2.3 Fibrados Lagrangianos

Uma fibrado Lagrangiano consiste numa terna (E, π,B) onde E é uma variedade

simplética e as fibras são subvariedades Lagrangianas de E (vide [16, p.267]). Dizemos

que dois fibrados Lagrangianos (E1, π1, B1) e (E2, π2, B2) são Lagrangianos equivalentes

3 Subvariedades imersas são exatamente as imagens de imersões injetivas.



23

quando existe um simpletomorfismo f : E1 → E2 que leva fibra em fibra. Pelo Teorema

B.4.8, existe um único difeomorfismo g : B1 → B2 que faz o diagrama

E1
f //

π1
��

E2

π2
��

B1 g
// B2

comutar.

Exemplo 2.3.1. Seja π1 : Rn⊕ (Rn)∗ → Rn a projeção na primeira coordenada. A aplicação

ϕ : R2n → Rn ⊕ (Rn)∗ dada por ϕ(x, y) = (x, y♭) é um simpletomorfismo (pelo Teorema

A.4.2). Pelo Teorema B.4.8 tal aplicação preserva fibra, uma vez que o diagrama

R2n ϕ //

π

��

Rn ⊕ (Rn)∗

π1
��

Rn

idRn
// Rn

comuta de forma única. Portanto, ϕ é uma equivalência Lagrangiana. ⋄

Exemplo 2.3.2. Sejam A ∈ L(Rn) um isomorfismo linear e Rn ⊕ (Rn)∗ munido da forma

simplética do Exemplo A.1.6. A aplicação A∗ : Rn ⊕ (Rn)∗ → Rn ⊕ (Rn)∗ dada por

A∗(x, η) = (A(x), (At)−1(η)),

onde At : (Rn)∗ → (Rn)∗ denota a transposta de A, é uma equivalência Lagrangiana do

fibrado π1 : Rn ⊕ (Rn)∗ → Rn em si mesmo. Notemos que A é o único difeomorfismo que

faz o diagrama

Rn ⊕ (Rn)∗ A∗
//

π1
��

Rn ⊕ (Rn)∗

π1
��

Rn

A
// Rn

comutar. De fato, para qualquer (x, η) ∈ Rn ⊕ (Rn)∗ temos

π1 ◦ A∗(x, η) = A(x) = A ◦ π1(x, η)

Agora, mostremos que A∗ preserva a forma simplética. Usando a expressão (A.2) e a
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definição acima temos

(A∗)∗ω((x, η), (y, ξ)) = ω(A∗(x, η), A∗(y, ξ))

= ω((A(x), (A−1)t(η)), (A(y), (A−1)t(ξ)))

= (A−1)t(ξ)(A(x))− (A−1)t(η)(A(y))

= ξ ◦ A−1(A(x))− η ◦ A−1(A(y))

= ξ(x)− η(y)

= ω((x, η), (y, ξ)),

ou seja, A∗ preserva forma. Portanto, A∗ é um simpletomorfismo que leva fibra em fibra.

⋄

Exemplo 2.3.3. Sejam π : R2n → Rn o fibrado canônico e A ∈ L(Rn) um isomorfismo. A

aplicação f : R2n → R2n dada por

f(x, y) = (A(x), ♯ ◦ (At)−1 ◦ ♭(y))

estabelece uma equivalência Lagrangiana do fibrado π em si mesmo, onde ♭ e ♯ são os

isomorfismos musicais. Com efeito, a hipótese de A ser um isomorfismo nos assegura que

f é um difeomorfismo. Além disso, o diagrama

R2n //

f

��

Rn ⊕ (Rn)∗

A∗

��
R2n // Rn ⊕ (Rn)∗

é comutativo, onde A∗(x, η) := (A(x), (At)−1(η)) e o isomorfismo horizontal é dado pela

aplicação ϕ(x, y) = (x, y♭). Com base no Teorema A.4.2 podemos concluir que ϕ é, na

verdade, um simpletomorfismo. Para qualquer (x, y) ∈ R2n temos

A∗ ◦ ϕ(x, y) = A∗(x, y♭) = (A(x), (At)−1(y♭))

e

ϕ ◦ f(x, y) = ϕ(A(x), ♯ ◦ (At)−1(y♭)) = (A(x), (At)−1(y♭))

pois ♭ ◦ ♯ = id. Logo, o diagrama acima é realmente comutativo e isso nos permite escre-

vermos f = ϕ−1 ◦A∗ ◦ ϕ. Sabemos, também, do Exemplo 2.3.2, que A∗ é uma equivalência

Lagrangiana do fibrado Rn ⊕ (Rn)∗ em si mesmo. Daí, f é um simpletomorfismo e, por-

tanto, uma equivalência Lagrangiana. ⋄
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Exemplo 2.3.4. Podemos generalizar o Exemplo 2.3.3 no seguinte sentido: dados M uma

variedade diferenciável e f : M → M um difeomorfismo, a aplicação d(f−1)∗ : T ∗M →
T ∗M estabelece uma equivalência Lagrangiana do fibrado cotangente em si mesmo. Já

sabemos que as fibras são subvariedades Lagrangianas. Além disso, o diagrama

T ∗M
d(f−1)∗//

π
��

T ∗M

π
��

M
f

//M

é comutativo. Pela Proposição 2.1.15 concluímos que d(f−1)∗ é um simpletomorfismo. ⋄

2.4 Campos Hamiltonianos e Simpléticos

Sejam (M,ω) uma variedade simplética e H ∈ C∞(M). O campo Hamiltoniano de

H é o único elemento XH ∈ X(M) tal que

dH = iXH
ω ≡ XH ⌟ ω, (2.10)

onde iXH
denota o produto interior. Explicitamente, tem-se XH = ω♯(dH). A função H ,

neste caso, é chamada função Hamiltoniana ou função energia do campoXH . A igualdade

acima pode ser reescrita na seguinte forma:

dH(Y ) = ω(XH , Y ) para todo Y ∈ X(M).

Por causa disto,XH é denominado gradiente simplético de f . A terna (M,ω,H) é chamada

de sistema Hamiltoniano. Um campo de vetores X ∈ X(M) é dito

• Hamiltoniano quando existe f ∈ C∞(M) tal que X = Xf .

• simplético quando LXω = 0.

Denotaremos por XSimp(M) e XHam(M) os subespaços de X(M) formado pelos cam-

pos simpléticos e Hamiltonianos, respectivamente. Assim, vale a inclusão XHam(M) ⊆
XSimp(M). Lembrando que L[X,Y ] = LX ◦LY −LY ◦LX concluímos também que XSimp(M)

é uma subálgebra de Lie de X(M).

Exemplo 2.4.1. SejaM = T2 o 2-toro dado por S1×S1. Considerando coordenadas polares

(ϕ, θ), seja ω = dϕ∧ dθ. Os campos vetoriais X = ∂
∂ϕ

e Y = ∂
∂θ

são simpléticos, mas não são

Hamiltonianos. ⋄
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Exemplo 2.4.2 (Oscilador Harmônico). Seja M = R2 munido da forma simplética canô-

nica ω = dq ∧ dp. Consideremos H ∈ C∞(R2) dada por

H(q, p) :=
1

2
(κ2q2 + p2),

onde κ ∈ R é uma constante4 não nula. Em coordenadas polares (r, θ) temos ω = rdr ∧ dθ.

Se κ = 1, então H = 1
2
r2 é a função Hamiltoniana associada ao campo vetorial X = ∂

∂θ
. De

fato,

iXω = r · iX(dr ∧ dθ) = r · (iX(dr) · dθ − iX(dθ) · dr) = −dH

pois iX(dr) = 0 e dH = rdr. ⋄

Exemplo 2.4.3. Sejam S2 munida da forma simplética escrita em coordenadas cilíndricas

ω = dθ ∧ dz e a função (altura) H ∈ C∞(S2) dada por H(θ, z) = z. Vamos encontrar um

campo Hamiltoniano para H . Para isso, deve valer

dz = dH = iXH
(dθ ∧ dz) = iXH

(dθ) · dz − iXH
(dz) · dθ.

Assim, XH = ∂
∂θ

é o campo Hamiltoniano associado a H . ⋄

Exemplo 2.4.4. O conjunto M = S1 × R é um cilindro em R3. A forma simplética, em

M , é dada pela expressão ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx. O campo vetorial X = ∂
∂z

∈ X(M) é

simplético. Notemos que

iXω = ydx− xdy.

Como LXω = d(iXω) obtemos

LXω = d(ydx)− d(xdy) = dy ∧ dx− dx ∧ dy = −2dx ∧ dy.

Notemos que em S1 o produto exterior dx ∧ dy é nulo pois Ω2(S1) = {0}. Logo, LXω = 0,

mostrando que X é simplético. Mostremos que X não é Hamiltoniano. Para isso, para-

metrizamos S1 por

x(t) = cos t e y(t) = sen t.

Assim, dx = − sen tdt, dy = cos tdt e
∫

S1
iXω =

∫ 2π

0

((sen t)(− sen tdt)− (cos t)(cos tdt)) = −
∫ 2π

0

dt = −2π

Por outro lado, se iXω é exata, então existe f ∈ C∞(M) tal que iXω = df . Pelo Teorema

de Stokes deveríamos ter que
∫
S1
iXω = 0, contradizendo o cálculo acima. Assim, X não é

Hamiltoniano. ⋄
4 Fisicamente podemos associar o Hamiltoniano em questão a um sistema massa-mola. Nesse

caso, a constante κ é positiva e dependerá da constante elástica da mola.
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Exemplo 2.4.5. Sejam M ⊆ R3 uma superfície orientável e N : M → S2 um campo de

vetores normal e unitário. Consideremos a forma área ω ∈ Ω2(M) induzida pelo vetor

N . Restringindo o produto interno ⟨·, ·⟩ de R3 a superfície M obtemos uma métrica Rie-

manniana. Dado H : M → R uma função diferenciável, ∇H ∈ X(M) é o único campo tal

que

⟨∇H(p), v⟩ = dHp(v)

para quaisquer p ∈M e v ∈ TpM = N(p)⊥. Por outro lado, tem-se

dHp(v) = ωp(XH(p), v) = ⟨N(p), XH(p)× v⟩ = ⟨v,N(p)×XH(p)⟩,

implicando que ∇H(p) = N(p)×XH(p). Pela identidade de Grassmann5 segue que

N ×∇H = N × (N ×XH) = ⟨N,XH⟩N − ⟨N,N⟩XH = −XH ,

uma vez que N(x) ⊥ XH(x) para todo x ∈M . Logo, XH = ∇H ×N . ⋄

Exemplo 2.4.6. Sejam M uma variedade e (T ∗M,ω) seu fibrado cotangente. Vimos na

seção 2.1 que se (x1, . . . , xn) é um sistema de coordenadas local em M , então

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)

é um sistema de coordenadas local em T ∗M . Verifica-se que

Xxi = − ∂

∂ξi
e Xξi =

∂

∂xi
.

De fato,

ωcan

(
Xxi ,

∂

∂xi

)
= dxi

(
∂

∂xi

)
= 1

e, assim, devemos ter que Xxi = − ∂
∂ξi

pois (2.5) é um referencial local simplético de T ∗M .

Seja H ∈ C∞(T ∗M) uma função Hamiltoniana. O campo Hamiltoniano XH ∈ X(T ∗M)

pode ser escrito localmente como

XH =
∑

i=1

ai
∂

∂xi
+ bi

∂

∂ξi
.

onde ai e bi são funções diferenciáveis. Assim,

ai = dxi(XH) = ωcan(Xxi , XH) = −dH(Xxi) = dH

(
∂

∂ξi

)
=
∂H

∂ξi
5 Dados u, v, w ∈ R3, tem-se u × (v × w) = ⟨u,w⟩v − ⟨u, v⟩w. Para verificarmos tal igualdade é

suficiente analisarmos na base canônica do R3 (ou numa base ortonormal) e estendermos por
bilinearidade.
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Analogamente, pode-se constatar que bi = − ∂H
∂xi

. Assim,

XH =
n∑

i=1

(
∂H

∂ξi

∂

∂xi
− ∂H

∂xi
∂

∂ξi

)

que é a expressão encontrada nos livros de Mecânica Clássica (vide [17]). ⋄

O Exemplo 2.4.6 pode ser generalizado no seguinte sentido:

Proposição 2.4.7. Se (M,ω) é uma variedade simplética, então existe um sistema de coordenadas

local (U, (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)) tal que

1. os campos Hamiltonianos, em X(U), induzidos, pelo sistema de coordenadas, têm a proprie-

dade:

Xqi = − ∂

∂pi
e Xpi =

∂

∂qi
. (2.11)

2. o referencial coordenado associado é simplético e formado por campos Hamiltonianos.

3. o campo Hamiltoniano induzido por uma função H ∈ C∞(M) é expresso localmente como

XH =
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
(2.12)

Demonstração: Pelo Teorema de Darboux, todo ponto de M admite um sistema de coor-

denadas que induz um referencial coordenado simplético em X(U). Usando a expressão

(2.10) e a definição de base simplética obtemos as igualdades em (2.11). Já (2.12) segue de

maneira similar ao que foi feito no Exemplo 2.4.6. □

Exemplo 2.4.8. Seja H ∈ C∞(R2) o Hamiltoniano do Exemplo 2.4.2. O conjunto { ∂
∂q
, ∂
∂p
} é

um referencial coordenado de X(R2). Pela expressão (2.12) temos

XH = p
∂

∂q
− κ2q

∂

∂p
.

⋄

Proposição 2.4.9. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e X ∈ X(M). Se M é compacta e X

é um campo Hamiltoniano, então seu fluxo é um simpletomorfismo. Em particular, o fluxo de X

preserva a forma volume Ωω de M .
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Demonstração: Lembremos que LXω = d
dt
(ϕ∗

tω)|t=0 (vide página 185), com ϕt sendo o

fluxo de X , e que a fórmula de Cartan para a derivada de Lie é dada por (Proposição

D.3.12)

LXω = diXω + iXdω.

Temos dω = 0 pois ω é uma forma simplética (em particular, fechada). Por outro lado, se

X é Hamiltoniano, então existe f ∈ C∞(M) tal que X = Xf . Da igualdade (2.10) temos

d(iXω) = d(df) = 0. Logo, LXω = 0. Como M é compacta temos que o campo X é

completo (vide [9, p.216]). Sejam p ∈M e u, v ∈ TpM . Para cada t ∈ R temos

d

dt
(ϕ∗

tω)p(u, v) =
d

ds
(ϕ∗

t+sω)p(u, v)|s=0.

Como o fluxo é um homomorfismo de grupos segue que

d

ds
(ϕ∗

t+sω)p(u, v)|s=0 =
d

ds
ωϕs+t(p)(d(ϕs+t)p(u), d(ϕs+t)p(v))|s=0

=
d

ds
ωϕs(ϕt(p))(d(ϕs)ϕt(p)(d(ϕt)p(u)), d(ϕs)ϕt(p)(d(ϕt)p(v)))|s=0

=
d

ds
d(ϕs)

∗
ϕt(p)ωϕt(p)(d(ϕt)p(u), d(ϕt)p(v))|s=0

= d(ϕt)
∗
p

d

ds
d(ϕs)

∗
ϕt(p)ωp(u, v)|s=0

= d(ϕt)
∗
p(LXω)ϕt(p)(u, v)

= 0.

Assim, ϕ∗
tω = ω para todo t ∈ R, ou seja, o fluxo de X preserva a forma simplética ω. □

Cohomologia dos Campos Simpléticos e Hamiltonianos

Um campo vetorial X ∈ X(M) é chamado localmente Hamiltoniano quando para

todo p ∈M existe uma vizinhança U de p tal que a restrição X|U é Hamiltoniano.

Proposição 2.4.10. Todo campo simplético é localmente Hamiltoniano.

Demonstração: Suponhamos que X ∈ X(M) é um campo simplético, ou seja, LXω = 0.

Seja (U, ϕ) um sistema de coordenadas local de maneira que U é difeomorfo a R2n, o que

implica H1
dR(U) = {0}. Assim, a restrição iXω|U é exata, ou seja, existe f ∈ C∞(U) tal que

iXω|U = df . Daí, a restrição X|U é um campo Hamiltoniano. □

Exemplo 2.4.11. Já sabemos, do Exemplo 2.4.4, que ∂
∂z

∈ X(S1 × R) é um campo sim-

plético que não é Hamiltoniano. Pela Proposição 2.4.10 concluímos que ∂
∂z

é localmente

Hamiltoniano, mas não é globalmente Hamiltoniano. ⋄
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Lema 2.4.12. Dadas a ∈ R e f, g ∈ C∞(M), então valem as seguintes propriedades:

1. Xf+ag = Xf + aXg.

2. Xfg = fXg + gXf .

Demonstração: Por definição de campo Hamiltoniano, Xh, com h = f + ag, é o único

elemento de X(M) tal que dh = iXh
ω. Pela linearidade da derivada temos dh = df + adg.

Para todo Y ∈ X(M) vale

dh(Y ) = df(Y ) + adg(Y )

= ω(Xf , Y ) + aω(Xg, Y )

= ω(Xf + aXg, Y )

= iXf+aXg
ω(Y )

donde concluímos que Xf + aXg = Xf+ag. Logo, vale o item 1. Pela regra da Leibniz e um

argumento análogo ao feito anteriormente obtemos a afirmação 2. □

Proposição 2.4.13. Se Z1(M) e B1(M) denotam os espaços das 1-formas diferenciais que são

fechadas e exatas, respectivamente, então XSimp(M) ≃ Z1(M) e XHam(M) ≃ B1(M). Além disso,

existe um isomorfismo linear entre XSimp(M)/XHam(M) e o primeiro grupo de cohomologia de De

Rham H1
dR(M).

Demonstração: A aplicação

XSimp(M) ∋ X 7−→ iXω ∈ Z1(M) (2.13)

está bem definida. De fato, pelo item 7 da Proposição D.3.12 (fórmula mágica de Cartan)

temos

d(iXω) = LXω + iX(dω) = 0 + 0 = 0.

Notemos que, por construção, a aplicação definida em (2.13) é uma transformação linear.

Sejam X, Y ∈ XSimp(M) tais que iXω = iY ω. Tomemos p ∈M . Para todo v ∈ TpM , tem-se

ωp(X(p), v) = (iXω)p(v) = (iY ω)p(v) = ωp(Y (p), v).

Como ωp é não degenerada segue que X(p) = Y (p). Logo, X = Y , mostrando que a

aplicação definida em (2.13) é injetora. Seja α ∈ Z1(M). Defina X = ω♯(α) ∈ X(M), onde

ω♯ é o isomorfismo da página 14. Assim, X é o único campo em M tal que α = iXω. Pelo

item 7 da Proposição D.3.12 concluímos que X é um campo simplético pois

LXω = iXdω + diXω = 0 + dα = 0 + 0 = 0.
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Isso mostra que a aplicação (2.13) é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo.

Agora, vamos construir um isomorfismo linear entre os espaços XHam(M) eB1(M).

Para esse fim, considere a aplicação

XHam(M) ∋ Xf 7−→ df ∈ B1(M). (2.14)

Por construção, tal aplicação está bem definida e é, pelo Lema 2.4.12, uma transformação

linear. Sejam Xf , Xg ∈ XHam(M) tais que df = dg. Seja p ∈M . Para todo v ∈ TpM temos

ωp(Xf (p), v) = dfp(v) = dgp(v) = ωp(Xg(p), v).

Logo, Xf (p) = Xg(p), já que ωp é não degenerada. A arbitrariedade de p ∈ M implica

que Xf = Xg, ou seja, a aplicação definida em (2.14) é injetora. Dado α ∈ B1(M), existe

f ∈ C∞(M) tal que α = df . Assim, a aplicação (2.14) leva o campo Xf ∈ XHam(M) em α,

mostrando a sobrejetividade. Dessa forma, obtemos o isomorfismo desejado. □

O isomorfismo da Proposição 2.4.13 nos permite concluir que procurar campos

simpléticos que não são Hamiltonianos é equivalente a procurar formas fechadas que não

são exatas. Assim, conhecer o primeiro grupo de cohomologia de De Rham é essencial.

Corolário 2.4.14. Se H1
dR(M) ̸= {0}, então existe pelo menos um campo simplético que não é

Hamiltoniano.

Corolário 2.4.15. Se X é um campo simplético e H1
dR(M) é trivial, então X é campo Hamiltoni-

ano.

Demonstração: Se H1
dR(M) é trivial, então, pela Proposição 2.4.13, o quociente

XSimp(M)/XHam(M)

também é trivial. Logo, todo campo simplético é Hamiltoniano. □

Corolário 2.4.16. Se todo campo localmente Hamiltoniano é globalmente Hamiltoniano, então

H1
dR(M) = {0}.

Demonstração: Pelo Corolário 2.4.15 todo campo simplético é localmente Hamiltoniano.

Assim, XSimp(M)/XHam(M) = {0}. Pela Proposição 2.4.13 segue que H1
dR(M) = {0}. □
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Propriedades Iniciais dos Campos Hamiltonianos

Uma consequência do Teorema de Darboux (vide página 19) é que o espaço tan-

gente a uma variedade simplética pode ser descrito por campos Hamiltonianos. Antes de

mostrarmos tal fato, vejamos o seguinte:

Lema 2.4.17. Se f, g ∈ C∞(M) são tais que f = g em um aberto U ⊆ M , então os campos

Hamiltonianos Xf , Xg ∈ X(M) coincidem em U .

Demonstração: Seja p ∈ U . Por definição de campo Hamiltoniano, tem-se

dfp(v) = ωp(Xf (p), v)

dgp(v) = ωp(Xg(p), v)

para todo v ∈ TpU ≃ TpM . Como a forma ωp é não degenerada segue que Xf (p) = Xg(p).

Portanto, vale a igualdade Xf = Xg em U . □

Proposição 2.4.18. Seja (M,ω) uma variedade simplética. Para cada p ∈M , tem-se

TpM = {Xf (p) : f ∈ C∞(M)}.

Demonstração: Seja (U, (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn)) uma carta de Darboux numa vizinhança de

p. Tomemos v ∈ TpM . Pela Proposição 2.4.7 temos

v = a1Xq1 + · · ·+ anXqn + b1Xp1 + · · ·+ bnXpn .

Por outro lado, pelo Lema 2.4.12 temos v = Xf (p) com f =
∑n

i=1 aiq
i + bipi ∈ C∞(U).

Defina f := f |V . Pelo Lema B.1.3, existe f̃ : M → R tal que f̃ |V = f . Como f̃ e f

coincidem no aberto V temos, pelo Lema 2.4.17, que

v = Xf (p) = Xf̃ (p),

concluindo a demonstração. □

Proposição 2.4.19. Sejam (M,ω) e (N, η) variedades simpléticas. Uma aplicação diferenciável

ϕ :M → N é uma aplicação simplética se, e somente se, é uma imersão e para todo f ∈ C∞(N) os

campos Hamiltonianos Xϕ∗f ∈ X(M) e Xf ∈ X(N) são ϕ-relacionados.

Demonstração: Suponhamos que ϕ seja uma aplicação simplética. Isso significa que sua

derivada preserva as formas simpléticas e, pela Proposição A.3.1, a derivada é injetora.
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Sejam p ∈M e f ∈ C∞(N). Para todo v ∈ TpM , tem-se

ηϕ(p)(Xf (ϕ(p)), dϕp(v)) = dfϕ(p)(dϕp(v))

= d(f ◦ ϕ)p(v)
= d(ϕ∗f)p(v)

= ωp(Xϕ∗f (p), v)

= ηϕ(p)(dϕp(Xϕ∗f (p)), dϕp(v))

Pelo Lema 2.2.3, η|ϕ(M) é não degenerada, logo

dϕ ◦Xϕ∗f = Xf ◦ ϕ.

Reciprocamente, afirmamos que todo v ∈ TpM é da forma v = Xϕ∗f (p) para algum

f ∈ C∞(N). Com efeito, pela Proposição 2.4.18 e a hipótese dos campos Xϕ∗f e Xf serem

ϕ-relacionados temos

Tϕ(p)N = {Xf (ϕ(p)) : f ∈ C∞(N)} = {dϕp(Xϕ∗f (p)) : f ∈ C∞(N)}.

Notemos que dϕp(TpM) é um subespaço de Tϕ(p)N . Dado v ∈ TpM , tem-se dϕp(v) ∈ Tϕ(p)N .

Assim, existe f ∈ C∞(N) tal que dϕp(v) = dϕp(Xϕ∗f (p)). Daí, v = Xϕ∗f (p), já que a

derivada é injetora. Agora, verificaremos que ϕ preserva as formas simpléticas. Tomemos

u, v ∈ TpM . Escrevendo u = Xϕ∗f e v = Xϕ∗g temos

(ϕ∗η)p(u, v) = ηϕ(p)(dϕp(Xϕ∗f (p)), dϕp(Xϕ∗g(p)))

= ηϕ(p)(Xf (ϕ(p)), dϕp(Xϕ∗g(p)))

= dfϕ(p)(dϕp(Xϕ∗g(p)))

= d(ϕ∗f)p(Xϕ∗g(p))

= ωp(Xϕ∗f (p), Xϕ∗g(p))

= ωp(u, v).

Portanto, ϕ é uma aplicação simplética. □

Corolário 2.4.20. Sejam (M,ω) e (N, η) variedades simpléticas e ϕ :M → N um difeomorfismo.

A aplicação ϕ é um simpletomorfismo se, e somente se,

ϕ∗Xh = Xh◦ϕ−1

para todo h ∈ C∞(M).
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Demonstração: Suponhamos que ϕ é um simpletomorfismo. Tomemos h ∈ C∞(M) e

defina f = h ◦ ϕ−1. Dado p = ϕ−1(q) ∈M , tem-se

ϕ∗Xh(q) = dϕϕ−1(q)(Xh(ϕ
−1(q))) = dϕp(Xh(p)) = Xh◦ϕ−1(q)

onde na última igualdade usamos que h = f ◦ ϕ = ϕ∗f e a Proposição 2.4.19. A recíproca

segue de maneira análoga. □

Veremos que toda função diferenciável H , em M , é constante ao longo das curvas

integrais do seu campo Hamiltoniano. Fisicamente, podemos pensar que H é uma gran-

deza conservada ou uma constante de movimento. Uma função f : M → R é chamada de

integral primeira de X ∈ X(M) quando f for constante ao longo das curvas integrais de

X .

Proposição 2.4.21 (Conservação de Energia). Sejam (M,ω) uma variedade simplética e H ∈
C∞(M). Se α : I →M é uma curva integral de XH ∈ X(M), então H é constante ao longo de α.

Demonstração: Por hipótese, α′(t) = XH(α(t)) para todo t ∈ I . Pela regra da cadeia e a

expressão (2.10) temos

d

dt
H(α(t)) = dHα(t)(α

′(t))

= ωα(t)(XH(α(t)), α
′(t))

= ωα(t)(XH(α(t)), XH(α(t)))

= 0.

Logo, o resultado segue. □

Proposição 2.4.22. Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) variedades simpléticas, ϕ : M1 → M2 um simple-

tomorfismo e f : M1 → R uma função. Denotaremos por Xω1
f e Xω2

f◦ϕ−1 os campos Hamiltonianos

associados a f e f ◦ ϕ−1, respectivamente.

1. dϕp(X
ω1
f (p)) = Xω2

f◦ϕ−1(ϕ(p)) para todo p ∈M1.

2. Se f ∈ C∞(M1) e α : I → M1 é uma curva integral de Xω1
f , então ϕ ◦ α é uma curva

integral de Xω2

f◦ϕ−1 .

Demonstração: Seja p ∈M1. Por definição de campo Hamiltoniano temos

d(f ◦ ϕ−1)ϕ(p)(v) = ω2(X
ω2

f◦ϕ−1(ϕ(p)), v)
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para todo v ∈ Tϕ(p)M2. Aplicando a regra da cadeia no lado esquerdo da igualdade acima

temos

d(f ◦ ϕ−1)ϕ(p)(v) = dfp(dϕ
−1
ϕ(p)(v))

= ω1(X
ω1
f (p), dϕ−1

ϕ(p)(v))

= ω2(dϕp(X
ω1
f (p)), v),

para todo v ∈ Tϕ(p)M2, onde na última igualdade usamos a hipótese de ϕ preservar a forma

simplética. Como ω2 é não degenerada devemos ter que dϕp(X
ω1
f (p)) = Xω2

f◦ϕ−1(ϕ(p)).

Tomemos α : I →M1 uma curva integral de Xω1
f . Aplicando a regra da cadeia temos

(ϕ ◦ α)′(t) = dϕp(α
′(t)) = dϕp(X

ω1
f (α(t))) = Xω2

f◦ϕ−1(ϕ(α(t))).

Assim, ϕ leva curva integral em curva integral. □

Hipersuperfícies de Energia

Seja (M,ω,H) um sistema Hamiltoniano. Denotaremos por Ωω a forma volume em

M . Diremos que α ∈ Ωk(M) é invariante por um campo X ∈ X(M) quando LXα = 0.

Considere c ∈ R um valor regular de H , isto é, a aplicação dHp : TpM → R é não

nula para todo p ∈ H−1(c). A restrição H|H−1(c) : H
−1(c) → R tem posto constante e igual

a 1. Logo, a pré-imagem H−1(c) é uma subvariedade mergulhada e de codimensão 1 em

M .

Denotaremos por Σc uma componente conexa de H−1(c). Assim, Σc é uma subva-

riedade de codimensão 1 em M , denominada hipersuperfície de energia.

Proposição 2.4.23. Sejam (M,ω,H) um sistema Hamiltoniano e Ωω a forma volume de M . Se

c ∈ R é um valor regular de H , então o conjunto Σc, como definido acima, é uma subvariedade de

codimensão 1 em M . Além disso, existe uma forma volume µc em Σc invariante por XH |Σc
.

Demonstração: Vide [7, 14]. □

Veremos, na Seção 2.5, que a Proposição 2.4.23 pode ser generalizada quando subs-

tituímos Σc por uma superfície de nível de uma família de constantes de movimento.

Exemplo 2.4.24. Considere o sistema Hamiltoniano (R2, ω,H) do Exemplo 2.4.2. Para cada

a ∈ R+ temos

Σa := H−1(a2) = {(q, p) ∈ R2 : κ2q2 + p2 = a2},
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ou seja, a hipersuperfície de energia Σa corresponde a uma elipse no espaço de fase. A

medida que aumentamos, por valores positivos, a constante a > 0 obtemos elipses con-

cêntricas. Abaixo ilustramos esse fato:

q

p

Σa3Σa2Σa1

Vamos determinar a forma volume µa usando os mesmos passos da construção descrita

na Proposição 2.4.23. Comecemos buscando σa ∈ Ω1(R2) tal que dq∧dp = dH∧σa. Escreva

σa = b1dq + b2dp. Pela bilinearidade do produto exterior temos

dq ∧ dp = (κ2qdq + pdp) ∧ (b1dq + b2dp) = (κqb2 − pb1)dq ∧ dp,

ou seja,

κ2qb2 − pb1 = 1.

Logo, b1 = − 1
a2
p e b2 = 1

a2
q, uma vez que κ2

a2
q2 + 1

a2
p2 = 1. Daí, a forma volume, em Σa,

invariante pelo campo XH é dada por

µa = ι∗σa = − p

a2
dq +

q

a2
dp.

⋄

Ações Simplética e Hamiltoniana

SejamG um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie. Uma ação à esquerda diferenciável

τ : G×M →M é chamada de

• ação simplética quando os elementos de G preservam ω, ou seja, τ ∗gω = ω para todo

g ∈ G.

• ação Hamiltoniana quando é uma ação simplética em que os campos de vetores

δτ(X), com X ∈ g, são globalmente Hamiltonianos.

Exemplo 2.4.25. Considere C, por vezes o identificaremos com R2, e o círculo unitário

S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. A aplicação τ : S1 × C → C dada por τ(g, z) := gz é uma ação

diferenciável. O campo induzido na identidade é

δτ(1)(z) =
d

dt
τ(exp(2πit), z)|t=0 =

d

dt
(exp(2πit)z)|t=0 = 2πiz.
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Como a álgebra de Lie é unidimensional segue que os campos gerados pela ação infini-

tesimal δτ são múltiplos escalares de δτ(1). Vamos encontrar uma função Hamiltoniana

H : C → R para o campo δτ(1). Escreva v = (ℜ(v),ℑ(v)) e 2πiz = 2π(−ℑ(z),ℜ(z)). Assim,

dHz(v) = ω(δτ(1)(z), v)

= dx ∧ dy(δτ(1)(z), v)
= dx ∧ dy(2πiz, v)
= −2πℑ(z)ℑ(v)− 2πℜ(z)ℜ(v)
= −2π(ℜ(z)ℜ(v) + ℑ(z)ℑ(v)),

ou seja, a matriz Jacobiana de H é dada por (−2πℜ(z),−2πℑ(z))⊤. Daí, concluímos que

H(z) = −π · |z|2 + κ

com κ ∈ R uma constante. Dessa forma, a ação τ é Hamiltoniana. ⋄

2.5 Parênteses de Poisson

Seja M uma variedade diferenciável. Um parênteses de Poisson, em M , é uma

aplicação {·, ·} : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M) que goza das seguintes propriedades:

1. R-bilinearidade.

2. antissimétrica.

3. identidade de Jacobi:

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

4. regra de Leibniz:

{f, g · h} = {f, g}h+ g{f, h}.

para quaisquer f, g, h ∈ C∞(M). O par (M, {·, ·}) é chamado de variedade de Poisson.

Notemos que as condições de 1 a 3 acima implicam que {·, ·} é um colchete de Lie, ou seja,

C∞(M) tem estrutura de álgebra de Lie (de dimensão infinita). Além disso, a condição 4

significa que a aplicação {f, ·} é uma derivação da álgebra de Poisson (C∞(M), {·, ·}).

O conceito de parênteses de Poisson não precisa ser definido apenas em C∞(M).

Toda aplicação que goza das propriedades listadas acima é chamada de parênteses de

Poisson. Encontramos em [2, p.222] uma definição no contexto de anéis comutativos,
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embora os casos de interesse, neste trabalho, sejam os anéis de funções definidas em vari-

edades.

Um dos interesses da Mecânica Clássica consiste em determinar quantidades con-

servadas de um sistema Hamiltoniano. Dadas f,H ∈ C∞(M), dizemos que a função f é

uma integral primeira de XH se, e somente se, XH(f) = df(XH) = 0. Pela definição de

campo Hamiltoniano, tal condição é equivalente a ω(Xf , XH) = 0. Assim, a forma sim-

plética calculada nos campos Hamiltonianos induzidos pelas funções f e H parece ser um

bom objeto para encontrarmos quantidades conservadas, motivando a definição que será

dada a seguir.

Estamos inseridos no contexto de variedades simpléticas e, nesse caso, podemos

definir de maneira natural, sem lançar mão de coordenadas, um parênteses de Poisson.

Suponhamos, até o final da seção, que (M,ω) é uma variedade simplética. Considere

{·, ·}ω : C∞(M)× C∞(M) → C∞(M)

definida por

{f, g}ω .
= ω(Xf , Xg). (2.15)

Quando não houver perigo de ambiguidade escreveremos simplesmente {f, g}. A uni-

cidade de Xf e Xg nos garantem a boa definição da aplicação acima. Alternativamente,

tem-se

{f, g} = −iXf
◦ iXg

ω = −iXf
◦ dg = −dg(Xf ) = −Xf (g) = −LXf

g (2.16)

onde na segunda igualdade usamos (2.10) e na quarta igualdade estamos considerando

Xf como uma derivação em C∞(M).

Lema 2.5.1. X{f,g} = −[Xf , Xg] para quaisquer f, g ∈ C∞(M).

Demonstração: Pela Proposição D.3.12 temos que

i[X,Y ] = LX ◦ iY − iX ◦ LY .

Como a derivada de Lie comuta com a derivada exterior segue, da igualdade (2.16), que

d{f, g} = −d(LXf
g)

= −LXf
(dg)

= −LXf
(iXg

ω)

= −(i[Xf ,Xg ]ω + iXg
LXf

ω)

= i−[Xf ,Xg ]ω,
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na penúltima igualdade usamos que LXf
ω = 0 pois Xf é um campo Hamiltoniano (em

particular, simplético). Pela unicidade devemos ter que X{f,g} = −[Xf , Xg]. □

Proposição 2.5.2. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, f, g, h ∈ C∞(M). A aplicação {·, ·}ω,

como definida em (2.15), é um parênteses de Poisson em M .

Demonstração: A R-bilinearidade e a antissimetria de {·, ·} são propriedades herdadas da

forma simplética ω. Pelo item 2 do Lema 2.4.12 temos

{f, gh} = ω(Xf , Xgh)

= ω(Xf , gXh + hXg)

= gω(Xf , Xh) + hω(Xf , Xg)

= g{f, h}+ h{f, g}.

Resta mostrarmos a identidade de Jacobi. Sejam Xf , Xg e Xh campos Hamiltonianos. Ini-

cialmente, notemos que

Xfω(Xg, Xh) = Xf ({g, h})
= d({g, h})(Xf )

= iX{g,h}
ω(Xf )

= −ω(Xf , X{g,h})

= −{f, {g, h}}.

A Proposição D.3.7, o Lema 2.5.1 e a antissimetria de {·, ·} implicam que

dω(Xf , Xg, Xh) = Xfω(Xg, Xh)−Xgω(Xf , Xh) +Xhω(Xf , Xg)

−ω([Xf , Xg], Xh) + ω([Xf , Xh], Xg)− ω([Xg, Xh], Xf )

= −{f, {g, h}}+ {g, {h, f}} − {h, {f, g}}
−{h, {f, g}}+ {g, {f, h}}+ {{g, h}, f}

= −2({f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, , {f, g}}).

Portanto, vale a identidade de Jacobi do parênteses de Poisson, já que a forma simplética

ω é fechada. □

Corolário 2.5.3. A aplicação

(C∞(M), {·, ·}ω) ∋ f 7−→ Xf ∈ (X(M), [·, ·])

é um anti-homomorfismo de álgebras de Lie.
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Demonstração: Consequência dos Lemas 2.4.12 e 2.5.1. □

O par (C∞(M), {·, ·}ω) tem uma estrutura de álgebra de Lie de dimensão infinita.

Às vezes C∞(M) também é chamado de álgebra de observáveis clássicos.

Os resultados anteriores nos permitem concluir que a sequência de álgebras de Lie

0 // R
ι // C∞(M) ν // XHam(M) // 0

é exata, onde ι é a inclusão e ν(f) = Xf .

Exemplo 2.5.4. Seja (M,ω) como no Exemplo 2.4.5. Vamos determinar o parênteses de

Poisson {·, ·}ω. Para isso, utilizaremos que o produto misto se comporta bem com permu-

tações cíclicas. Dados f, g ∈ C∞(M), tem-se

{f, g} = ω(Xf , Xg)

= ⟨N,Xf ×Xg⟩
= ⟨N, (∇f ×N)× (∇g ×N)⟩
= ⟨∇g ×N,N × (∇f ×N)⟩
= ⟨N × (∇f ×N),∇g ×N⟩
= ⟨⟨N,N⟩∇f − ⟨N,∇f⟩N,∇g ×N⟩
= ⟨∇f,∇g ×N⟩
= ⟨N,∇f ×∇g⟩,

onde na sexta igualdade usamos a identidade de Grassmann. ⋄

Exemplo 2.5.5. Calcularemos a expressão local do parênteses de Poisson com respeito a

forma simplética do fibrado cotangente. Pelo Exemplo 2.4.6 temos localmente

Xf =
n∑

i=1

(
∂f

∂ξi

∂

∂xi
− ∂f

∂xi
∂

∂ξi

)
e Xg =

n∑

j=1

(
∂g

∂ξj

∂

∂xj
− ∂f

∂xj
∂

∂ξj

)

Assim,

{f, g} = ωcan(Xf , Xg)

=
n∑

i,j=1

− ∂f

∂ξi

∂g

∂xj
ωcan

(
∂

∂xi
,
∂

∂ξj

)
− ∂f

∂xi
∂g

∂ξj
ωcan

(
∂

∂ξi
,
∂

∂xj

)

=
n∑

i,j=1

− ∂f

∂ξi

∂g

∂xj
δji −

∂f

∂xi
∂g

∂ξj
(−δij)

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
∂g

∂ξi
− ∂f

∂ξi

∂g

∂xi
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que é a expressão encontrada, por exemplo, em [17, p.135] e [18, p.388]. ⋄

Um difeomorfismo de M em si mesmo induz, por meio do pullback, um isomor-

fismo no espaço vetorial C∞(M). É interessante analisar sob quais condições o difeomor-

fismo induz um isomorfismo que preserva a estrutura de álgebra de Lie de (C∞(M), {·, ·}ω).

Dado ϕ : M → M de classe C∞, podemos considerar a aplicação ϕ∗ : C∞(M) →
C∞(M) dada por

ϕ∗(f) = f ◦ ϕ.

Notemos que ϕ∗ está bem definida e é uma transformação linear. Se ϕ for um difeomor-

fismo, então ϕ∗ será um isomorfismo cuja inversa é dada por (ϕ−1)∗.

Lema 2.5.6. ϕ∗ é um homomorfismo de álgebras de Lie se, e somente se, (ϕ−1)∗ é um homomorfismo

de álgebras de Lie.

Demonstração: Suponha que ϕ∗ é um homomorfismo de álgebras de Lie. Dados f, g ∈
C∞(M), tem-se

{f, g} = {(f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ, (g ◦ ϕ−1) ◦ ϕ} = ϕ∗{f ◦ ϕ−1, g ◦ ϕ−1}.

Aplicando (ϕ−1)∗ em ambos os lados dessa igualdade temos

(ϕ−1)∗{f, g} = {f ◦ ϕ−1, g ◦ ϕ−1} = {(ϕ−1)∗f, (ϕ−1)∗g},

ou seja, (ϕ−1)∗ é um homomorfismo de álgebras de Lie. De maneira análoga mostra-se a

recíproca. □

Proposição 2.5.7. Seja M uma variedade diferenciável de dimensão par. Se ω1, ω2 ∈ Ω2(M) são

formas simpléticas em M tais que {·, ·}ω1 = {·, ·}ω2 , então ω1 = ω2.

Demonstração: Suponhamos que {·, ·}ω1 = {·, ·}ω2 . Sejam f, g ∈ C∞(M). Pela expressão

(2.16) temos

{f, g}ω1 = −Xω1
f (g) e {f, g}ω2 = −Xω2

f (g).

Daí, Xω1
f (g) = Xω2

f (g) para todo g ∈ C∞(M), implicando que Xω1
f = Xω2

f . Agora, tomemos

(U, (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)) uma carta local de Darboux em (M,ω1). Notemos que xi, yi ∈
C∞(M). O conjunto

B =

{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn

}
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é um referencial coordenado simplético de X(M,ω1). Pela Proposição 2.4.7 temos que

Xω1

xi
= − ∂

∂yi
e Xω1

yi
= ∂

∂xi
. Logo, vale Xω1

yi
= Xω2

yi
para todo i ∈ {1, . . . , n}. Usando a

definição (2.15) obtemos

ω1

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= ω1(X

ω1

yi
, Xω1

yj
)

= {yi, yj}ω1

= {yi, yj}ω2

= ω2(X
ω2

yi
, Xω2

yj
)

= ω2

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

Raciocínio análogo nos permite concluir que

ω1

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
= {xi, xj}ω1 = {xi, xj}ω2 = ω2

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)

e

ω1

(
∂

∂xi
,
∂

∂yj

)
= {xj, yi}ω1 = {xj, yi}ω2 = ω2

(
∂

∂xi
,
∂

∂yj

)

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}. Logo, o conjunto B também é um referencial local sim-

plético para (M,ω2) e, além disso, ω1 = ω2.

□

Corolário 2.5.8. Sob as mesmas hipóteses da Proposição 2.5.7 vale que XHam(M,ω1) = XHam(M,ω2).

Proposição 2.5.9. Sejam (M,ω) um variedade simplética e ϕ : M → M um difeomorfismo.

A aplicação ϕ é um simpletomorfismo se, e somente se, {ϕ∗f, ϕ∗g} = ϕ∗{f, g} para quaisquer

f, g ∈ C∞(M).

Demonstração: Suponhamos que ϕ : M → M é um simpletomorfismo. Pelo Lema 2.5.6 é

suficiente mostrarmos a propriedade desejada para ϕ−1. Dados f, g ∈ C∞(M), tem-se

{f, g}ω(ϕ−1(p)) = ωϕ−1(p)(Xf (ϕ
−1(p)), Xg(ϕ

−1(p)))

= ωp(dϕp(Xf (ϕ
−1(p))), dϕp(Xg(ϕ

−1(p))))

= ωp(Xf◦ϕ−1(p), Xg◦ϕ−1(p))

= {f ◦ ϕ−1, g ◦ ϕ−1}ω(p),

onde na segunda igualdade usamos ϕ preserva forma e na terceira igualdade usamos

a Proposição 2.4.22. Reciprocamente, pela Proposição 2.5.7 é suficiente mostrarmos que
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{·, ·}ϕ∗ω = {·, ·}ω pois o pullback ϕ∗ω é uma forma simplética emM . Para quaisquer p ∈M

e f, g ∈ C∞(M), tem-se

{f, g}ϕ∗ω(p) = (ϕ∗ω)p(X
ϕ∗ω
f (p), Xϕ∗ω

g (p))

= ωϕ(p)(dϕp(X
ϕ∗ω
f (p)), dϕp(X

ϕ∗ω
g (p)))

= ωϕ(p)(X
ω
f◦ϕ−1(ϕ(p)), Xω

g◦ϕ−1(ϕ(p)))

= {f ◦ ϕ−1, g ◦ ϕ−1}ω(ϕ(p))
= {f, g}ω(p),

onde na terceira igualdade usamos a Proposição 2.4.22. □

Uma aplicação ϕ : (M1, ω1) → (M2, ω2), entre variedades simpléticas, é uma apli-

cação de Poisson quando preserva o parênteses de Poisson, isto é,

{f, g}ω2 ◦ ϕ = {f ◦ ϕ, g ◦ ϕ}ω1

para quaisquer f, g ∈ C∞(M2). A Proposição 2.5.9 nos garante que todo simpletomorfismo

de uma variedade em si mesma é uma aplicação de Poisson. Uma maneira alternativa,

usando pullback, de escrevermos a igualdade acima é ϕ∗{f, g}ω2 = {ϕ∗f, ϕ∗g}ω1 .

Dinâmica

Proposição 2.5.10. Seja (M,ω,H) um sistema Hamiltoniano. Se (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) é um

sistema de coordenadas local de Darboux, então

{qi, H}ω =
∂H

∂pi
e {pi, H}ω = −∂H

∂qi
.

Demonstração: Pela Proposição 2.4.7 o campoXH é localmente dado porXH =
∑

i(
∂H
∂pi

∂
∂qi

−
∂H
∂qi

∂
∂pi

). Usando a definição (2.15) do parênteses de Poisson e que o conjunto { ∂
∂qi
, ∂
∂pi

} é

um referencial coordenado simplético temos que

{qi, H}ω = ω(Xqi , XH)

= −
∑

j

∂H

∂pj
ω

(
∂

∂pi
,
∂

∂qj

)
+
∑

j

∂H

∂qj
ω

(
∂

∂pi
,
∂

∂pj

)

=
∑

j

∂H

∂pj
ω

(
∂

∂qj
,
∂

∂pj

)

=
∑

j

∂H

∂pj
δji

=
∂H

∂pj
.
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De maneira análoga concluímos a outra igualdade. □

A equação do movimento para um sistema Hamiltoniano (M,ω,H) é a equação

diferencial ordinária
dx

dt
= XH(x),

onde x ∈ M e XH é o campo Hamiltoniano associado a função H . Abaixo veremos como

esse conceito pode ser descrito em termos de um sistema de coordenadas de Darboux e

do parênteses de Poisson.

Proposição 2.5.11. Sejam (M,ω,H) um sistema Hamiltoniano e XH ∈ X(M) o campo vetorial

associado a função H . São equivalentes:

1. dγ
dt

= XH(γ(t)) onde γ é a curva integral do campo Hamiltoniano XH .

2. num sistema de coordenada de Darboux valem

dqi

dt
=
∂H

∂pi
e
dpi
dt

= −∂H
∂qi

. (2.17)

3. num sistema de coordenada de Darboux valem

dqi

dt
= {qi, H}ω e

dpi
dt

= {pi, H}ω.

Demonstração: Seja γ a curva integral do campo XH . Considere (U, ϕ) uma carta de

Darboux com funções coordenadas (qi, pi). Escreva γ(t) = (qi(t), pi(t)). Então, em γ−1(U)

tem-se

dγ

dt
= XH(γ(t)) ⇐⇒

∑

i

dqi

dt

∂

∂qi
+
dpi
dt

∂

∂pi
=
∑

i

∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi
∂

∂pi

⇐⇒ dqi

dt
=
∂H

∂pi
e
dpi
dt

= −∂H
∂qi

Mostremos que 2 é equivalente a 3. De fato, pela Proposição 2.5.10 concluímos que

dqi
dt

=
∂H

∂pi
e
dpi
dt

= −∂H
∂qi

⇐⇒ {qi, H}ω =
dqi

dt
e {pi, H}ω =

dpi
dt
.

□

Observação 2.5.12. Em livros de Física (vide [17, p.132]) as equações (2.17) são chamadas

equações de Hamilton. ⋄
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Integrabilidade

A linguagem estabelecida nessa seção nos permite afirmar que uma função é cons-

tante ao longo das curvas integrais do campo Hamiltoniano da outra se, e somente se, o

parênteses de Poisson delas comutam. Em outras palavras, uma função f ∈ C∞(M) é

uma integral primeira do campo Hamiltoniano XH se, e somente se, {f,H}ω = 0.

Dizemos que f1, . . . , fs ∈ C∞(M) estão em involução quando {fi, fj}ω = 0 para

quaisquer i, j ∈ {1, . . . , s}. Nesse caso, o subespaço

ger{Xf1(p), . . . , Xfs(p)},

de TpM , é isotrópico, para todo p ∈M .

Proposição 2.5.13. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e f1, . . . , fs ∈ C∞(M) funções em

involução. Se a aplicação F :M → Rs, com F = (f1, . . . , fs), é uma submersão, então as fibras de

F são subvariedades coisotrópicas de M .

Demonstração: A hipótese de F ser submersão nos garante que as fibras de F são subva-

riedades mergulhadas de codimensão s. Tomemos N uma fibra de F e p ∈ N . As funções

coordenadas de F são constantes numa vizinhança de p. Assim, para todo v ∈ TpN temos

0 = d(fi)p(v) = ωp(Xfi(p), v)

para i ∈ {1, . . . , s}. Logo, B = {Xf1(p), . . . , Xfs(p)} é um subconjunto de (TpN)⊥, onde o

ortogonal diz respeito a forma simplética ωp. Mostraremos que B é linearmente indepen-

dente. Com efeito, sejam a1, . . . , as ∈ R tais que

a1Xf1(p) + · · ·+ asXfs(p) = 0.

Para todo v ∈ TxM , tem-se

a1ωp(Xf1(p), v) + · · ·+ asωp(Xfs(p), v) = ωp(0, v) = 0.

Daí,

a1d(f1)p + · · ·+ asd(fs)p = 0,

implicando que a1 = · · · = as = 0 pois F tem posto máximo, já que é uma submersão. Isso

prova que B é linearmente independente e, consequentemente, é uma base de (TpN)⊥.

Como as funções fi estão em involução segue que todos Xfi(p) são ortogonais entre si.

Daí, B é um conjunto ortogonal e, pela Proposição A.2.3, Xfi(p) ∈ ((TpN)⊥)⊥ = TpN . Por-

tanto, N é uma subvariedade coisotrópica de M . □
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A recíproca da Proposição 2.5.13 também é válida, isto é, se (M,ω) é uma variedade

simplética e N ⊆ M é uma subvariedade coisotrópica, então todo ponto de N tem uma

vizinhança U , em M , e uma submersão F : U → Rs cujas funções coordenadas estão em

involução (vide Proposition 3.24 de [19, p.41]).

Apresentaremos uma generalização da Proposição 2.4.23. Faremos, antes, uma de-

finição.

Definição 2.5.14. Uma subvariedade N ⊆ M é dita invariante pelo campo X ∈ X(M) se

para todo p ∈M temos X(p) ∈ TpN ⊆ TpM .

Teorema 2.5.15. Sejam (M,ω,H) um sistema Hamiltoniano e f1, . . . , fk ∈ C∞(M) integrais

primeiras de XH . Considere F = (f1, . . . , fk) : M → Rk e c ∈ Rk um valor regular de F . A

pré-imagem

Σc := F−1(c)

é uma subvariedade mergulhada, de M , de codimensão k que é invariante pelo campo XH . Além

disso, existe uma forma volume µc em Σc invariante.

Demonstração: Vide [7]. □

Definição 2.5.16. Dizemos que um sistema Hamiltoniano (M,ω,H) é Liouville integrável

quando existem funções H1, . . . , Hn ∈ C∞(M), com n = 1
2
dimRM , que têm as seguintes

propriedades:

1. H = H1.

2. {Hi, Hj} = 0 para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}.

3. a n-forma diferencial dH1 ∧ · · · ∧ dHn não se anula em um subconjunto aberto denso

em M .

Às vezes considera-se H : (M,ω) → Rn e escreve-se H = (H1, . . . , Hn). A tripla

(M,ω,H) denotará um sistema integrável. Na literatura a definição acima pode encon-

trada com a nomenclatura completamente integrável (vide [1, 20]). Aqui, estamos ado-

tando a convenção de [5, 14].

Observação 2.5.17. 1. Denotaremos por UH o subconjunto de M da condição 3 acima.

Para cada x ∈ UH, as colunas da matriz
(
d(H1)x · · · d(Hn)x

)
,
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que é o Jacobiano de H, são linearmente independentes. Isso implica que a aplicação

dHx : TxM → Rn é sobrejetora. Assim, a restrição H : UH → Rn é uma submersão

com domínio num conjunto aberto e denso de M .

2. Pela Proposição 2.5.13, as fibras de H são subvariedades coisotrópicas de M .

⋄

Teorema 2.5.18 (Liouville). Seja (M,ω,H) um sistema integrável com H = (H1, . . . , Hn). Se

p ∈ M um ponto regular de H, então existem um aberto U de p e funções G1, . . . , Gn ∈ C∞(U)

que completam H1, . . . , Hn a um sistema de coordenada de Darboux. Nessas coordenadas, o fluxo

ϕit do campo Hamiltoniano XHi
é dado por

ϕit(G,H) = (G1, . . . , Gi + t, . . . , Gn, H1, . . . , Hn).

Demonstração: Vide [14, 585] ou [6, p.135]. □

Teorema 2.5.19 (Arnold-Jost). Sejam (M,ω,H) um sistema integrável e Σ um conjunto de nível

de Hr. Se Σ é compacto, então Σ é difeomorfo a Tn. Se Σ não é compacto e as restrições dos campos

Hamiltonianos XHi
a Σ são completos, então Σ é difeomorfo a Tk × Rn−k para algum 0 ≤ k < n.

Demonstração: Vide [14, p.586]. □
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3 Simetrias

Neste capítulo, serão estudados alguns conceitos essenciais para trabalharmos com

sistemas Hamiltonianos definidos em órbitas (co)adjuntas de grupos de Lie clássicos. Ve-

remos que quando o grupo é compacto ou semissimples as órbitas (co)adjuntas admitem

naturalmente uma estrutura de variedade simplética e o dual da sua álgebra de Lie torna-

se uma variedade de Poisson. Em seguida, discutiremos um instrumento que nos permite

comparar a ação de um grupo de Lie numa variedade simplética com a representação co-

adjunta, conhecido como aplicação momento (vide [7]). Por fim, discutiremos algumas

propriedades importantes dos chamados Hamiltonianos coletivos, sendo esses definidos

através da transposta de uma aplicação momento (vide [2,3] para uma exposição sistemá-

tica).

3.1 Órbitas Coadjuntas e a Forma KKS

Uma maneira de construirmos variedades simpléticas e ações Hamiltonianas é

através das representações coadjuntas de um grupo de Lie (vide [21, p.331], [8, p.212]

e [14, p.377]). Em cada órbita coadjunta, pode-se construir, de forma totalmente intrín-

seca, uma forma simplética tal que a ação coadjunta é Hamiltoniana. Ao longo dessa

seção denotaremos por τ tanto a ação coadjunta quanto a ação adjunta nas respectivas ór-

bitas, o contexto deixará explícito qual caso estamos considerando. No Apêndice C é feita

uma exposição de alguns conceitos e resultados que serão utilizados a partir de agora.

Teorema 3.1.1. Sejam G um grupo de Lie, g sua álgebra de Lie e O(λ) uma órbita coadjunta de

um elemento λ ∈ g∗. A forma ω ∈ Ω2(O(λ)) dada por

ωα(ad
∗(X)α, ad∗(Y )α) = α[X, Y ],

para cada α ∈ O(λ), é uma forma simplética. Em particular, as órbitas das ações coadjuntas são

variedades simpléticas.

Demonstração: Denotaremos por τ : G × O(λ) → O(λ) a ação coadjunta. Os elementos

de TαO(λ) são da forma δτ(X)α = ad∗(X)α com X ∈ g, veja a Proposição C.2.9. Vamos

argumentar que ωα é uma forma simplética em TαO(λ).

• ωα está bem definida. Sejam X1, X2, Y1, Y2 ∈ g tais que ad∗(X1)α = ad∗(X2)α e
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ad∗(Y1)α = ad∗(Y2)α. Daí,

ωα(ad
∗(X1)α, ad

∗(Y1)α) = α[X1, Y1]

= α ◦ ad(X1)(Y1)

= α ◦ ad(X2)(Y1)

= −α ◦ ad(Y1)(X2)

= −α ◦ ad(Y2)(X2)

= α ◦ ad(X2)(Y2)

= α[X2, Y2]

= ωα(ad
∗(X2)α, ad

∗(Y2)α)

como afirmado.

• ωα é antissimétrica, uma vez que o colchete é antissimétrico e α é um funcional linear.

• ωα é não degenerada. Seja v ∈ TαO(λ) não nulo. Existe X ∈ g tal que v = ad∗(X)α é

um funcional linear não nulo. Logo, existe Y ∈ g tal que

ad∗(X)α(Y ) = α ◦ ad(X)(Y ) = α[X, Y ] ̸= 0.

Daí, ωα(v, ad∗(Y )α) ̸= 0.

Resta mostrarmos que a forma ω ∈ Ω2(O(λ)) é fechada. A ideia consiste em garantirmos

que o pullback de ω por uma submersão de G em O(λ) nos fornece uma forma diferencial

de grau 2 que é exata. Para isso, sejam X, Y ∈ g e α ∈ g∗. Definindo

Xe(g) = d(Eg)1(X) e Y e(g) = d(Eg)1(Y )

para todo g ∈ G obtemos elementos de X(G), invariantes à esquerda, que na identidade

coincidem com X e Y , respectivamente. Consideremos também

αe(g) = d(Eg−1)∗gα

que nos fornece um elemento de Ω1(G). As aplicações αe ·Xe, αe · Y e : G→ R dadas por

αe ·Xe(g) := αe(g)(Xe(g)) e αe · Y e(g) := αe(g)(Y e(g))

são constantes. De fato,

αe ◦Xe(g) = αe(g)(Xe(g))

= d(Eg−1)∗gα(d(Eg)1(X))

= α(d(Eg−1)g ◦ d(Eg)1(X))

= α(X)
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e de maneira análoga a afirmação segue para αe · Y e. Pela Proposição D.3.7 temos

dαe(Xe, Y e) = Xeαe(Y e)− Y eαe(Xe)− αe([Xe, Y e])

= −αe([Xe, Y e]). (3.1)

Seja τα : G → O(λ) a aplicação definida por τα(g) = Ad∗(g)α. Afirmamos que τα é uma

submersão e que o pullback de ω por τα coincide com −dαe. Por simplicidade, escreva

β = Ad∗(g)α = τα(g). Notemos, inicialmente, que

d(τα)g(X
e(g)) = d(τα)g ◦ d(Eg)1(X)

= d(τα ◦ Eg)1(X)

=
d

dt
τα ◦ Eg(exp(tX))|t=0

=
d

dt
Ad∗(g exp(tX))α|t=0

=
d

dt
Ad∗(g) ◦ Ad∗(exp(tX))α|t=0

= d(τg)α ◦
d

dt
τ(exp(tX), α)|t=0

= d(τg)α(ad
∗(X)α)

= ad∗(Ad(g)X) Ad∗(g)α

= ad∗(Ad(g)X)β,

onde na última igualdade usamos a Proposição C.2.8 (aqui estamos fazendo p = β e

τg−1(p) = α). Tomemos um elemento arbitrário de TβO(λ), digamos ad∗(Z)β onde Z ∈ g.

Aplicando a igualdade anterior para Z0 = Ad(g−1)Z ∈ g temos

d(τα)g(Z
e
0(g)) = ad∗(Ad(g)Z0)β

= ad∗(Ad(g) Ad(g−1)Z)β

= ad∗(Ad(gg−1)Z)β

= ad∗(Z)β,

ou seja, a derivada d(τα)g : TgG → TβO(λ) é sobrejetora. Logo, a aplicação parcial τα é
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realmente uma submersão. Assim,

((τα)ω)∗g(X
e(g), Y e(g)) = ωτα(g)(d(τ

α)g(X
e(g)), d(τα)g(Y

e(g)))

= ωβ(ad
∗(Ad(g)X)β, ad∗(Ad(g)X)β)

= β([Ad(g)X,Ad(g)Y ])

= α(Ad(g−1)[Ad(g)X,Ad(g)Y ])

= α([X, Y ])

= α ◦ d(Eg−1)g ◦ d(Eg)1([X, Y ])

= αe(g)([Xe(g), Y e(g)]

= −dαeg(Xe(g), Y e(g))

onde na última igualdade usamos (3.1). Pelo Corolário D.3.6 temos

(τα)∗dω = d((τα)∗ω) = −d(dαe) = 0.

Como τα é uma submersão segue que dω é fechado. Portanto, a forma ω é simplética. □

A forma simplética do Teorema 3.1.1 é denominada forma de Kirillov-Kostant-

Souriau (KKS). Advertimos que algumas referências costumam defini-la com um sinal

contrário ao que fizemos. Para mais detalhes consulte [14, p.377]. Se houver necessidade

de destacá-la usaremos a notação ωO(λ).

Proposição 3.1.2. Seja O(λ) ⊆ g∗ uma órbita coadjunta. Se X ∈ g, então o campo induzido

δτ(X) é Hamiltoniano com função hamiltoniana fX : O(λ) → R dada por

fX(α) = α(X)

para todo α ∈ O(λ).

Demonstração: A aplicação fX , como definida no enunciado, é a restrição de uma trans-

formação linear. Seja d(fX)α : TαO(λ) → R a derivada de fX no ponto α ∈ O(λ). O espaço

tangente TαO(λ) é dado como na Proposição C.2.7. Assim,

d(fX)α(ad
∗(Y )α) = fX(ad

∗(Y )α)

= ad∗(Y )α(X)

= −α(ad(Y )X)

= α[X, Y ]

= ωα(ad
∗(X)α, ad∗(Y )α)

e o resultado segue. □
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Observação 3.1.3. A construção da forma KKS pode ser feita de maneira diferente de

como foi argumentado no Teorema 3.1.1 através do conceito de espaço homogêneo. Nesse

caso, é suficiente definirmos a forma simplética em TλO(λ) e depois transladarmos para

os outros pontos da órbita. Para mais detalhes consulte, por exemplo, [21]. ⋄

No que segue veremos que a forma KKS induz uma estrutura simplética nas ór-

bitas adjuntas quando o grupo tem algumas propriedades adicionais. Se G é compacto,

então existe, pela Proposição 4.1 de [21, p.78], um produto interno Ad-invariante em g.

Por outro lado, se G é semissimples, então a forma de Cartan-Killing é uma forma não

degenerada Ad-invariante em g. Em ambos os casos, conseguimos identificar g e g∗ de

maneira canônica. De maneira mais geral, vale o resultado abaixo.

Proposição 3.1.4. Seja G um grupo de Lie tal que sua álgebra de Lie g tem uma forma bilinear

⟨·, ·⟩ não degenerada que é Ad-invariante.

1. Existe uma estrutura de álgebra de Lie em g∗ que a torna canonicamente isomorfa a g. Em

particular, para cada λ ∈ g∗, existe um único Λ ∈ g tal que λ = ⟨Λ,−⟩.

2. As órbitas coadjuntas são difeomorficamente levadas em órbitas adjuntas.

3. A órbita adjunta O(Λ) ⊆ g tem estrutura de variedade simplética e a forma simplética

ω ∈ Ω2(O(Λ)) num ponto Ξ ∈ O(Λ) é dada por

ωΞ(ad(X)Ξ, ad(Y )Ξ) = ⟨Ξ, [X, Y ]⟩

para quaisquer X, Y ∈ g.

Demonstração: Denotaremos por ♭ : g → g∗ a aplicação dada por

X♭ ≡ ♭(X) := ⟨X,−⟩

para todo X ∈ g. A bilinearidade de ⟨·, ·⟩ implica que ♭ é uma transformação linear.

Pelo Teorema da Representação de Riesz, dado λ ∈ g∗, existe um único Λ ∈ g tal que

λ = ♭(Λ) = ⟨Λ,−⟩. A aplicação ♯ : g∗ → g dada por ♯(λ) = Λ é a inversa de ♭ e com ela

podemos definir uma estrutura de álgebra de Lie em g∗ da seguinte forma

[α, β] := ♭[♯(α), ♯(β)] = ♭[A,B]

onde α, β ∈ g∗ e A = ♯(α), B = ♯(β) ∈ g. Tal aplicação é, por construção, bilinear e antis-

simétrica. Para concluirmos que trata-se de um colchete de Lie precisamos argumentar a

validade da identidade de Jacobi. De fato, se α = ♭(A), β = ♭(B), γ = ♭(C) ∈ g∗, então

[α, [β, γ]] = ♭[A, ♯[β, γ]] = ♭[A, ♯ ◦ ♭[B,C]] = ♭[A, [B,C]].



53

Logo, a linearidade de ♭ e a identidade de Jacobi do colchete em g nos permitem concluir

que g∗ é uma álgebra de Lie. Além disso, com essa estrutura, ♭ é um homomorfismo de

álgebras de Lie pois

♭[A,B] = ♭[♯ ◦ ♭(A), ♯ ◦ ♭(B)] = ♭[♯(α), ♯(β)] = [α, β] = [♭(A), ♭(B)]

Isso mostra o item 2.

Afirmamos que

♭(O(Λ)) = O(λ).

De fato, para quaisquer g ∈ G e X ∈ g temos

♭(Ad(g)Λ)X = ⟨Ad(g)Λ, X⟩ = ⟨Λ,Ad(g−1)X⟩ = λ ◦ Ad(g−1)(X) = Ad∗(g)λ(X),

onde na segunda igualdade usamos que a forma ⟨·, ·⟩ é Ad-invariante. Logo,

♭(Ad(g)Λ) = Ad∗(g)λ. (3.2)

Visto que ♭ é um isomorfismo linear segue que as órbitas adjuntas são levadas difeomor-

ficamente nas órbitas coadjuntas.

Para mostrar o item 3 defina ψ := ♭|O(Λ) : O(Λ) → O(λ). Pela Proposição C.2.7 o

espaço tangente TΞO(Λ), com ξ = ♭(Ξ) ∈ g∗, é da forma ad(X)Ξ com X ∈ g. Afirmamos

que a derivada dψΞ : TΞO(Λ) → TξO(λ), sendo ξ = ♭(Ξ) ∈ g∗, é tal que

dψΞ(ad(X)Ξ) = ad∗(X)ξ (3.3)

para todo X ∈ g. De fato,

dψΞ(ad(X)Ξ) =
d

dt
ψ ◦ Ad(exp(tX))Ξ|t=0

=
d

dt
Ad∗(exp(tX))ξ|t=0

= ad∗(X)ξ,

onde na segunda igualdade usamos (3.2). Na órbita adjunta O(Λ), com Λ ∈ g, definimos

a forma ωO(Λ) através do pullback ψ∗ωO(λ), onde λ = ♭(Λ). Assim, ωO(Λ) é uma forma

simplética. Pela igualdade (3.3) temos

ωΞ(ad(X)Ξ, ad(Y )Ξ) = ωξ(dψΞ(ad(X)Ξ), dψΞ(ad(Y )Ξ))

= ωξ(ad
∗(X)ξ, ad∗(Y )ξ)

= ξ[X, Y ]

= ⟨Ξ, [X, Y ]⟩,

concluindo a demonstração. □
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Corolário 3.1.5. Se G é compacto ou semissimples, então as órbitas adjuntas são variedades sim-

pléticas.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de órbitas adjuntas que admitem estru-

tura simplética. Indicamos a referência [22, p.20] para outros exemplos interessantes de

órbitas.

Exemplo 3.1.6. Sejam U(n) o grupo da matrizes unitárias e u(n) sua álgebra de Lie. Con-

sidere Λ = diag(iλ1, . . . , iλn) ∈ u(n) e a seguinte enumeração

λ1 = · · · = λn1︸ ︷︷ ︸
k1

> λn1+1 = · · · = λn2︸ ︷︷ ︸
k2

> · · · > λnr−1 = · · · = λn︸ ︷︷ ︸
kr

com k1 + · · · + kr = n, sendo k1 a multiplicidade algébrica de λ1, k2 a multiplicidade

algébrica de λn1+1 e assim sucessivamente. A órbita adjunta O(Λ) é identificada com o

espaço homogêneo
U(n)

U(k1)× · · · × U(kr)
.

Com efeito, para mostrarmos isso é necessário determinarmos a isotropia de Λ (vide [23,

p.87]). Lembremos que no contexto de grupos matriciais a representação adjunta coincide

com a conjugação. Seja g ∈ U(n) arbitrário. Para quaisquer j, k ∈ {1, . . . , n}, tem-se

(gΛ)jk =
n∑

l=1

gjlΛlk =
n∑

l=1

gjliλlδlk = iλkgjk

e

(Λg)jk =
n∑

l=1

Λjlgkj =
n∑

k=1

iλjδjlXlk = iλjgjk.

Assim, tem que valer a seguinte condição (λj − λk)gjk = 0. Isso significa que a matriz g é

da forma 


︸ ︷︷ ︸
k1

︸ ︷︷ ︸
k2

. . .

︸ ︷︷ ︸
kr




com zero fora de cada bloco. Mais ainda, cada bloco da diagonal é uma matriz unitária,

ou seja, cada bloco se pertence a um certo U(kj). Logo, a isotropia de Λ é dada por U(k1)×
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· · · ×U(kr). A órbita O(Λ) é, pela Proposição 3.1.4, uma variedade simplética, já que U(n)

é compacto. Vejamos, agora, um caso particular. Se n = 3, então

Λ Órbita Adjunta O(Λ)

λ1 = λ2 = λ3 {I3}
λ1 > λ2 > λ3 U(3)/S1 × S1 × S1

λ1 = λ2 > λ3 Gr2(C
3) ≃ CP2

λ1 > λ2 = λ3 Gr1(C
3) = CP2

Logo, as órbitas não triviais são variedades flags (a identificação das Grassmannianas com

os espaços projetivos é feita no Exemplo C.2.10). ⋄

.

Proposição 3.1.7. Sejam G um grupo de Lie compacto e g sua álgebra de Lie munida da topologia

induzida por um produto interno Ad-invariante. Então, a órbita adjunta O(Λ) é uma subvariedade

mergulhada compacta de g.

Proposição 3.1.8. Se ⟨·, ·⟩ é um produto interno Ad-invariante em g, então ⟨·, ·⟩ é antissimétrica

com respeito a ad.

Demonstração: Sejam X, Y, Z ∈ g. Para todo t ∈ R temos

⟨Ad(exp(tX))Y,Ad(exp(tX))Z⟩ = ⟨Y, Z⟩.

Derivando a igualdade anterior em t = 0 obtemos

⟨ d
dt

Ad(exp(tX))Y |t=0, Z⟩+ ⟨Y, d
dt

Ad(exp(tX))Z|t=0⟩ = 0.

Daí,

⟨ad(X)Y, Z⟩ = −⟨Y, ad(X)Z⟩

como afirmado. □

Proposição 3.1.9. Sejam G um grupo de Lie compacto, O(Λ) ⊆ g uma órbita adjunta e ⟨·, ·⟩ um

produto interno Ad-invariante em g. Os campos induzidos δτ(X) = ad(X), com X ∈ g, são

Hamiltonianos com função Hamiltoniana fX : O(Λ) → R dada por

fX(Y ) = ⟨X, Y ⟩

para todo Y ∈ O(Λ).
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Demonstração: A aplicação fX , como definida no enunciado, é a restrição de uma trans-

formação linear e, portanto, d(fX)Ξ = fX . Logo, pela Proposição 3.1.8 e a expressão da

forma simplética dada na Proposição 3.1.4 temos

d(fX)Ξ(ad(Y )Ξ) = ⟨X, ad(Y )Ξ⟩
= −⟨ad(Y )X,Ξ⟩
= −⟨[Y,X],Λ⟩
= ⟨[X, Y ],Ξ⟩
= ⟨Ξ, [X, Y ]⟩
= ωΞ(ad(X)Ξ, ad(Y )Ξ)

para quaisquer Y ∈ g e Ξ ∈ O(Λ). □

3.2 Parênteses de Poisson em g∗

Suponha que g é a álgebra de Lie de um grupo de Lie compacto e conexo G. Cons-

truiremos em g∗ uma estrutura de variedade de Poisson de maneira livre de coordenadas.

Sejam F ∈ C∞(g∗) e ξ ∈ g∗. A derivada dFξ é uma transformação linear de Tξg∗

em R, ou seja, um elemento do dual T ∗
ξ g

∗. Devido a g∗ admitir uma estrutura de espaço

vetorial temos que o espaço cotangente T ∗
ξ g

∗ é isomorfo a g∗∗. Assim, existe um único

∇F (ξ) ∈ g tal que

dFξ(η) = η(∇F (ξ)) (3.4)

para todo η ∈ g∗. Dados F1, F2 ∈ C∞(g∗), define-se

{F1, F2}g∗(ξ) .= ξ([∇F1(ξ),∇F2(ξ)]) (3.5)

para todo ξ ∈ g∗.

Proposição 3.2.1. {·, ·}g∗ define um parênteses de Poisson em g∗.

Demonstração: Devemos verificar as propriedades da página 37. A bilinearidade sobre R

e a antissimetria são consequências do colchete [·, ·]. Devemos mostrar a propriedade de

derivação e a identidade de Jacobi. Sejam F1, F2, F3 ∈ C∞(g∗) e ξ ∈ g∗. Por construção,

∇(F2F3)(ξ) é o único elemento de g tal que

d(F2F3)ξ(η) = η(∇(F2F3)(ξ))

para todo η ∈ g∗. Pela regra de Leibniz da derivada, tem-se

d(F2F3)ξ = (dF2)ξF3(ξ) + F2(ξ)(dF3)ξ.
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Daí,

η(∇F2(ξ) · F3(ξ) + F2(ξ) · ∇F3(ξ)) = η(∇(F2F3)(ξ))

para todo η ∈ g∗, implicando que

{F1, F2F3}g∗(ξ) = ξ([∇F1(ξ),∇(F2F3)(ξ)])

= ξ([∇F1(ξ),∇F2(ξ) · F3(ξ)]) + ξ([∇F1(ξ),∇F3(ξ) · F2(ξ)])

= F3(ξ){F1, F2}g∗(ξ) + F2(ξ){F1, F3}g∗(ξ).

A identidade de Jacobi pode ser mostrada inserindo coordenadas, consulte [24]. □

Definição 3.2.2. Seja (M, {·, ·}) uma variedade de Poisson. Uma função C ∈ C∞(M) é

chamada de função de Casimir quando {C, F} = 0 para toda F ∈ C∞(M).

Proposição 3.2.3. Sejam G um grupo de Lie conexo e g sua álgebra de Lie. Uma função em g∗ é

Ad∗-invariante se, e somente se, é uma função de Casimir.

Demonstração: Suponhamos que C ∈ C∞(g∗) é tal que C ◦ Ad∗(g) = C para todo g ∈ G.

Queremos mostrar que C é uma função de Casimir. Sejam F ∈ C∞(g∗) e X ∈ g. Dados

t ∈ R e ξ ∈ g∗, tem-se

C ◦ Ad∗(exp(tX))ξ = C(ξ).

Derivando a expressão acima em t = 0 obtemos

0 =
d

dt
C ◦ Ad∗(exp(tX))ξ|t=0 = dCξ(ad

∗(X)ξ).

Em particular, tomando X = ∇F (ξ) temos

0 = dCξ(ad
∗(∇F (ξ))ξ)

= ad∗(∇F (ξ))ξ(∇C(ξ))
= −ξ(ad(∇F (ξ))∇C(ξ))
= −ξ([∇F (ξ),∇C(ξ)])
= ξ([∇C(ξ),∇F (ξ)])
= {C, F}g∗(ξ)

A igualdade acima juntamente com a arbitrariedade de F nos garantem que C é uma

função de Casimir.

Reciprocamente, seja C ∈ C∞(g∗) uma função de Casimir. Fixemos X ∈ g. A

aplicação FX : g∗ → R dada por

FX(ξ) := ξ(X)
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é um funcional linear. Afirmamos que

∇FX(ξ) = X

para todo ξ ∈ g∗. Com efeito, pela linearidade de FX e a definição de ∇FX(ξ) temos que

η(X) = FX(η) = d(FX)ξ(η) = η(∇FX(ξ))

para todo η ∈ g∗. Logo, vale a propriedade afirmada. Dado ξ ∈ g∗, tem-se

0 = {C, FX}g∗(ξ)
= ξ([∇C(ξ),∇FX(ξ)])
= ξ([∇C(ξ), X])

= −ξ(ad(X)∇C(ξ))
= ad∗(X)ξ(∇C(ξ))
= dCξ(ad

∗(X)ξ).

Como o grupo G é conexo segue que O(ξ) é conexa. Assim, a função C é constante em

cada órbita coadjunta O(ξ), ou seja, C(Ad∗(g)ξ) = C(ξ) para quaisquer g ∈ G e ξ ∈ g∗.

Portanto, a função C é de Casimir. □

3.3 Aplicação Momento

Apresentaremos uma discussão introdutória à aplicação momento, envolvendo al-

gumas propriedades básicas e exemplos. Indicamos as referências [2, 3, 7, 25] para mais

detalhes. Em [7] é feita uma exposição mais aprofundada acerca da existência de aplica-

ções momento equivariantes.

Destacamos que Jean-Marie Souriau, em 1970, estabeleceu em [26] a versão mo-

derna de aplicação momento (originalmente application moment em francês), analisou as

condições de equivariância e percebeu a relação desse conceito com os momentos linear

e angular. No ano de 1974, Jerrold Marsden e Alan Weinstein publicaram o famoso ar-

tigo [27] sobre redução simplética e traduziram o termo como moment map, o que rendeu

por Hans Duistermaat o comentário de estar fisicamente incorreto. Apesar disso, tanto

momentum map quanto moment map são encontrados na literatura. Para uma discussão

histórica acerca da aplicação momento sugerimos [28].

3.3.1 Definição e Propriedades

Seja (M,ω) uma variedade simplética. Consideraremos τ : G×M → M uma ação

diferenciável de um grupo de Lie G em M .
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Definição 3.3.1. Uma aplicação momento, associada à ação τ , é uma aplicação Φ :M → g∗

que tem a seguinte propriedade: para todoX ∈ g a função fX(x) = Φ(x)(X) é uma função

Hamiltoniana para δτ(X), isto é,

dfX = iδτ(X)ω.

A condição acima significa que o campo Hamiltoniano da função fX tem que ser

igual ao campo induzido δτ(X).

A terminologia empregada é inspirada em conceitos familiares da física, a saber, o

momento linear e o momento angular. Nos Exemplos 3.3.8 e 3.3.9 serão discutidos com

um pouco mais de detalhe tais casos.

Proposição 3.3.2. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e τ : G×M →M uma ação simplética.

Todos os campos induzidos são Hamiltonianos se, e somente se, existe uma aplicação momento

associada à ação τ .

Demonstração: Sejam {X1, . . . , Xn} uma base de g e {α1, . . . , αn} sua base dual de g∗. Por

hipótese, os campos induzidos δτ(Xi) são Hamiltonianos e denote por fi ∈ C∞(M) uma

função Hamiltoniana para esse campo. Defina Φ :M → g∗ por

Φ(x) := f1(x)α1 + · · ·+ fn(x)αn

para todo x ∈M . Tomemos X ∈ g e escreva X =
∑n

i=1 aiXi onde ai = αi(X). Vejamos que

o campo Hamiltoniano da função fX =
∑n

i=1 αi(X)fi é exatamente δτ(X). De fato, pelo

Lema 2.4.12 e a linearidade da ação infinitesimal (vide página 154) tem-se

XfX =
∑

i

αi(X)Xfi =
∑

i

αi(X)δτ(Xi) = δτ

(∑

i

αi(X)Xi

)
= δτ(X).

Logo, Φ, como definida acima, é uma aplicação momento. A recíproca é consequência da

definição de aplicação momento. □

Corolário 3.3.3. Sempre existem aplicações momento para ações Hamiltonianas.

Observação 3.3.4. Seja Φ : M → g∗ uma aplicação momento. Para cada X ∈ g, denotare-

mos por X♯ : g∗ → R o funcional linear de avaliação em X , isto é,

X♯(α) = α(X)

para todo α ∈ g∗. Assim, podemos escrever fX(p) = Φ(p)(X) = X♯◦Φ(p) para todo p ∈M .

Pela regra da cadeia, a derivada d(fX)p : TpM → R é dada por

d(fX)p = dX♯
Φ(p) ◦ dΦp = X♯ ◦ dΦp.
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Logo,

d(fX)p(v) = dΦp(v)(X)

para todo v ∈ TpM . ⋄

Em geral, dada uma ação Hamiltoniana, não existe unicidade para a aplicação mo-

mento. Sejam Φ1 e Φ2 duas aplicações momento para a ação τ . Para todoX ∈ g, as funções

fΦ1
X e fΦ2

X são funções Hamiltonianas para o campo δτ(X) e, assim, d(fΦ1
X − fΦ2

X ) = 0. Isso

significa que fΦ1
X − fΦ2

X é constante em cada componente conexa de M . Em particular, se

M é conexa, então as aplicações momento são iguais a menos de uma constante.

Exemplo 3.3.5. Considere a variedade simplética (C, dx ∧ dy) com a ação τ : S1 × C → C

dada como no Exemplo 2.4.25. Tendo em mente a identificação T1S1 ≃ R obtemos que a

aplicação Φ : C → (T1S
1)∗ ≃ R definida por Φ(z) := −π|z|2 é uma aplicação momento. ⋄

Exemplo 3.3.6. Sabemos, do Teorema 3.1.1, que o par (O(λ), ωO(λ)) é uma variedade sim-

plética. Mais ainda, δτ(X) = ad∗(X), onde X ∈ g, é Hamiltoniano para a função fX(α) =

α(X) com α ∈ O(λ). Concluímos que a ação de G na órbita O(λ) é Hamiltoniana e uma

aplicação momento Φ : O(λ) → g∗ é dada pela inclusão. ⋄

Exemplo 3.3.7. Seja G um grupo de Lie compacto ou semissimples. Pela Proposição 3.1.4

o par (O(Λ), ωO(Λ)) é uma variedade simplética. Os campos induzidos δτ(X) = ad(X),

com X ∈ g, são Hamiltonianos para as funções da Proposição 3.1.9. Logo, a ação de G na

órbita adjunta O(Λ) é Hamiltoniana e uma aplicação momento Φ : O(Λ) → g∗ é dada pela

composta ι ◦ ♭ onde ι : O(λ) →֒ g∗ é a inclusão e ♭ o difeomorfismo da Proposição 3.1.4. ⋄

Exemplo 3.3.8 (Momento Linear). Sejam M = TR3 ≃ R6 munido da forma simplética

ω =
∑3

i=1 dq
i ∧ dpi e o grupo aditivo das translações G = R3. Consideremos a ação τ :

G×M →M dada por

τ(x, (q, p)) = (q + x, p).

A álgebra de Lie do grupo G é g = R3. Determinaremos uma aplicação momento associ-

ada a essa ação. Inicialmente, obteremos a ação infinitesimal. Dados x ∈ R3 e (q, p) ∈ R6,

tem-se

δτ(x)(q,p) =
d

dt
τ(exp(tx), (q, p))|t=0

=
d

dt
(q + exp(tx), p)|t=0

=
d

dt
(q + tx, p)|t=0

= (x, 0),
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onde na terceira igualdade usamos que exp(tx) = tx pois em R3 os campos invariantes

são constantes. Para cada x ∈ R3 queremos encontrar uma função fx : TR3 → (R3)∗ de

maneira que o campo induzido δτ(x) coincida com o campo Hamiltoniano de tal função.

Assim, devemos ter que

d(fx)(q,p)(u, v) = ω(δτ(x)(q,p), (u, v))

= ω((x, 0), (u, v))

= ⟨x, v⟩

para quaisquer x ∈ R3 e (q, p), (u, v) ∈ R6, onde ⟨·, ·⟩ é o produto interno canônico de R3.

Escolhendo (u, v) na base canônica de R6 obteremos as seguintes condições

∂fx
∂qi

(q, p) = 0 e
∂fx
∂pi

(q, p) = xi

para todo i ∈ {1, 2, 3}. Notemos que a função fx(q, p) := ⟨p, x⟩ satisfaz as condições acima.

Logo, a aplicação Φ : TR3 → (R3)∗ definida por

Φ(q, p)(·) = ⟨p, ·⟩

é uma aplicação momento. Podemos enxergar, via Teorema da Representação de Riesz,

o funcional linear Φ(q, p) como sendo o vetor p. Dessa forma, a aplicação Φ associa cada

ponto do espaço de fase ao seu momento linear. ⋄

Exemplo 3.3.9 (Momento Angular). Sejam M = T ∗R3 ≃ R6 munido da forma simplética

canônica e o grupo das rotações no espaço tridimensional G = SO(3) que preservam a

orientação. Considere a ação τ : G×M →M dada por

τ(g, (q, p)) := (gq, gp).

Nosso objetivo consiste em encontrar uma aplicação momento associada a essa ação. Fa-

remos o uso do isomorfismo R3 ≃ so(3), como álgebras de Lie (veja Exemplo C.1.2). Cal-

cularemos os campos induzidos. Dados X = ψ(v) ∈ so(3) e (q, p) ∈ R6, tem-se

δτ(X)(q,p) =
d

dt
τ(exp(tX), (q, p))|t=0

=
d

dt
(exp(tX)q, exp(tX)p)|t=0

= (Xq,Xp)

= (v × q, v × p).



62

Buscaremos um candidato a aplicação momento associada a essa ação. Para cada X ∈
so(3), devemos encontrar uma função fX : M ≃ R6 → R cujo campo Hamiltoniano indu-

zido coincida com δτ(X). Sejam (q, p), (u1, u2) ∈ R6.

d(fX)(q,p)(u1, u2) = ω(δτ(X)(q,p), (u1, u2))

= ω((v × q, v × p), (u1, u2))

= ⟨v × q, u2⟩ − ⟨v × p, u1⟩,

onde ⟨·, ·⟩ é o produto interno canônico de R3. Por outro lado,

d(fX)(q,p)(u1, u2) =
3∑

i=1

∂fX
∂qi

dqi(u1, u2) +
∂fX
∂pi

dpi(u1, u2)

=

〈
∂fX
∂q

, u1

〉
+

〈
∂fX
∂p

, u2

〉
.

Fazendo separadamente u1 = 0 e u2 = 0 nas expressões acima, encontramos as seguintes

condições

∂fX
∂p

= v × q e
∂fX
∂q

= −v × q.

Como o produto misto de vetores permanece inalterado quando realizamos permutações

cíclicas segue que fX(q, p) := ⟨q × p, v⟩ tem as propriedades acima. Assim, a aplicação

Φ :M ≃ R6 → so(3)∗ dada por

Φ(q, p)X := ⟨q × p, v⟩

é uma aplicação momento. O funcional Φ(q, p) é canonicamente identificado, via Teorema

da Representação de Riesz, com o vetor q × p. Portanto, a aplicação Φ associa cada ponto

do espaço de fase ao seu momento angular total. ⋄

Se τ for uma ação arbitrária, não há motivos para existir uma aplicação momento,

uma vez que os campos induzidos por essa ação não precisam ser Hamiltonianos. Con-

tudo, impondo certas propriedades topológicas a M e G conseguimos assegurar a exis-

tência de uma aplicação momento.

Lema 3.3.10. Para quaisquer X, Y ∈ XSimp(M) temos que [X, Y ] = −Xω(X,Y ). Em particular,

XHam(M) é um ideal de (XSimp(M), {·, ·}ω).
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Demonstração: Por hipótese, LXω = 0 e diY ω = 0. Pelos itens 9 e 7 da Proposição D.3.12

temos

i[X,Y ]ω = LXiY ω − iYLXω
= iXd(iY ω) + d(iXiY ω)

= d(ω(Y,X))

= −d(ω(X, Y )).

Suponhamos, agora, que X ∈ XHam(M) e Y ∈ XSimp(M). Como XHam(M) ⊆ XSimp(M)

segue do que acabamos de mostrar que [X, Y ] = −Xω(X,Y ) ∈ XHam(M). □

Proposição 3.3.11. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e τ : G ×M → M uma ação sim-

plética. Existe uma aplicação momento associada à ação τ se, e somente se, a transformação linear

F : g/[g, g] → H1
dR(M) dada por F (X + [g, g]) := iδτ(X)ω +B1(M) é identicamente nula.

Demonstração: Vamos inicialmente construir a aplicação F . Para isso, mostremos que

[g, g] está contido no núcleo da transformação linear X 7→ iδτ(X)ω + B1(M). É suficiente

verificarmos tal propriedade num conjunto gerador de [g, g]. Como ação τ é simplética

devemos ter que os campos induzidos δτ(A) e δτ(B), com A,B ∈ g, são simpléticos. Pelo

Lema 3.3.10 temos [δτ(A), δτ(B)] = −Xω(δτ(A),δτ(B)). Assim,

iδτ([A,B])ω = i[δτ(A),δτ(B)]ω = i−Xω(δτ(A),δτ(B))
ω = −dω(δτ(A), δτ(B)) ∈ B1(M).

Logo, a propriedade universal do quociente nos garante a existência da transformação

linear F do enunciado. Por fim, existe uma aplicação momento Φ associada a τ⇐⇒
dfX = iδτ(X)ω para todo X ∈ g ⇐⇒ F (X + [g, g]) = iδτ(X)ω + B1(M) = B1(M) para

todo X ∈ g. □

Corolário 3.3.12. Sejam (M,ω) uma variedade simplética e τ : G×M →M uma ação simplética.

Se uma das afirmações abaixo for válida, então existe uma aplicação momento associada à ação τ .

• H1
dR(M) é trivial.

• g = [g, g], isto é, o primeiro grupo de cohomologia da álgebra de Lie g é trivial.

Há um certo interesse físico, sobretudo a física teórica moderna, em compreender

a relação entre simetrias1 de sistemas físicos e grandezas físicas conservadas. Às vezes
1 Entende-se aqui por simetria de um sistema físico uma ação de um grupo (de Lie) no espaço de

fase que deixa invariante a forma simplética e a função Hamiltoniana.
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a conservação de energia e momento linear são considerados como leis físicas. Na ver-

dade, a conservação de tais grandezas está atrelada às simetrias translacionais do tempo

e do espaço, respectivamente. Veja, por exemplo, [17]. De maneira geral, vale o seguinte

resultado:

Teorema 3.3.13 (Noether). Sejam (M,ω, τ) e H ∈ C∞(M). Para cada X ∈ g a função fX é

uma constante de movimento para o sistema Hamiltoniano (M,ω,H), isto é,

d

dt
fX(α(t)) = 0

para toda curva integral α : I → R do campo Hamiltoniano XH .

Demonstração: Vide [14]. □

3.3.2 Equivariância e condições topológicas

Definição 3.3.14. Dizemos que a aplicação momento Φ é equivariante em relação à ação τ

e a ação coadjunta se, e somente se, Φ ◦ τg(x) = Ad∗(g)Φ(x) para quaisquer g ∈ G e x ∈M .

Podemos expressar a igualdade anterior no diagrama comutativo abaixo.

M
Φ //

τg

��

g∗

Ad∗(g)

��
M

Φ
// g∗

Observação 3.3.15. Alguns autores, como por exemplo [20, p.966], exigem que a aplicação

momento seja equivariante. ⋄

Exemplo 3.3.16. A aplicação momento associada à ação coadjunta de um grupo de Lie G

na órbita coadjunta O(λ) é equivariante. De fato, pelo Exemplo 3.3.6, a aplicação momento

Φ é a inclusão e, assim, para quaisquer g ∈ G e ξ ∈ O(λ) temos

Φ ◦ Ad∗(g)(ξ) = Ad∗(g)(ξ) = Ad∗(g) ◦ Φ(ξ).

⋄

Exemplo 3.3.17. A aplicação momento associada à ação adjunta de um grupo de Lie com-

pacto G na órbita adjunta O(Λ) é equivariante. Tomemos g ∈ G e X ∈ O(Λ). Argumenta-

remos que o diagrama

O(Λ) Φ //

Ad(g)
��

g∗

Ad∗(g)

��
O(Λ)

Φ
// g∗
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é comutativo. Pelo Exemplo 3.3.7, a aplicação Φ é dada pela composta ι ◦ ♭, onde ♭ é o

isomorfismo da Proposição 3.1.4. Assim, para todo Y ∈ g temos

Φ ◦ Ad(g)(X)(Y ) = ♭(Ad(g)X)(Y ) = ⟨Ad(g)X, Y ⟩

e, pela expressão (C.2), tem-se

Ad∗(g) ◦ Φ(X)(Y ) = Ad∗(g)(♭(X))(Y ) = ♭(X) ◦ Ad(g−1)(Y ) = ⟨X,Ad(g−1)Y ⟩.

Como ⟨·, ·⟩ é um produto interno Ad-invariante temos Φ ◦ Ad(g)(X) = Ad∗(g) ◦ Φ(X).

Portanto, Φ é equivariante. ⋄

Exemplo 3.3.18. O momento linear, do Exemplo 3.3.8, é uma aplicação equivariante. De

fato, como (R3,+) é um grupo abeliano temos Ad∗(x) = id(R3)∗ para todo x ∈ R3. Mostre-

mos que o diagrama

TR3 ≃ R6 Φ //

τx
��

(R3)∗

Ad∗(x)
��

TR3 ≃ R6
Φ

// (R3)∗

comuta. Para quaisquer x, y ∈ R3 e (q, p) ∈ R6, tem-se

Φ ◦ τx(q, p)(y) = Φ(q + x, p)(y)

= ⟨p, y⟩
= Φ(q, p)(y)

= Ad∗(x) ◦ Φ(q, p)(y)

como desejado. Embora não seja tão direto, o momento angular do Exemplo 3.3.9 também

é uma aplicação equivariante. ⋄

Nem toda ação Hamiltoniana admite uma aplicação momento que seja equivari-

ante em relação a τ e Ad∗. Desejamos obter condições topológicas que nos informem

quando as aplicações momento são equivariantes. Nesse sentido, uma metodologia usual

consiste em introduzirmos um conceito que meça em que grau as aplicações momento

deixam de ser equivariantes. Isso é feito através dos grupos de cohomologia (vide [29]).

Sejam (M,ω) uma variedade simplética, τ : G ×M → M uma ação Hamiltoniana

e Φ : M → g∗ uma aplicação momento. Tomemos g ∈ G e A ∈ g. Pelo Corolário 2.4.20 e a

Proposição C.2.8, tem-se

XfA◦τg = (τg−1)∗(XfA) = (τg−1)∗(δτ(A)) = δτ(Ad(g−1)A) = XfAd(g−1)A
.
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Assim, a função ψg,A :M → R dada por

ψg,A := fA ◦ τg − fAd(g−1)A

é constante em cada componente conexa de M . Pela definição de aplicação momento

temos

fAd(g−1)A(p) = Φ(p)(Ad(g−1)A) = Ad∗(g) ◦ Φ(p)(A).

Logo,

ψg,A(p) = (Φ ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ(p))(A).

Se M for conexa, então o funcional

Φ ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ(p) ∈ g∗

não depende do ponto p ∈M .

Por ora, suponhamos que M seja conexa e fixemos um ponto p ∈ M . Diante do

exposto acima, a aplicação σΦ : G→ g∗ dada por

σΦ(g)
.
= Φ ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ(p) (3.6)

está bem definida. Notemos que σΦ(1) = 0 e que σΦ é identicamente nula se, e somente

se, a aplicação momento é equivariante.

Proposição 3.3.19 (Identidade do Cociclo). Seja M conexa. A aplicação σ, como definida em

(3.6), satisfaz a seguinte condição

σΦ(gh) = σΦ(g) + Ad∗(g)σΦ(h) (3.7)

para quaisquer g, h ∈ G.

Demonstração: Seja A ∈ g. Lembremos que Ad∗ é um homomorfismo entre os grupos G

e Gl(g). Por (3.6) temos

σΦ(gh) = (Φ ◦ τg ◦ τh(p)− Ad∗(g) ◦ Ad∗(h) ◦ Φ(p))A
= Φ(τg(τh(p)))A− Φ(p) ◦ Ad(h−1) ◦ Ad(g−1)A. (3.8)

No lado direito da última igualdade somamos e subtraímos o termo Φ(τh(p)) ◦ Ad(g−1)A.

Assim, (3.8) será igual a soma de duas parcelas. A primeira delas é

Φ(τg(τh(p)))A− Φ(τh(p)) ◦ Ad(g−1)A
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que coincide com σΦ(g)A, uma vez que a aplicação σΦ não depende do ponto de M . Já a

segunda parcela que provém de (3.8) é

Ad∗(g)(Φ ◦ τh(p)− Ad∗(h) ◦ Φ(p))A

que é igual a Ad∗(g)σΦ(h)A. Assim, a identidade desejada segue. □

Uma aplicação σΦ : G → g∗ que tem a propriedade (3.7) é denominada cociclo em

G. Dizemos que um cociclo ∆ é uma cofronteira quando existe α ∈ g∗ tal que ∆(g) =

α− Ad∗(g)α. Denotaremos por

• B(G, g∗) o conjunto dos cociclos de G em g∗.

• Z(G, g∗) o conjunto das cofronteiras de G em g∗.

Os conjuntos definidos acima têm estrutura de espaço vetorial. Mais ainda, Z(G, g∗)

é um subespaço vetorial de B(G, g∗). Assim, podemos considerar o espaço quociente

H1(G, g∗)
.
= B(G, g∗)/Z(G, g∗)

que é denominado primeiro grupo de cohomologia de G com valores em g∗. As classes

de equivalência serão denotadas por [σΦ]. Dois cociclos de uma mesma classe são ditos

cohomólogos.

Proposição 3.3.20. Sejam (M,ω) uma variedade simplética conexa e τ : G×M →M uma ação

Hamiltoniana. Se Φ1,Φ2 : M → g∗ são duas aplicações momento associadas aos cociclos σ1 e σ2,

respectivamente, então as classes de cohomologia [σ1] e [σ2], em H1(G, g∗), são iguais. Além disso,

1. se Φ :M → g∗ é uma aplicação momento equivariante, então [σΦ] = 0.

2. se Φ : M → g∗ é uma aplicação momento tal que [σΦ] = 0, então existe aplicação momento

equivariante.

3. se H1(G, g∗) = {0}, então existe uma aplicação momento equivariante.

Demonstração: Sejam Φ1 e Φ2 aplicações momento associadas à ação τ e σ1 e σ2 os rec-

pectivos cociclos. Como M é conexa segue que Φ2 = Φ1 + α̃ para algum α ∈ g∗, sendo a
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aplicação α̃ : M → g∗ dada por α̃(p) = α para todo p ∈ M . Assim, σ1 e σ2 são cohomólo-

gas. De fato,

σ2(g) = (Φ1 + α̃) ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ (Φ1 + α̃)(p)

= Φ1 ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ1(p) + α̃ ◦ τg(p)− Ad∗(g)α

= σ1(g) + α− Ad∗(g)α

= σ1(g) + ∆(g)

para todo g ∈ G.

Se existe uma aplicação momento equivariante, então a classe de equivalência do

cociclo induzido é nulo. Isso mostra o item 1.

Mostraremos o item 2. Por hipótese, deve existir α ∈ g∗ tal que σΦ(g) = α−Ad∗(g)α

para todo g ∈ G. Afirmamos que a aplicação Φ0 :M → g∗ definida por

Φ0(p) := Φ(p)− α̃

para todo p ∈M é uma aplicação momento equivariante. Para todo g ∈ G, tem-se

Φ0 ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ0(p) = (Φ− α̃) ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ (Φ− α̃)(p)

= Φ ◦ τg(p)− Ad∗(g) ◦ Φ(p)− α +Ad∗(g)α

= σΦ(g)− α +Ad∗(g)α

= 0.

Mostraremos o item 3. Por hipótese, a ação de G em M é Hamiltoniana. Pelo Co-

rolário 3.3.3, existe uma aplicação momento Φ : M → g∗. Como [σΦ] ∈ H1(G, g∗) segue,

pelo item anterior, que existe aplicação momento equivariante. □

Corolário 3.3.21. Sob as mesmas hipóteses da Proposição 3.3.20, se σ1 e σ2 são cociclos associados

às aplicações momentos Φ1 e Φ2, respectivamente, então σ2(g) = σ1(g) + ∆(g) para todo g ∈ G.

Observação 3.3.22. Cohomologias de ordem 2 podem ser construídas por meio do parên-

teses de Poisson (vide [7]). Além disso, pode-se enunciar critérios quando uma variedade

simplética munida de uma ação diferenciável de um grupo de Lie é uma variedade de

Poisson (vide [12, p.89]). ⋄

No próximo resultado veremos que podemos alterar a ação coadjunta em g∗ de

maneira a tornar uma aplicação momento equivariante.
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Proposição 3.3.23. Sejam (M,ω) uma variedade simplética conexa, τ : G × M → M uma

ação Hamiltoniana e Φ : M → g∗ uma aplicação momento. Se [σΦ] ̸= 0, então a aplicação

ϕ : G× g∗ → g∗ dada por

ϕ(g, α) := Ad∗(g)α + σΦ(g)

é uma ação à esquerda. Além disso, Φ é equivariante com relação a ϕ e Ad∗.

Demonstração: Por construção,

ϕ(1, α) = Ad∗(1)α + σΦ(1) = idg∗ α + 0 = α.

Sejam g, h ∈ G. Pela identidade (3.7) temos

ϕ(gh, α) = Ad∗(gh)α + σΦ(gh)

= Ad∗(g) ◦ Ad∗(h)α + σΦ(g) + Ad∗(g)σΦ(h)

= Ad∗(g) ◦ (Ad∗(h) + σΦ(h))α + σΦ(g)

= Ad∗(g)ϕ(h, α) + σΦ(g)

= ϕ(g, ϕ(h, α))).

Logo, ϕ é uma ação. A equivariância de Φ em relação a τ e ϕ também é uma consequência

da igualdade (3.7) pois

Φ ◦ τg(p)− ϕ(g,Φ(p)) = Φ ◦ τg(p)− Ad∗(g)Φ(p)− σΦ(g) = 0.

Assim, o resultado segue. □

Equivariância e Representações Afins

Apresentaremos uma abordagem alternativa para o estudo da equivariância de

aplicações momento que, num certo sentido, está relacionada com a descrição topoló-

gica. Veremos que dada uma aplicação momento Φ, sempre existe uma representação

afim (vide página 157) de G em g∗ cuja representação linear é Ad∗ e tal que Φ é equivari-

ante para a ação induzida pela representação afim.

Proposição 3.3.24 (Souriau). Sejam (M,ω) uma variedade simplética conexa, τ : G×M →M

uma ação Hamiltoniana e Φ :M → g∗ uma aplicação momento.

1. A aplicação AΦ : G→ Af(g∗) dada por AΦ := (Ad∗, σΦ) é uma representação afim.

2. A aplicação momento Φ é equivariante em relação a τ e AΦ.
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3. Representações afins associadas a duas aplicações momento distintas são sempre equivalentes.

4. Existe uma aplicação momento equivariante se, e somente se, a representação afim AΦ é

equivalente à representação linear (Ad∗, 0).

Demonstração: O item 1 segue da propriedade (3.7) de cociclo de σ. Para quaisquer p ∈M

e g ∈ G temos

Φ ◦ τg(p) = Ad∗(g)Φ(p) + σ(g) = AΦ(g)Φ(p),

mostrando o item 2.

Sejam A1 = (Ad∗, σ1) e A2 = (Ad∗, σ2) representações afins definidas pelas aplica-

ções momento Φ1 e Φ2, respectivamente. Existe α ∈ g∗ tal que Φ2 = Φ1 + α, já que M é

conexa. Defina T ∈ Af(g∗) por T = (id, α). Assim, pelo Corolário 3.3.21 temos

TA1(g)T
−1 = (id, α)(Ad∗(g), σ1(g))(id, α)

−1

= (id, α)(Ad∗(g),−Ad∗(g)α + σ1(g))

= (Ad∗(g), α− Ad∗(g)α + σ1(g))

= (Ad∗(g), σ1(g) + ∆(g))

= (Ad∗(g), σ2(g))

= A2(g)

para todo g ∈ G. Isso mostra o item 3.

Por fim, provemos o item 4. Se Φ0 é uma aplicação momento equivariante, então

basta tomar T ∈ Af(g∗) como sendo T = (id, 0) pois para todo g ∈ G temos

AΦ0(g) = (Ad∗(g), 0) = T (Ad∗(g), 0)T−1

Assim, AΦ0 é equivalente a (Ad∗, 0). Pelo item 3 temos que AΦ é equivalente a AΦ0 , logo

AΦ é equivalente a (Ad∗, 0). Reciprocamente, suponhamos que AΦ é equivalente à repre-

sentação linear (Ad∗, 0). Então, existe (P, α) ∈ Af(g∗) tal que

(Ad∗(g), σΦ(g)) = (P, α)(Ad∗(g), 0)(P, α)−1

= (P, α)(Ad∗(g)P−1,−Ad∗(g)P−1α)

= (P Ad∗(g)P−1, α− P Ad∗(g)P−1α)

para todo g ∈ G. Logo, Ad∗(g) = P Ad∗(g)P−1 e, assim,

σΦ(g) = α− Ad∗(g)α = ∆(g) ∈ Z(G, g∗).

Daí, [σΦ] = 0 e, pela Proposição 3.3.20, existe uma aplicação momento equivariante. □



71

Os resultados de existência de aplicações momento equivariante expostos anteri-

ormente possuem algumas consequências interessantes quando o grupo de Lie G tem

propriedades topológicas adicionais.

Lema 3.3.25. Sejam G um grupo topológico compacto e Hausdorff e ρ : G → Gl(V ) uma repre-

sentação contínua de dimensão finita. Se c : G→ V é um 1-cociclo contínuo para ρ, então c é uma

cofronteira.

Demonstração: Vide [21]. □

Tendo conhecimento do lema anterior, pode-se mostrar:

Proposição 3.3.26. Seja G um grupo compacto. Então, uma ação Hamiltoniana de G admite uma

aplicação momento equivariante. Se G é semissimples, então essa aplicação momento é única.

Demonstração: Vide [21]. □

Proposição 3.3.27. Se G é um grupo conexo e semissimples, então uma ação Hamiltoniana de G

admite uma única aplicação momento equivariante.

Demonstração: Vide [21]. □

Consequências da Equivariância

Definição 3.3.28. Um G-espaço Hamiltoniano (M,ω,G,Φ) é composto por:

• uma variedade simplética (M,ω) e um grupo de Lie conexo G com álgebra de Lie g.

• uma ação diferenciável τ : G ×M → M com ação infinitesimal associada δτ : g →
X(M).

• uma aplicação momento Φ : (M,ω) → g∗.

Proposição 3.3.29. Considere o G-espaço Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ). Se G é um grupo

de Lie compacto, então a ação adjunta na álgebra de Lie g é uma ação própria. Além disso, tem-se

C∞(O(Λ)) = Φ∗(C∞(g)).

Demonstração: Basta usar a Proposição 3.1.7 e a Proposition 12.22 de [30, p.27]. □
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Proposição 3.3.30. Seja (M,ω, τ,Φ) um G-espaço Hamiltoniano. Se a aplicação momento Φ é

equivariante, então {fA, fB} = f[A,B] para quaisquer A,B ∈ g. Em particular, o subespaço

ger{fA : A ∈ g} ⊆ C∞(M)

é fechado para o parênteses de Poisson, é uma subálgebra e a aplicação Φ̂ : X 7→ fX é um homo-

morfismo entre as álgebras de Lie (g, [·, ·]) e (C∞(M), {·, ·}).

Demonstração: Sejam p ∈M e B ∈ g. Pela equivariância de Φ temos

Φ ◦ τexp(tB)(p) = Ad∗(exp(tB)) ◦ Φ(p)

para todo t ∈ R. Derivando o lado esquerdo da expressão acima em t = 0 e usando a

Observação 3.3.4 temos

d

dt
Φ ◦ τexp(tB)(p)|t=0(A) = dΦp

(
d

dt
τexp(tB)(p)|t=0

)
(A)

= dΦp(δτ(B)p)(A)

= A♯ ◦ dΦp(δτ(B)p)

= d(fA)p(δτ(B)p)

= ωp(XfA(p), δτ(B)p)

= ωp(XfA(p), XfB(p))

= {fA, fB}(p).

Por outro lado, derivando o lado direito em t = 0 temos

d

dt
Ad∗(exp(tB)) ◦ Φ(p)|t=0(A) =

d

dt
Φ(p) ◦ Ad(exp(−tB))|t=0(A)

= Φ(p) ◦ d

dt
Ad(exp(−tB))|t=0(A)

= −Φ(p) ◦ ad(B)(A)

= Φ(p)[A,B]

= f[A,B](p).

Portanto, o resultado desejado segue. □

Proposição 3.3.31. Sejam (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano, p ∈ M e ξ = Φ(p) ∈ g∗. Se

ι : G · p →֒M é a inclusão e Φ é equivariante, então

ι∗ω = (Φ ◦ ι)∗ωO(ξ)

em Ω2(G · p), onde (O(ξ), ωO(ξ)) é a órbita coadjunta de ξ ∈ g∗.
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Demonstração: O espaço tangente Tp(G · p) coincide com o conjunto {δτ(X)(p) : X ∈ g}.

Pela Proposição 3.3.30 temos

ι∗ωp(δτ(A)(p), δτ(B)(p)) = ωp(XfA(p), XfB(p))

= {fA, fB}(p)
= f[A,B](p)

= Φ(p)([A,B])

= ξ([A,B])

= ωO(ξ),ξ(ad
∗(A)ξ, ad∗(B)ξ)

para quaisquer A,B ∈ g. Pela definição de pullback (Φ ◦ ι)∗ωO(ξ) ∈ Ω2(G · p). A hipótese

de equivariância da aplicação momento implica que

ad∗(A)ξ =
d

dt
Ad∗(exp(tA))Φ(p)|t=0 =

d

dt
Φ(τexp(tA)(p))|t=0.

Pela regra da cadeia e a definição de ação infinitesimal temos

ad∗(A)ξ = dΦp

(
d

dt
τ(exp(tA, p)|t=0

)
= dΦp(δτ(A)(p)).

De maneira análoga, tem-se

ad∗(B)ξ = dΦp(δτ(B)(p)).

Assim,

ωO(ξ),ξ(ad
∗(A)ξ, ad∗(B)ξ) = ωO(ξ),ξ(dΦp(δτ(A)(p)), dΦp(δτ(B)(p)))

= Φ∗ωO(ξ),ξ(δτ(A)(p), δτ(B)(p))

e, portanto, concluímos a igualdade desejada. □

3.3.3 Hamiltoniano Coletivo

Definição 3.3.32. Seja (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano. Um Hamiltoniano cole-

tivo é uma função H ∈ C∞(M) tal que H = Φ∗(F ) para algum F ∈ C∞(g∗).

Apresentaremos alguns resultados envolvendo tal conceito que serão utilizados

mais adiante. Para uma discussão mais aprofundada consulte [2, 3].
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Proposição 3.3.33. Seja (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano. Se H ∈ C∞(M) é um Hamil-

toniano coletivo da forma H = Φ∗(F ), então o campo vetorial induzido XH ∈ X(M) é dado por

XH = δτ((∇F ) ◦ Φ). (3.9)

Demonstração: Sejam {Xi} uma base de g e {X∗
i } a respectiva base dual de g∗. Para cada

p ∈M , tem-se Φ(p) ∈ g∗. Logo, podemos escrever

Φ(p) =
∑

i

Φi(p)X∗
i ,

onde Φi(p) = Φ(p)(Xi) = fXi
(p) ∈ R. Isto define, para cada i ∈ {1, . . . , dim g}, funções

Φi : M → R que em cada ponto p ∈ M nos dão a i-ésima coordenada do funcional linear

Φ(p) na base {X∗
i }. Mais ainda, para cada p ∈M temos que dΦi

p : TpM → R é tal que

dΦi
p(v) = d(fXi

)p(v) = iδτ(Xi)pωp(v) = ωp(δτ(Xi)p, v)

para todo v ∈ TpM , já que fXi
é uma função Hamiltoniana para o campo δτ(Xi). Assim,

dΦp(v) =
∑

i

dΦi
p(v)X

∗
i

para quaisquer p ∈ M e v ∈ TpM . Como a função H ∈ C∞(M) é um Hamiltoniano

coletivo, existe F ∈ C∞(g∗) tal que H = Φ∗(F ). Fixemos de agora em diante um ponto

p ∈M . Pela definição dada em (3.4) temos que dFΦ(p) : g
∗ → R satisfaz

dFΦ(p)(X
∗
i ) = X∗

i (∇F (Φ(p))).

Aplicando a regra da cadeia temos

dHp(v) = dFΦ(p)(dΦp(v))

= dFΦ(p)

(∑

i

dΦi
p(v)X

∗
i

)

=
∑

i

dFΦ(p) (X
∗
i ) dΦ

i
p(v)

=
∑

i

X∗
i (∇F (Φ(p)))ωp(δτ(Xi)p, v)

= ωp

(∑

i

X∗
i (∇F (Φ(p)))δτ(Xi)p, v

)

= ωp

(
δτ

(∑

i

X∗
i (∇F (Φ(p)))Xi

)
p, v

)

= ωp(δτ(∇F (Φ(p)))p, v)
= iδτ(∇F (Φ(p)))pωp(v)
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para todo v ∈ TpM . A igualdade acima implica que

XH(p) = δτ(∇F (Φ(p)))p

para todo p ∈M . Portanto, o campo XH é como em (3.3.33). □

Exemplo 3.3.34. Considere o G-espaço Hamiltoniano (O(λ), ωO(λ), G,Φ). Dado o Hamil-

toniano coletivo H = Φ∗(F ) ∈ C∞(O(λ)), tem-se XH = ad∗((∇F ) ◦ Φ). ⋄

Lema 3.3.35. Se F ∈ C∞(g∗)Ad∗ , então

∇F (Ad∗(g)ξ) = Ad(g)∇F (ξ)

para quaisquer g ∈ G e ξ ∈ g∗. Em outras palavras, a aplicação ∇F : g∗ → g é equivariante com

relação as ações adjunta e coadjunta.

Demonstração: Por hipótese, F = F ◦Ad∗(g) para todo g ∈ G. Pela regra da cadeia, tem-se

dFξ = d(F ◦ Ad∗(g))ξ = dFAd∗(g)ξ(dAd
∗(g)ξ) = dFAd∗(g)ξ ◦ Ad∗(g)

para todo ξ ∈ g∗. Dados η, ξ ∈ g∗,

η(∇F (ξ)) = dFξ(η) = Ad∗(g)η(∇F (Ad∗(g)ξ)).

Aplicando Ad∗(g−1) em ambos os lados dessa igualdade obtemos

Ad∗(g−1)η(∇F (ξ)) = η(∇F (Ad∗(g)ξ)),

ou seja,

η(Ad(g)∇F (ξ)) = η(∇F (Ad∗(g)ξ))

para todo η ∈ g∗. Portanto, o resultado segue. □

Lema 3.3.36. Sejam (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano com Φ equivariante, p ∈ M ,

F ∈ C∞(g∗) e v ∈ X(G) o campo vetorial dado por vg = d(Dg)1(∇F (Φ(τg(p)))). Se F é

Ad∗-invariante, então

vg = d(Eg)1(∇F (Φ(p))).

Demonstração: Lembremos que para todo g ∈ G temos Ad(g) = (dDg−1)g ◦ d(Eg)1. Assim,

vg = d(Dg)1(∇F (Φ(τg(p))))
= d(Dg)1(∇F (Ad∗(g)Φ(p)))

= d(Dg)1(Ad(g)∇F (Φ(p)))
= d(Dg)1 ◦ d(Dg−1)g ◦ d(Eg)1(∇F (Φ(p)))
= d(Eg)1(∇F (Φ(p)))
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onde na segunda igualdade usamos a equivariância da aplicação momento e na terceira

igualdade o Lema 3.3.35. □

Teorema 3.3.37 (Guillemin-Sternberg [2]). Sejam (M,ω) uma variedade simplética, G um

grupo de Lie compacto conexo com álgebra de Lie g, τ : G ×M → M uma ação Hamiltoniana e

Φ : (M,ω) → g∗ uma aplicação momento equivariante. Se F ∈ C∞(g∗), então a curva integral do

campo induzido pelo Hamiltoniano coletivo Φ∗(F ), passando por p ∈M , é dada por

ϕt(p) = τg(t)(p),

onde g : R → G é a solução do problema do valor inicial

dg

dt
= vg(t) e g(0) = 1

para o campo vetorial v ∈ X(G) dado por vg = d(Dg)1(∇F (Φ(τg(p)))). Em particular, se F é

Ad∗-invariante, então

ϕt(p) = τexp(t∇F (Φ(p)))(p).

Demonstração: Fixemos p ∈ M e seja v ∈ X(G) o campo vetorial como no Lema 3.3.36.

Consideremos a aplicação τ p : G→M definida por

τ p(g) = τ(g, p).

Afirmamos que

δτ(X)τg(p) = (dτ p)g(d(Dg)1(X))

para todo X ∈ g. Com efeito,

δτ(X)τ(g)p =
d

dt
τexp(tX))(τg(p))|t=0

=
d

dt
τexp(tX)g(p)|t=0

=
d

dt
τDg(exp(tX))(p)|t=0

=
d

dt
τ p(Dg(exp(tX)))|t=0

= d(τ p)g(d(Dg)1(X)).

Mostraremos que ϕt(p), como definida no enunciado, é a curva integral do campo XΦ∗(F ).

Se t = 0, então

ϕ0(p) = τ(g(0))p = τ(1)p = idM(p) = p.
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Como ϕt(p) = τ p(g(t)) segue que

d

dt
ϕt(p) = d(τ p)g(t)

(
dg

dt

)
= d(τ p)g(t)(vg(t)) = d(τ p)g(t)(d(Dg)1(∇F (Φ(τ(g(t))p)))).

Assim, tem-se

d

dt
ϕt(p) = δτ(∇F (Φ(τg(t)(p))))τg(t)(p)

= δτ(∇F (Φ(ϕt(p))))ϕt(p)
= XΦ∗(F )(ϕt(p)).

Suponhamos, agora, que F ∈ C∞(g∗) é uma função Ad∗-invariante. Mostraremos que a

aplicação g : R → G dada por g(t) := exp(t∇F (Φ(p))) é solução para o problema do valor

inicial do enunciado. De fato,

dg

dt
=

d

ds
exp((s+ t)∇F (Φ(p)))|s=0

=
d

ds
exp(t∇F (Φ(p))) exp(s∇F (Φ(p)))|s=0

=
d

ds
Eg(t)(exp(s∇F (Φ(p))))|s=0

= d(Eg(t))1(∇F (Φ(p)))
= vg(t),

onde na última igualdade usamos o Lema 3.3.36. Portanto, pela primeira afirmação deste

teorema, tem-se ϕt(p) = τexp(t∇F (Φ(p)))(p). □

Proposição 3.3.38. Seja (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano. Se a aplicação momento é

equivariante, então também é uma aplicação de Poisson:

{Φ∗(F ),Φ∗(I)}ω(p) = {F, I}g∗(Φ(p))

para quaisquer p ∈M e F, I ∈ C∞(g∗).

Demonstração: Sejam F, I ∈ C∞(g∗). Pelas Proposições 3.3.33 e 3.3.31 bem como a expres-

são da forma KKS (Teorema 3.1.1) e a definição (3.5) temos

{Φ∗(F ),Φ∗(I)}ω(p) = ωp(XΦ∗(F )(p), XΦ∗(I)(p))

= ωp(δτ(∇F (Φ(p)))p, δτ(∇I(Φ(p)))p)
= ωO(ξ),ξ(dΦp(δτ(∇F (Φ(p)))p), dΦp(δτ(∇I(Φ(p)))p))
= ωO(ξ),ξ(ad

∗(∇F (Φ(p)))Φ(p), ad∗(∇I(Φ(p)))Φ(p))
= Φ(p)([∇F (Φ(p)),∇I(Φ(p))])
= {F, I}g∗(Φ(p))
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para todo p ∈M . □
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4 Equação de Lax e Sistemas Hamiltonianos Integráveis

Um dos principais objetivos deste capítulo consiste em explorarmos a relação entre

o formalismo de Lax e o estudo de integrabilidade de sistemas Hamiltonianos. Recente-

mente tal abordagem vem sendo tratada, por exemplo, em [5, 31] e aplicada para órbitas

coadjuntas dos grupos de Lie U(n) e SO(n).

Inicialmente, faremos uma exposição acerca dos pares de Lax. Recomendamos as

referências [14, p.578], [32, p.11] e [24] para uma discussão mais aprofundada. Em se-

guida, discutiremos um resultado denominado na literatura por truque de Thimm (vide [1,

p.503]) e como ele nos permite obtermos um método de construção, sob certas condições,

de quantidades conservadas em involução. Nesse momento, torna-se evidente a neces-

sidade da hipótese de equivariância da aplicação momento (em particular, a Proposição

3.3.38). Por fim, encerraremos com o Teorema 4.4.7 que fornece uma maneira concreta

de se construir um sistema Hamiltoniano integrável do tipo Gelfand-Tsetlin para órbitas

coadjuntas de U(n) e SO(n).

4.1 Pares de Lax e o Hamiltoniano Coletivo

Seja (M,ω) uma variedade simplética com r = dimM . Um par de Lax para um sis-

tema Hamiltoniano (M,ω,H) consiste em duas aplicações diferenciáveis com valores num

espaço de matrizes L, P : (M,ω) → gl(r,R) tal que a equação de movimento associada a

H ∈ C∞(M) é equivalente a
d

dt
L+ [L, P ] = 0. (4.1)

A equação acima é chamada equação de Lax. Se ϕ : dom(ϕ) ⊆ R → M é a curva integral

do campo XH ∈ X(M), então a igualdade acima é entendida como

d

dt
L(ϕ(t)) + [L(ϕ(t)), P (ϕ(t))] = 0.

Convencionaremos que L(t) ≡ L(ϕ(t)).

Vamos resolver a equação (4.1). Consideremos o problema de valor inicial

dL

dt
= [P, L] com L(0) = L0. (4.2)

Seja g : (−ε, ε) → Gl(r,R) a aplicação determinada pelo seguinte problema do valor inicial

dg

dt
= P (t)g(t) com g(0) = I .

A aplicação

L(t) = g(t)L0g(t)
−1 (4.3)
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é uma solução de (4.2). Notemos que pela regra de Leibniz temos

0 =
d

dt
Ir =

d

dt
(g(t)g(t)−1) =

dg

dt
(t)g(t)−1 + g(t)

d

dt
g(t)−1

implicando que
d

dt
g(t)−1 = −g(t)−1dg

dt
(t)g(t)−1.

Assim,

dL

dt
=

dg

dt
(t)L0g(t)

−1 + g(t)L0
d

dt
g(t)−1

= P (t)g(t)L0g(t)
−1 + g(t)L0

(
−g(t)−1dg

dt
g(t)−1

)

= P (t)L(t)− g(t)L0g(t)
−1P (t)g(t)g(t)−1

= P (t)L(t)− L(t)P (t)

= [P (t), L(t)],

ou seja, a aplicação (4.3) é uma solução do problema de valor inicial (4.2).

Exemplo 4.1.1. Consideremos o sistema Hamiltoniano dado pelo oscilador harmônico,

veja Exemplo 2.4.2. Pela Proposição 2.5.11, as equações de movimento desse sistema me-

cânico são dadas por
dq

dt
=
∂H

∂p
= p e

dp

dt
= −∂H

∂q
= −κ2q.

Consideremos as aplicações L, P : R2 → gl(2,R) definidas por

L =

(
p κq

κq −p

)
e P =

1

2

(
0 −κ
κ 0

)
.

Logo,

dL

dt
=



dp

dt
κ
dq

dt

κ
dq

dt
−dp
dt


 e [L, P ] =

(
κ2q −κp
−κp −κ2p

)
,

implicando que

dL

dt
+ [L, P ] = 0 ⇐⇒ dq

dt
= p e

dp

dt
= −κ2q.

⋄

Para encontrarmos grandezas conservadas é suficiente procurarmos funções que

sejam invariantes pela ação adjunta.
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Proposição 4.1.2. Seja (L, P ) um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M,ω,H). Se

F : gl(r,R) → R é tal que

F (gXg−1) = F (X)

para quaisquer g ∈ Gl(r,R) e X ∈ gl(r,R), então a composta I = F ◦ L ∈ C∞(M) é constante

sobre o fluxo de XH ∈ X(M).

Demonstração: Seja γ : dom(γ) ⊆ R →M o fluxo de XH . Pela expressão (4.3) e a hipótese

de F ser invariante pela ação adjunta implicam que

I(t) = I(γ(t)) = F (L(γ(t))) = F (g(t)L0g(t)
−1) = F (L0)

para todo t ∈ dom(γ). □

Corolário 4.1.3. Com a notação da Proposição 4.1.2 temos {H, I}ω = 0.

Demonstração: Visto que I é constante sobre o fluxo de XH e que esse campo pode ser

enxergado como uma derivação segue que {H, I}ω = XH(I) = 0. □

Por construção, para cada p ∈ M temos que L(p) é uma matriz e seu polinômio

característico pode ser escrito da seguinte forma

f0(L(p)) + f1(L(p))w + · · ·+ fr−1(L(p))w
r−1 + wr.

Assim, os coeficientes de tal polinômio são funções de M em R, ou seja, fk(L) ∈ C∞(M)

para todo k ∈ {0, . . . , r}.

Proposição 4.1.4. Se (L, P ) é um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M,ω,H), então os

coeficientes do polinômio característico de L constituem um conjunto de quantidades conservadas

para o sistema Hamiltoniano.

Demonstração: Cada fk, com k ∈ {0, . . . , r − 1}, é invariante pela ação adjunta. Com

efeito, já sabemos que o polinômio característico é invariante pela ação adjunta, ou seja,

para todo g ∈ Gl(r,R) temos

det(w Ir−L) = det(g(w Ir−L)g−1) = det(w Ir−gLg−1).

Daí,
r∑

k=0

fk(L)w
k =

r∑

k=0

fk(gLg
−1)wk.
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Pela igualdade de polinômios temos que fk(L) = fk(gLg
−1). Pela Proposição 4.1.2 concluí-

mos que fk(L) é constante ao longo do fluxo de XH , Logo, {H, fk(L)}ω = 0, mostrando

que os coeficientes do polinômio característico de L são quantidades conservadas para o

sistema Hamiltoniano. □

Proposição 4.1.5. Seja (L, P ) um par de Lax para um sistema Hamiltoniano (M,ω,H). Se

L é diagonalizável, isto é, existem U : (M,ω) → Gl(r,R) e Λ : M → gl(r,R) com Λ =

diag(Λ1, . . . ,Λr) tais que L = UΛU−1, então as funções definidas pelos autovalores de L são

quantidades conservadas para o sistema Hamiltoniano (M,ω,H).

Seja L : (M,ω) → gl(r,R). A equação

det(w Ir−L) = 0

é chamada de equação espectral associada a L.

Consideremos o G-espaço Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ). O campo vetorial as-

sociado ao Hamiltoniano coletivo Φ∗(F ), com F ∈ C∞(O(Λ)), é dado, de acordo com a

Proposição 3.3.33, por

XΦ∗(F )(Z) = ad(∇F (Φ(Z)))Z (4.4)

com Z ∈ O(Λ). A equação do movimento para o sistema (O(Λ), ωO(Λ), XΦ∗(F )) é dada pela

seguinte equação diferencial ordinária

d

dt
ϕt(Z) = XΦ∗(F )(ϕt(Z)),

onde ϕt é a curva integral do campo XΦ∗(F ). Sabemos, do Exemplo 3.3.7, que a aplicação

momento Φ : O(Λ) → g∗, a menos do difeomorfismo ♭, é dada pela inclusão. Assim, as

igualdades anteriores nos garante que

d

dt
Φ(ϕt(Z)) = [∇F (Φ(ϕt(Z))),Φ(ϕt(Z))].

Proposição 4.1.6. Considere o G-espaço Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ) e o Hamiltoniano co-

letivo Φ∗(F ) ∈ C∞(O(Λ)). Se L, P : (O(Λ), ωO(Λ)) → g são definidos, respectivamente, por

L = Φ e P = ∇F ◦ Φ, então a equação

dL

dt
+ [L, P ] = 0,

é equivalente a equação do movimento associada a Φ∗(F ).
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Demonstração: Suponhamos que (O(Λ), ωO(Λ), H) é um sistema Hamiltoniano tal que

H = Φ∗(F ) para algum F ∈ C∞(O(Λ)). Vamos mostrar que a partir de uma solução

da equação do movimento de XH ∈ X(O(Λ)) conseguimos garantir uma solução para a

equação de Lax. Se ϕt é a curva integral do campo XH , então

d

dt
ϕt(Z) = XH(ϕt(Z)) = ad(∇F (Φ(ϕt(Z))))ϕt(Z),

para todo Z ∈ O(Λ). Considere L, P : O(Λ) → g aplicações definidas, respectivamente,

por

L(Z) := Φ(Z) e P (Z) := ∇F (Φ(Z))

Assim,

d

dt
L(ϕt(X)) =

d

dt
Φ(ϕt(Z)) = [∇F (Φ(ϕt(Z))),Φ(ϕt(Z))]

ou seja, por construção, vale que d
dt
L+ [L, P ] = 0.

Reciprocamente, suponhamos que γ : dom(γ) ⊆ R → O(Λ) é uma curva tal que

d

dt
L(γ(t)) + [L(γ(t)), P (γ(t))] = 0.

Pela expressão (4.4) temos

XΦ∗(F )(γ(t)) = ad((∇F ) ◦ Φ(γ(t)))(γ(t))
= [(∇F ) ◦ Φ(γ(t)), γ(t)]
= [P (γ(t)), L(γ(t))]

=
d

dt
L(γ(t))

=
d

dt
γ(t),

onde na última igualdade usamos que Φ é a inclusão. Assim, γ é uma curva que é solução

da equação do movimento associada a Φ∗(F ). Pela unicidade da curva integral segue que

γ(t) = ϕt. Portanto, as equações de Lax e do movimento são equivalentes. □

4.2 Restrição da Ação a um Subgrupo Fechado e Conexo

Seja K um subgrupo de Lie fechado e conexo de G (em particular, K é compacto).

Denotaremos sua álgebra de Lie por k. Desejamos construir uma aplicação ΦK : O(Λ) → k∗

de maneira que a quádrupla (O(Λ), ωO(Λ), K,ΦK) seja um K-espaço Hamiltoniano. Aqui

estamos admitindo que a ação de K em M , em símbolos τK , é induzida por restrição pela

ação de G em M .
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Para esse fim, tomemos k⊥ o complemento ortogonal de k com respeito a um pro-

duto interno ⟨·, ·⟩ Ad-invariante em g. Logo, g = k ⊕ k⊥. Denotaremos por πK : g → k a

projeção ortogonal no subespaço k.

Lema 4.2.1. A álgebra de Lie k é identificada, por meio do difeomorfismo ♭ da Proposição 3.1.4, com

um subespaço de g∗. Mais especificamente, vale a decomposição g∗ = k0 ⊕ (k⊥)0 com ♭(k) = (k⊥)0

e ♭(k⊥) = k0.

Demonstração: Sejam Bk = {X1, . . . , Xr} e Bk⊥ = {Y1, . . . , Ys} bases ortonormais de k e k⊥,

respectivamente. O conjunto {X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Ys} é uma base ortonormal de g. Temos

que

g∗ = k0 ⊕ (k⊥)0

e os conjuntos B∗
k = {X∗

1 , . . . , X
∗
r } e B∗

k⊥
= {Y ∗

1 , . . . , Y
∗
s } são bases de (k⊥)0 e k0, respec-

tivamente. Afirmamos que ♭(Bk) = B∗
k e ♭(k⊥) = k0. Para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , r} e

k, l ∈ {1, . . . , s} temos

♭(Xi)(Xj) = ⟨Xi, Xj⟩ = δij = X∗
i (Xj),

♭(Xi)(Yk) = ⟨Xi, Yk⟩ = 0 = X∗
i (Yk)

e

♭(Yk)(Xi) = ⟨Yk, Xi⟩ = 0,

♭(Yk)(Yl) = ⟨Yk, Yl⟩ = δkl = Y ∗
k (Yl).

Logo, k é isomorfo a (k⊥)0 e k⊥ é isomorfo a k0. □

Lema 4.2.2. Os subespaços k0 e (k⊥)0 são ortogonais com respeito ao produto interno de g∗ induzido

por ⟨·, ·⟩.

Demonstração: Recordemos que o produto interno em g∗, induzido por ⟨·, ·⟩, é dado por

⟨α, β⟩g∗ = ⟨♭−1(α), ♭−1(β)⟩

para quaisquer α, β ∈ g∗. Queremos mostrar que k0 e (k⊥)0 são ortognais com respeito a

⟨·, ·⟩g∗ . Tomemos α ∈ k0 e β ∈ (k⊥)0. Pelo Lema 4.2.1, existem únicos Y ∈ k e X ∈ k⊥ tais

que α = ♭(X) e β = ♭(Y ). Assim,

⟨α, β⟩g∗ = ⟨♭−1(♭(X)), ♭−1(♭(Y ))⟩ = ⟨X, Y ⟩ = 0

como desejávamos. □
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Lema 4.2.3. Existe um isomorfismo canônico entre k∗ e (k⊥)0.

Demonstração: A aplicação Ψ : k∗ → g∗ dada por

Ψ(α)(X) =




α(X), se X ∈ k,

0, se X ∈ k⊥

está bem definida e é linear. É suficiente mostrarmos que Ψ é injetora, uma vez que k∗ e

im(Ψ) = (k⊥)0 têm a mesma dimensão. Se Ψ(α) = 0, então α(X) = 0 para todo X ∈ k.

Como g = k⊕ k⊥ segue que α = 0. □

Por causa dos Lemas 4.2.1 e 4.2.3, podemos dizer que a álgebra de Lie g∗ se decom-

põe como soma direta de k0 e k∗, em símbolos, g∗ = k0 ⊕ k∗. Denotaremos por π̂K : g∗ → k∗

a projeção ortogonal com respeito a decomposição anterior. Assim, vale que

π̂K(ξ)
♯ = π(ξ♯)

para todo ξ ∈ g∗.

Proposição 4.2.4. Considere o K-espaço (O(Λ), ωO(Λ), K). Se π̂K : g∗ → k∗ é a projeção ortogo-

nal com respeito a decomposição anterior, então a aplicação ΦK : O(Λ) → k∗ dada por

ΦK = π̂K ◦ Φ

é uma aplicação momento.

Demonstração: Para cada X ∈ k queremos mostrar que a função fX : O(Λ) → R definida

por

fX(Y ) := ΦK(Y )(X) para todo Y ∈ O(Λ)

é uma função Hamiltoniana para o campo induzido δτ(X) = ad(X). Em outras palavras,

isto significa que para cada Y ∈ O(Λ) devemos ter

d(fX)Y (δτK(Z)) = iδτK(X)ωO(Λ),Y (δτK(Z)) = ωO(Λ),Y (δτK(X), δτK(Z))

para todo δτK(Z)Y = ad(Z)Y ∈ TYO(Λ). Como a projeção π̂K é uma transformação linear

segue, da regra da cadeia, que d(fX)Y = π̂K ◦ dΦY . Esquematicamente, tem-se

TYO(Λ)

d(fX)Y

;;
dΦY // g∗

π̂K // k∗ .
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Pela Proposição 3.1.4 temos

iδτK(X)ωO(Λ),Y (δτK(Z)) = ωO(Λ),Y (ad(X)Y, ad(Z)Y ) = ⟨Y, [X,Z]⟩.

Por outro lado, usando a expressão da aplicação momento na órbita adjunta (veja Exemplo

3.3.7) obtemos

d(fX)Y (δτK(Z)Y ) = (π̂K ◦ dΦY )(δτK(Z)Y )(X)

= (π̂K ◦ ♭)(δτK(Z)Y )(X)

= ⟨δτK(Z)Y,X⟩
= ⟨ad(Z)Y,X⟩
= −⟨Y, ad(Z)X⟩
= ⟨Y, [X,Z]⟩,

onde na penúltima igualdade usamos a Proposição 3.1.8. Comparando as igualdades an-

teriores percebemos que a vale a propriedade desejada. □

Proposição 4.2.5. A aplicação momento ΦK , da Proposição 4.2.4, é equivariante com respeito à

ação adjunta restrita ao subgrupo K.

Demonstração: Pelo Exemplo 3.3.17, é suficiente mostrarmos que o quadrado da direita

do diagrama abaixo

O(Λ) Φ //

Ad(k)
��

g∗
π̂K //

Ad∗(k)

��

k∗

Ad∗(k)

��
O(Λ)

Φ
// g∗

π̂K

// k∗

é comutativo para todo k ∈ K. Sejam {X1, . . . , Xr} e {Y1, . . . , Ys} bases de k e k⊥, respecti-

vamente. Como π̂K é a projeção ortogonal no subespaço (k⊥)0 ≃ k∗ temos que π̂K(Y ∗
j ) = 0

para todo j ∈ {1, . . . , s}. Assim,

π̂K ◦ Ad∗(k)Y ∗
j = (π̂K ◦ Y ∗

j ) ◦ Ad(k−1) = 0 (4.5)

para todo j ∈ {1, . . . , s}. Notemos, ainda, que π̂K ◦ Ad∗(k)X∗
i = Ad∗(k)X∗

i . Dado ξ ∈ g∗,

podemos escrever

ξ =
r∑

i=1

aiX
∗
i +

s∑

j=1

bjY
∗
j
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com ai, bj ∈ R. Pela igualdade (4.5) temos

Ad∗(k)(π̂K(ξ)) =
r∑

i=1

aiAd
∗(k)(X∗

i )

= π̂K ◦ Ad∗(k)

(
r∑

i=1

aiX
∗
i

)

= π̂K ◦ Ad∗(k)

(
r∑

i=1

aiX
∗
i

)
+ π̂K ◦ Ad∗(k)

(
s∑

j=1

bjY
∗
j

)

= π̂K ◦ Ad∗(k)(ξ).

Logo, Ad∗(k) ◦ π̂K = π̂K ◦ Ad∗(k). □

Lema 4.2.6. Todo Hamiltoniano coletivo de (O(Λ), ωO(Λ), K,ΦK) pode ser considerado como um

Hamiltoniano coletivo de (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ).

Demonstração: De fato, para todo F ∈ C∞(k∗) temos

Φ∗
K(F ) = F ◦ ΦK = F ◦ (π̂K ◦ Φ) = (F ◦ π̂K) ◦ Φ = Φ∗(F̃ )

onde F̃ := F ◦ π̂K ∈ C∞(g∗). □

Lema 4.2.7. Sejam F ∈ C∞(k∗) e F̃ = F ◦ π̂K ∈ C∞(g∗). Para todo ξ ∈ g∗, tem-se

∇F̃ (ξ) = ∇F (π̂K(ξ)) ∈ k

e

XΦ∗(F̃ ) = XΦ∗
K
(F ). (4.6)

Demonstração: Seja ξ ∈ g∗. Pela regra da cadeia temos dF̃ξ = dFπ̂(ξ) ◦ d(π̂K)ξ = dFπ̂(ξ) ◦ π̂K .

Seja {X1, . . . , Xs} uma base k. Podemos completar tal conjunto, com elementos de k⊥, a

uma base de g, digamos {X1, . . . , Xn}. Assim,

∇F̃ (ξ) =
n∑

i=1

dF̃ξ(X
♭
i )Xi

=
n∑

i=1

dFπ̂(ξ)(π̂K(X
♭
i ))Xi

=
s∑

i=1

dFπ̂K(ξ)(X
♭
i )Xi

= ∇F (π̂K(ξ)).
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Já a igualdade (4.6) é uma consequência do que acabamos de mostrar e da Propo-

sição 3.3.33 pois

XΦ∗(F̃ ) = ad((∇F̃ ) ◦ Φ)
= ad((∇F ) ◦ π̂K ◦ Φ)
= ad((∇F ) ◦ ΦK)

= XΦ∗
K
(F )

como desejado. □

Proposição 4.2.8. Se ϕt é o fluxo do campo Hamiltoninano XΦ∗(F̂ ), então

d

dt
ΦK(ϕt(Z)) = [∇F (ΦK(ϕt(Z))),ΦK(ϕt(Z))]

quando ΦK é vista como aplicação de O(Λ) em k.

Demonstração: Preliminarmente, obteremos uma igualdade auxiliar. Dados Y ∈ O(Λ) e

ad(Z)Y ∈ TYO(Λ), vale que

d(ΦK)Y (ad(Z)Y ) = ad∗(Z)ΦK(Y ).

De fato, pela equivariância de ΦK (Proposição 4.2.5) temos

d(ΦK)Y (ad(W )Y ) =
d

dt
ΦK ◦ Ad(exp(tW ))Y |t=0

=
d

dt
Ad∗(exp(tW ))ΦK(Y )|t=0

= ad∗(W )ΦK(Y ).

Pela regra da cadeia e a igualdade (4.6) temos

d

dt
ΦK(ϕt(Z)) = d(ΦK)ϕt(Z)

(
d

dt
ϕt(Z)

)

= d(ΦK)ϕt(Z)(XΦ∗(F̃ )(ϕt(Z)))

= d(ΦK)ϕt(Z)(XΦ∗
K
(F )(ϕt(Z)))

= d(ΦK)ϕt(Z)(ad(∇F (ΦK(ϕt(Z))))ϕt(Z))

= ad∗(∇F (ΦK(ϕt(Z))))ΦK(ϕt(Z))

onde na quarta igualdade usamos a expressão (3.9) e na última igualdade aplicamos o

resultado auxiliar acima para Y = ϕt(Z) e W = ∇F (ΦK(ϕt(Z))). □
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4.3 Truque de Thimm e Sistemas Integráveis do tipo Gelfand-Tsetlin

Nosso objetivo consiste em apresentar um método para se construir quantidades

conservadas em involução para sistemas Hamiltonianos onde a função Hamiltoniana é

dada por um Hamiltoniano coletivo. A ideia é baseada num resultado conhecido na lite-

ratura por Truque de Thimm (vide [1, p.503] para maiores detalhes). Antes de enunciá-lo,

vejamos o seguinte

Lema 4.3.1. Se F ∈ C∞(g∗) é invariante pela ação coadjunta, então

ξ([∇F (ξ), X]) = 0

para quaisquer X ∈ g e ξ ∈ g∗.

Demonstração: Dados g ∈ G e ξ ∈ g∗, tem-se

F (ξ) = F (Ad∗(g)ξ).

Assim, para todo t ∈ R vale

F (ξ) = F ◦ Ad∗(exp(tX))ξ.

Derivando ambos os lados em t = 0 e usando a definição (3.4) obtemos

0 =
d

dt
F ◦ Ad∗(exp(tX))ξ|t=0

= dFξ ◦ ad∗(X)ξ

= ad∗(X)ξ(∇F (ξ))
= −ξ ◦ ad(X)(∇F (ξ))
= ξ([∇F (ξ), X])

como queríamos. □

Originalmente o próximo resultado é enunciado de maneira distinta (vide [1]),

mais geral do que a versão que apresentaremos aqui. De fato, não é exigido que o grupo

G seja compacto e conexo, entretanto, supõe-se que existe uma forma bilinear não dege-

nerada simétrica e Ad-invariante em g. Nesse caso, é necessário acrescentar a hipótese das

subálgebras h1 e h2 serem não degeneradas.

Proposição 4.3.2 (Truque de Thimm [1]). Sejam G um grupo de Lie compacto e conexo, h1
e h2 subálgebras de g com projeções duais π̂i : g∗ → h∗i , onde i ∈ {1, 2}, e F1 ∈ C∞(h∗1),

F2 ∈ C∞(h∗2). Se F1 é invariante pela ação coadjunta de H1 = exp(h1) e [h1, h2] ⊆ h1, então

{π̂∗
1(F1), π̂

∗
2(F2)}g∗ = 0. Em particular, o resultado é válido quando h2 ⊆ h1 ou [h1, h2] = {0}.
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Demonstração: A condição de G ser compacto nos assegura a existência de um produto

interno ⟨·, ·⟩ em g que é Ad-invariante (vide página 52). Dessa forma, os espaços g e g∗

são, pela Proposição 3.1.4, isomorfos. Dado ξ ∈ g∗, denotaremos por ξ♯ ∈ g o vetor corres-

pondente. Consideremos o parênteses de Poisson {·, ·}g∗ como definido em (3.5). Dados

F1 ∈ C∞(h∗1)
H1 e F2 ∈ C∞(h∗2), tem-se, pelo Lema 4.2.7, que

{F1 ◦ π̂1, F2 ◦ π̂2}g∗(ξ) = ξ([∇(F1 ◦ π̂1)(ξ),∇(F2 ◦ π̂2)(ξ)])
= ⟨ξ♯, [∇F1(π̂1(ξ)),∇F2(π̂2(ξ))]⟩
= ⟨ξ♯, ad(∇F1(π̂1(ξ)))∇F2(π̂2(ξ))⟩
= ⟨− ad(∇F1(π̂1(ξ)))ξ

♯,∇F2(π̂2(ξ))⟩
= ⟨[ξ♯,∇F1(π̂1(ξ))],∇F2(π̂2(ξ))⟩. (4.7)

Podemos decompor a álgebra g na soma direta h1 ⊕ h⊥1 . Assim, escreva

ξ♯ = π1(ξ
♯) + ξ♯⊥ ∈ h1 ⊕ h⊥1 .

O produto interno em (4.7) é igual a soma de duas parcelas. A primeira delas é

⟨[π1(ξ♯),∇F1(π̂1(ξ))],∇F2(π̂2(ξ))⟩ = ⟨π1(ξ♯), [∇F1(π̂1(ξ)),∇F2(π̂2(ξ))]⟩
= π̂1(ξ)([∇F1(π̂1(ξ)),∇F2(π̂2(ξ))])

= 0,

onde na última igualdade usamos o Lema 4.3.1. Já a segunda parcela de (4.7) é

⟨ξ♯⊥, [∇F1(π̂1(ξ)),∇F2(π̂2(ξ))]⟩ = 0

quando [h1, h2] ⊆ h1. Dessa forma, as aplicações F1 ◦ π̂1 e F2 ◦ π̂2 estão em involução. □

Ressaltamos que aqui admitimos apenas que F1 é invariante enquanto que em [1]

é enunciado exigindo que F1 e F2 sejam ambas invariantes, embora a invariância de F2

não tenha sido utilizada. Se, em vez de F1, tivéssemos requerido que F2 fosse invariante,

então deveríamos supor que [h1, h2] ⊆ h2.

Observação 4.3.3. Guillemin & Sternberg, em [3, p.225], apresentam condições necessárias

e suficientes para que o truque de Thimm seja aplicável. ⋄

A seguir, veremos como essa ideia pode ser adaptada para o contexto de órbitas

coadjutas.
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Descrição do Método

Consideremos (M,ω,G,Φ) um G-espaço Hamiltoniano onde M = O(Λ). Daqui

em diante, admitiremos que a aplicação momento é equivariante. Pela Proposição 3.3.38,

obtemos que Φ : (M,ω) → (g∗, {·, ·}∗g) é uma aplicação de Poisson, isto é,

{F ◦ Φ, I ◦ Φ}ω(p) = {F, I}g∗(Φ(p))

para quaisquer p ∈M e F, I,∈ C∞(g∗).

Seja K ⊆ G um subgrupo fechado e conexo. A ação de G em (M,ω) induz, por

restrição, uma ação Hamiltoniana de K em (M,ω). Pela Proposição 4.2.4 temos que a

aplicação ΦK : (M,ω) → k∗ dada por

ΦK = π̂K ◦ Φ,

onde π̂K : g∗ → k∗ é a projeção ortogonal induzida pela inclusão k →֒ g, é uma aplicação

momento. Além disso, o Lema 4.2.5 nos garante que ΦK é equivariante. Pela Proposição

3.3.38 concluímos que ΦK também é uma aplicação de Poisson. Em síntese, a quadrupla

(M,ω,K,ΦK) é um K-espaço Hamiltoniano (vide página 71).

Proposição 4.3.4. Os Hamiltonianos coletivos obtidos pelas funções de Casimir de (g∗, {·, ·}g∗) e

(k∗, {·, ·}k∗) são quantidades conservadas em involução para o sistema Hamiltoniano (M,ω,Φ∗
K(I))

onde I ∈ C∞(k∗)

Demonstração: Dados Φ∗(F ),Φ∗
K(I) ∈ C∞(M), tem-se

{Φ∗(F ),Φ∗
K(I)}ω(p) = {F ◦ Φ, I ◦ π̂K ◦ Φ}ω(p) = {F, I ◦ π̂K}g∗(Φ(p))

para todo p ∈ M , já que Φ é uma aplicação de Poisson. Se F ∈ C∞(g∗) é uma função de

Casimir, então {F, I ◦ π̂K}g∗ = 0. Daí, os Hamiltonianos Φ∗(F ) e Φ∗
K(I) estão em involu-

ção. Agora, tomemos Φ∗
K(F ),Φ

∗
K(I) ∈ C∞(M) com F ∈ C∞(k∗) uma função de Casimir.

Usando que ΦK é uma aplicação de Poisson temos

{F ◦ ΦK , I ◦ ΦK}ω(p) = {F, I}k∗(ΦK(p)) = 0

e, portanto, o resultado segue. □

Tendo em mente os resultados anteriores, descreveremos como obter as quantida-

des conservadas em involução para o sistema Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ). Inicial-

mente, tomemos uma cadeia de subgrupos fechados e conexos da seguinte forma

G = K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Ks.
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Para cada i ∈ {1 . . . , s} temos que (O(Λ), ωO(Λ), Ki,Φi) com

Φi := π̂
(l)
i ◦ Φl,

onde π̂(l)
i : kl → ki é a projeção induzida pela inclusão ki →֒ kl e l ∈ {0, . . . , i− 1}, é um Ki-

espaço Hamiltoniano. Consideremos o seguinte sistema Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ),Φ
∗
s(I))

para algum I ∈ C∞(ks). Pelas Proposições 3.2.3 e 4.3.4,

H = {H(i)
j := Φ∗

i (I
(i)
j ) : I

(i)
j ∈ C∞(ki)

Ad, 1 ≤ j ≤ ri = posto(Ki) e i ∈ {1, . . . , s}}

constitui um conjunto de quantidades conservadas em involução. Se o conjunto H sa-

tisfizer a condição de integrabilidade de Liouville (vide página 46), o sistema integrável

(O(Λ), ωO(Λ),Φ
∗
s(I)) será chamado de sistema integrável do tipo Gelfand-Tsetlin.

Observação 4.3.5. Guillemin & Sternberg introduziram na década de 1980 o conceito de

sistema do tipo Gelfand-Tsetlin no artigo [4]. ⋄

4.4 Sistemas Integráveis do tipo Gelfand-Tsetlin para Ações dos Grupos Unitário e Es-

pecial Ortogonal

O objetivo dessa seção consiste em explicarmos como podemos construir, de ma-

neira concreta, um sistema integrável do tipo Gelfand-Tsetlin para órbitas (co)adjuntas

de U(n) e SO(n) através do formalismo de pares de Lax. Para esse fim, usaremos os re-

sultados e a estratégia desenvolvidos anteriormente, além de discutir alguns resultados

auxiliares que serão necessários.

Historicamente Guillemin & Sternberg mostraram, para as órbitas coadjuntas de

U(n), que as funções obtidas pela aplicação do truque de Thimm definem um sistema

completamente integrável. Nesse caso, a condição de integrabilidade do tipo Gelfand-

Tsetlin é uma consequência da ação coadjunta de U(n− 1) em órbitas coadjuntas de U(n)

é uma ação coisotrópica1 (vide [3, 33]).

Proposição 4.4.1. Se A ∈ u(k), então o polinômio característico pA(t) = det(t Ik−A) ∈ C[t] é

escrito como

pA(t) = (−1)k
k∑

i=0

ci(A)t
i

1 Algumas referências usam a terminologia espaço livre de multiplicidade, tradução livre de
multiplicity-free spaces.
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onde

ck−l(A) =
(−1)l

l!
det




tr(A) l − 1 0 · · · 0

tr(A2) tr(A) l − 2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

tr(Ak) tr(Ak−1) tr(Ak−2) · · · tr(A)




para todo l ∈ {0, . . . , k}.

Demonstração: Vide [34]. □

Teorema 4.4.2. Sejam K ⊆ G um subgrupo de Lie fechado conexo, T um toro maximal de K com

álgebra de Lie denotada por t e ΦK : O(Λ) → k a aplicação momento como na Proposição 4.2.4.

1. Se t+ ⊆ t é uma câmera de Weyl fechada e positiva, então g = Ad(G)t+. Além disso, se

X, Y ∈ t+ estão na mesma Ad(G)-órbita, então X = Y . Noutras palavras, esta última

afirmação significa que (Ad(K)X) ∩ t+ é um conjunto unitário para todo X ∈ k.

2. Sob as mesmas hipóteses do item anterior, a aplicação2 sK : k → t+ que associa cada X ∈ k

ao único elemento do conjunto (Ad(K)X) ∩ t+ está bem definida, é contínua, para todo

Z ∈ O(Λ) vale

sK(ΦK(Z)) = Ad(k)ΦK(Z)

para algum k ∈ K e é Ad-invariante.

3. Existe um único stratum σK ⊆ t+ tal que

ΦK(O(Λ)) ∩ t+ ⊆ σK e ΦK(O(Λ)) ∩ σK ̸= ∅.

4. Se ΣσK = Ad(K)σK , então valem as seguintes propriedades:

(a) Φ−1
K (ΣσK ) é um subconjunto Ad-invariante, aberto, conexo e denso de O(Λ).

(b) a restrição sK : ΣσK → σK é uma aplicação diferenciável.

Demonstração: O item 1 é encontrado, por exemplo, nas páginas 155 e 156 de [35]. O item

2 pode ser encontrado nessa mesma referência. A prova do item 3 é feita em [36, Theorem

3.1]. Finalmente, o item 4 é demonstrado em [20, Proposition 1]. □

2 Na literatura, por exemplo [5, 20], tal aplicação é denominada sweeping map.
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Lema 4.4.3. Sejam K um subgrupo de Lie de G fechado e conexo. Se ρ : K → Gl(V ) é uma

representação unitária, com V sendo um espaço vetorial complexo finitamente gerado, então existe

um produto hermitianoK-invariante em V tal que ρ∗(LK(Z)) é um operador anti-hermitiano para

todo Z ∈ O(Λ). Em particular, os autovalores de tal operador são puramente imaginários.

Teorema 4.4.4 (Correa-Grama [5]). Considere o G-espaço Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ) e

K um subgrupo de Lie fechado e conexo de G. Para cada F ∈ C∞(k) o sistema Hamiltoniano

(O(Λ), ωO(Λ),Φ
∗
K(F )) é completamente determinado pela equação de Lax

d

dt
LK + [LK , PK ] = 0,

onde LK = ΦK e PK = ∇F ◦ ΦK . Além disso, para toda representação unitária ρ : K → Gl(V )

valem as seguintes propriedades:

1. a equação espectral

det(w I−ρ∗(LK)) = 0

é preservada pela fluxo Hamiltoniano de Φ∗
K(F )

2. A parte imaginária dos autovalores de ρ∗(LK) são quantidades conservadas para o sistema

Hamiltoniano (O(Λ), ω(O(Λ),Φ
∗
K(F )) em um subconjunto aberto e denso UK ⊆ O(Λ).

Demonstração: A primeira afirmação segue da Proposição 4.2.8.

Argumentaremos o item 1. Suponhamos que G e K não são abelianos. Como K é

um subgrupo fechado e G é compacto segue que K é compacto. Assim, K é igual a união

de seus toros maximais. Fixemos T um toro maximal de K e denote por t sua álgebra

de Lie. Considere t+ a câmera de Weyl fechada e positiva tal que t+ ⊆ t. Consideremos

ρ : K → Gl(V ) uma representação unitária num espaço vetorial complexo finitamente

gerado e ρ∗ : k → gl(V ) a representação induzida nas respectivas álgebras de Lie. Notemos

que

ρ∗ ◦ Ad(k) = dρ1(d(Ck)1)

= d(ρ ◦ Ck)1
= d(Cρ(k) ◦ ρ)1
= d(Cρ(k))1 ◦ dρ1
= Ad(ρ(k)) ◦ ρ∗.

Seja Z ∈ O(Λ) e m ∈ N. Então, LK(Z) = Ad(k)sK(LK(Z)) para algum k ∈ K. Como

ρ∗ ◦ Ad(k) = Ad(ρ(k)) ◦ ρ∗ segue que

tr(ρ∗LK(Z)) = tr(ρ∗sK(LK(Z))).
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Daí,

tr([ρ∗(sK(LK(Z)))]
m) = tr([ρ∗(LK(Z))]

m).

Seja ϕt(Z) a curva integral do Hamiltoniano coletivo Φ∗
K(F ), como no Teorema 3.3.37, para

algum Z ∈ O(Λ). Uma vez que G age na órbita adjunta pela representação adjunta temos,

pelo Teorema 3.3.37, que

ϕt(Z) = Ad(g(t)Z)

onde g : R → K é a solução do problema do valor inicial

dg

dt
= vg(t) e g(0) = 1,

para v ∈ X(K) dada por vg = (Dg)∗(PK(Ad(g)Z)). Como LK é equivariante (Lema 4.2.5) e

sK é Ad-invariante (Teorema 4.4.2) segue que

tr(ρ∗(LK(ϕt(Z)))) = tr(ρ∗(sK(LK(ϕt(Z))))) = tr(ρ∗sK(LK(Z))).

Daí,

tr([ρ∗(LK(ϕt(Z)))]
m) = tr([ρ∗(sK(LK(Z)))]

m).

O lado direito da última igualdade acima não depende do parâmetro t, logo

d

dt
{tr([ρ∗(LK(ϕt(Z)))]m)} = 0.

Pela Proposição 4.4.1, o polinômio característico det(w idV −ρ∗(LK(Z))) é uma função do

traço tr([ρ∗(LK(Z))]
m). Assim, a equação espectral é preservada pelo fluxo de Φ∗

K(F ) e

isso prova o item 1.

Mostraremos, agora, o item 2. Seja UK := Φ−1
K (ΣσK ), como no Teorema 4.4.2, visto

como uma subvariedade de O(Λ). Tomemos {ξ1, . . . , ξrK} uma base de t onde rK =

posto(K) e {ϕ1, . . . , ϕrK} a base dual induzida. Assim,

sK ◦ LK = (ϕ1 ◦ sK ◦ LK)ξ1 + · · ·+ (ϕrK ◦ sK ◦ LK)ξrK . (4.8)

Pelo Teorema 4.4.2, a restrição sK : ΣσK → σK é uma aplicação diferenciável. Como LK é

equivariante (Lema 4.2.5) e sK é Ad-invariante (Teorema 4.4.2) segue que

ϕi ◦ sK ◦ LK ∈ C∞(UK)Ad

para todo i ∈ {1, . . . , rK}. Pela Proposição 3.2.3, tais aplicações são de Casimir e, assim,

constituem quantidades conservadas em involução para o sistema Hamiltoniano definido
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por (UK , ωO(Λ)|UK
,Φ∗(F )|UK

). Pelo Lema 4.4.3, existe um produto interno K-invariante em

V tal que ρ∗(LK(Z)) é um operador anti-hermitiano para todo Z ∈ O(Λ). Assim, os au-

tovalores deste operador são puramente imaginários e ρ∗(ξ1), . . . , ρ∗(ξrK ) são diagonalizá-

veis. Visto que vale a igualdade

det(w idV −ρ∗(LK)) = det(w idV −ρ∗(sK ◦ LK))

em UK , concluímos que os autovalores de ρ∗(LK) são quantidades conservadas em invo-

lução para o sistema Hamiltoniano (UK , ωO(Λ)|UK
,Φ∗

K(F )|UK
). □

Observação 4.4.5. Destacamos que por causa da expressão (4.8) e do Lema 4.4.3, os auto-

valores de ρ∗(LK) podem ser vistos como funções que saem da órbita O(Λ) e que não são

diferenciáveis em toda variedade, apenas num conjunto aberto e denso. ⋄

Seja V um espaço vetorial complexo finitamente gerado. Considere a relação no

conjunto das representações unitárias irredutíveis de G em V definida da seguinte forma:

ρ1 e ρ2 são equivalentes se, e somente se, existe T ∈ L(V ) tal que

ρ2(g) ◦ T = T ◦ ρ1(g)

para todo g ∈ G. Verifica-se que tal relação é uma relação de equivalência. O conjunto

das classes de equivalência será denotado por Ĝ e a classe de uma representação unitária

irredutível ρ : G→ Gl(V ) será denotada por [ρ].

Corolário 4.4.6 (Correa-Grama [5]). Sejam o G-espaço Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ) e

uma cadeia de subgrupos de Lie

G = K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Ks

fechados e conexos. Considere Φi a aplicação momento associada a ação Hamiltoniana de cada

subgrupo de Lie Ki em O(Λ). Se F ∈ C∞(ks), então

1. podemos associar o sistema Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ),Φ
∗
s(F )) ao sistema de equações de

Lax
d

dt
Li + [Li, Pi] = 0

tais que Li = Φi e Pi = ∇(F ◦ πis) ◦ Φi onde πis : ki → ks é a projeção.

2. para cada ρ = (ρ1, . . . , ρs), onde [ρi] ∈ K̂i, existem Lρ, Pρ : O(Λ) → gl(r,R) satisfazendo

d

dt
Lρ + [Lρ, Pρ] = 0.
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Além disso, o espectro σ(Lρ) de Lρ constitui um conjunto de quantidades conservadas em

involução para o sistema Hamiltoniano (O(Λ), ωO(Λ),Φ
∗
s(F )) num subconjunto aberto denso

UΛ ⊆ O(Λ).

Demonstração: Notemos que Ki ⊂ G e F ◦ πis ∈ C∞(ki) para quaisquer i ∈ {1, . . . , s} e

F ∈ C∞(ks). Pelo Teorema 4.4.4, a equação de Lax

d

dt
Li + [Li, Pi] = 0

é satisfeita, onde Li = Φi e Pi = ∇(F ◦ πis)(Φi), para todo i ∈ {1, . . . , s}. Isso conclui a

afirmação 1.

Vamos argumentar a afirmação 2. Devemos, primeiramente, construir o par de

Lax. Consideremos ρi : Ki → Gl(Vi) representações unitárias irredutíveis do subgrupo Ki

em um espaço vetorial complexo Vi com ni = dimC Vi. Sejam

Lρ :=
s⊕

i=1

(ρi)∗(Li) e Pρ :=
s⊕

i=1

(ρi)∗(Pi),

onde (ρi)∗ : ki → gl(Vi) denota a representação infinitesimal de ρi. Se Z ∈ O(Λ) e ϕt(Z) é a

curva integral do Hamiltoniano Φ∗
s(F ), então

[Lρ(ϕt(Z)), Pρ(ϕt(Z))] =
s⊕

i=1

[(ρi)∗(Li(ϕt(Z))), (ρi)∗(Pi(ϕt(Z)))]

=
s⊕

i=1

(ρi)∗[Li(ϕt(Z)), Pi(ϕt(Z))]

equação de Lax
=

s⊕

i=1

(ρi)∗

(
− d

dt
Li(ϕt(Z))

)

= − d

dt
Lρ(ϕt(Z)).

Para que as aplicações Lρ e Pρ constituam um par de Lax é necessário que o contradomínio

seja gl(r,R) para algum r ∈ N (veja a definição na página 79). Pelo Lema C.1.3, basta tomar

r ≥ 2(n1 + · · ·+ ns) pois gl(
⊕s

i=1 Vi) é identificado com uma subálgebra de gl(r,R). Com-

pondo Lρ e Pρ com o homomorfismo injetor que realiza a identificação anterior obtemos

o par de Lax desejado.

Por fim, resta mostrarmos a segunda afirmação do item 2. Para cada i ∈ {1, . . . , s}
existe, pelo item 2 do Teorema 4.4.4, um conjunto aberto e denso UKi

⊆ O(Λ) tal que a

parte imaginária dos autovalores de (ρi)∗(Li) são quantidades conservadas em involução.

Consideremos UΛ :=
⋂s
i=1 UKi

que é um conjunto aberto e denso em O(Λ). Em particular,
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enxergaremos como uma subvariedade de O(Λ). Assim, a terna (UΛ, ωO(Λ)|UΛ
,Φ∗

s(F )|UΛ
)

é um sistema Hamiltoniano. Pelo Lema 4.4.3, podemos considerar que os autovalores de

cada Lρ(X) são imaginários puros. Logo, σ(Lρ) ⊆
√
−1R. Pelo item 2 do Teorema 4.4.4

temos que os elementos de σ(Lρ) constituem quantidades conservadas em involução em

UΛ. □

Teorema 4.4.7 (Correa-Grama [5]). Se (O(Λ), ωO(Λ), G,Φ) é um G-espaço Hamiltoniano onde

G é um dos grupos de Lie U(n) ou SO(n), então existe H ∈ C∞(O(Λ)) e um par de funções

L, P : (O(Λ), ωO(Λ)) → gl(r,R) tal que

d

dt
L(ϕt(Z)) + [L(ϕt(Z)), P (ϕt(Z))] = 0

para todo Z ∈ O(Λ), onde ϕt(Z) é a curva integral do campo Hamiltoniano XH através de Z ∈
O(Λ). Além disso, as soluções da equação espectral

det(w Ir−L) = 0

constituem um conjunto maximal de quantidades conservadas em involução para o sistema Hamil-

toniano (O(Λ), ωO(Λ), H) que coincide com o sistema integrável do tipo Gelfand-Tsetlin em O(Λ).

Demonstração: Consideremos a seguinte cadeia de subgrupos

U(n) ⊃ U(n− 1) ⊃ · · · ⊃ U(1) e SO(n) ⊃ SO(n− 1) ⊃ · · · ⊃ SO(2),

onde cada U(k) (resp. SO(k)) está sendo enxergado como um subgrupo de U(n) (resp.

SO(n)). Para cada i ∈ {1, . . . , s}, onde s = n− 1 ou s = n− 2, denotaremos por

ρi : U(n− i) → Gl(n− i,C) ou ρi : SO(n− i) → Gl(n− i,C)

as representações canônicas, ou seja, as inclusões naturais. Definimos ρ0 := (ρ1, . . . , ρs).

Pelo Corolário 4.4.6, existem aplicações L, P : O(Λ) → u(r), com L = Lρ0 e P = Pρ0 ,

satisfazendo a equação de Lax

d

dt
L(ϕt(Z)) + [L(ϕt(Z)), P (ϕt(Z))] = 0

para todo Z ∈ O(Λ), onde ϕt(Z) é a curva integral do Hamiltoniano H = Φ∗
s(F ) ∈

C∞(O(Λ)) para algum F ∈ C∞(
√
−1R), tendo em mente as seguintes identificações u(1) ≃√

−1R ≃ so(2). □
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APÊNDICE A – Álgebra Linear

Neste apêndice, abordaremos algumas definições e resultados básicos acerca dos

espaços vetoriais simpléticos. Tal estudo se justifica por se tratar do modelo linear das

variedades simpléticas. Na literatura os espaços simpléticos são encontrados, predomi-

nantemente, em livros de Geometria Simplética (vide [7, 8, 15]). Para uma revisão dos

conceitos de Álgebra Linear que serão utilizados consulte [37].

A.1 Espaços Vetoriais Simpléticos

Seja V um espaço vetorial, finitamente gerado a menos que se diga o contrário,

sobre um corpo K de característica diferente de 2. Uma aplicação bilinear ω : V × V → K

é chamada de forma simplética quando é antissimétrica1 e não degenerada. Essa última

hipótese significa que se ω(v, w) = 0 para todo v ∈ V , então w = 0. O par (V, ω) é

denominado espaço simplético2.

Exploraremos uma consequência da forma simplética ser não degenerada, a saber,

podemos identificar o espaço com o seu dual. Dado v ∈ V , a aplicação v♭ : V → K definida

por

v♭(u)
.
= ω(u, v).

é um funcional linear. Assim, a aplicação ω♭ : V → V ∗ dada por

ω♭(v)
.
= v♭ (A.1)

está bem definida e é uma transformação linear. Pelo Teorema da Representação de Riesz,

a aplicação ω♯ : V ∗ → V que associa cada funcional f ∈ V ∗ ao único elemento f ♯ ∈ V tal

que f(u) = ω(u, f ♯) para todo u ∈ V está bem definida e é uma transformação linear.

Teorema A.1.1. A aplicação ω♭, como definida em (A.1), é um isomorfismo canônico com inversa

ω♯.

Demonstração: Dado v ∈ V , tem-se

ω(u, v) = v♭(u) = ω(u, (v♭)♯)

1 No caso em que o corpo K tem característica diferente de 2 temos que ω : V × V → K é
antissimétrica se, e somente se, é alternada.

2 O termo simplético foi introduzido em 1939 por Hermann Weyl em seu trabalho intitulado “The
Classical Groups: Their Invariants and Representations” [38, p.165]. A ideia inicial era de
usar grupo complexo, entretanto, a palavra complexo poderia provocar ambiguidades. Assim,
Hermann Weyl propôs empregar o adjetivo grego correspondente.
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para todo u ∈ V . Toda forma simplética é, por definição, não degenerada. Logo, v = (v♭)♯,

que pode ser relido como ω♯ ◦ ω♭ = idV . Por outro lado, para cada f ∈ V ∗ temos

(f ♯)♭(u) = ω(u, f ♯) = f(u)

para todo u ∈ V . Daí, (f ♯)♭ = f para cada f ∈ V ∗, mostrando que ω♭ ◦ ω♯ = idV ∗ . Portanto,

obtemos o isomorfismo desejado. □

Observação A.1.2. Em geral, a partir de uma forma não degenerada podemos sempre

identificar V com o seu dual V ∗. A construção do isomorfismo é feita de maneira aná-

loga a do Teorema A.1.1. Quando houver a necessidade de não sobrecarregar a notação

escreveremos v♭ e f ♯ em vez de ω♭(v) e ω♯(f), respectivamente. ⋄

Lema A.1.3. Se B é uma base de um espaço simplético (V, ω), então as matrizes [ω♭]B
∗

B e [ω]B são

iguais. Em particular, [ω]B é inversível.

Proposição A.1.4. Todo espaço simplético tem dimensão par.

Demonstração: Fixemos uma base B em V e denotemos A = [ω]B. Tal matriz é antissimé-

trica e tem determinante não nulo pois ω é antissimétrica e não degenerada, respectiva-

mente. Assim, tem-se

detA = detA⊤ = det(−A) = (−1)n detA.

Para que a igualdade seja válida n tem que ser um número par. □

Exemplo A.1.5 (Estrutura Simplética Canônica). Seja K um corpo com característica di-

ferente de 2. Considere a forma bilinear ω0 : K
2n ×K2n → K definida por

ω0(x, y) =
2n−1∑

i=1

(xiyi+1 − xi+1yi),

onde x = (x1, . . . , x2n) e y = (y1, . . . , y2n). Verifica-se que ω0 é uma forma simplética de

K2n. ⋄

Exemplo A.1.6. Se V é um espaço vetorial, então W := V ⊕ V ∗ tem dimensão par. A

aplicação ω : W ×W → K definida por

ω((u, f), (v, g)) := g(u)− f(v). (A.2)

é uma forma simplética em W . ⋄
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A.2 Subespaços de um Espaço Simplético

Dizemos que W é um subespaço simplético de (V, ω) quando W ⊆ V tiver estru-

tura de subespaço vetorial e a restrição ω|W×W for não degenerada. O ortogonal simplé-

tico de W , ou complemento ortogonal de W com respeito a ω, é definido

W ω ≡ W⊥ω
.
= {v ∈ V : ω(u, v) = 0 para todo u ∈ W}.

Quando não houver perigo de ambiguidade pode-se escrever W⊥ em vez de W⊥ω .

Exemplo A.2.1. Seja (V ⊕ V ∗, ω) o espaço simplético do Exemplo A.1.6. A restrição de ω

ao subespaço V ⊕ {0} é a aplicação identicamente nula. Logo, a restrição de uma forma

simplética a um subespaço não é, em geral, uma forma simplética. ⋄

Exemplo A.2.2. Seja (V, ω) um espaço simplético. SeW ⊆ V é um subespaço com dimW =

1, então ω|W×W = 0. Assim, (W,ω|W×W ) não é um espaço simplético. ⋄

Motivados pelos exemplos anteriores, dizemos que um subespaço W é

• isotrópico quando W ⊆ W⊥.

• coisotrópico quando W⊥ ⊆ W .

• simplético quando W ∩W⊥ = {0}.

• Lagrangiano quando W = W⊥.

Notemos que W é isotrópico se, e somente se, a restrição ω|W×W é identicamente nula.

Além disso, todo espaço Lagrangiano é isotrópico e coisotrópico simultaneamente.

Abaixo listamos algumas propriedades do ortogonal simplético de um subespaço.

Proposição A.2.3. Se (V, ω) é um espaço simplético e W1,W2 ⊆ V são subespaços, então

1. (W1 +W2)
⊥ = W⊥

1 ∩W⊥
2 .

2. (W1 ∩W2)
⊥ = W⊥

1 +W⊥
2 .

3. se W1 ⊆ W2, então W⊥
2 ⊆ W⊥

1 .

4. (W⊥
1 )⊥ = W1.

5. dimV = dimW1 + dimW⊥
1 .
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Demonstração: Argumentaremos apenas o último item sendo que os demais podem ser

encontrados em [14]. Mostraremos que ω♭(W⊥) = W 0 onde W 0 denota o anulador de W

em V ∗. Seja v ∈ W⊥. Para todo u ∈ W temos

ω♭(v)(u) = v♭(u) = ω(u, v) = 0,

ou seja, ω♭(v) ∈ W 0. Logo, vale a inclusão ω♭(W⊥) ⊆ W 0. Agora, seja f ∈ W 0. Já sabemos,

do Teorema A.1.1, que a aplicação ω♭ é, em particular, sobrejetora. Assim, existe v ∈ V tal

que f = ω♭(v). Dado u ∈ W , tem-se

ω(u, v) = ω♭(v)(u) = f(u) = 0

Daí, v ∈ W⊥, implicando que f ∈ ω♭(W⊥). Pelo Teorema A.1.1 temos

dimW⊥ = dimω♭(W⊥) = dimW 0.

Portanto,

dimW + dimW⊥ = dimW + dimW 0 = dimV

como desejávamos. □

Proposição A.2.4. Se W é um subespaço de V , então

1. W é simplético se, e somente se, W⊥ é simplético.

2. W é isotrópico se, e somente se, W⊥ é coisotrópico.

3. W é Lagrangiano se, e somente se, W é isotrópico e dimW = (dimV )/2.

Demonstração: O item 1 segue da definição de espaço simplético e (W⊥)⊥ = W . Pelos

itens 3 e 4 da Proposição A.2.3 temos que W é isotrópico se, e somente se, (W⊥)⊥ =

W ⊆ W⊥. Logo, vale o item 2. Suponhamos que W é Lagrangiano. Em particular,

W é isotrópico. Visto que dimV = dimW + W⊥ e, por hipótese, W = W⊥ obtemos

que dimW = (dimV )/2. Reciprocamente, pelo item 5 da Proposição A.2.3 temos que

dimW⊥ = (dimV )/2 = dimW . Como W ⊆ W⊥, pois W é isotrópico, segue que W = W⊥.

□

Proposição A.2.5. Seja W um subespaço de (V, ω).

1. se W é isotrópico, então dimW ≤ (dimV )/2.
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2. se W é coisotrópico, então dimW ≥ (dimV )/2.

3. se W é Lagrangiano, então dimW = (dimV )/2.

4. W é simplético se, e somente se, V = W ⊕W⊥.

Demonstração: Todos os itens são consequências da Proposição A.2.3. Argumentaremos

apenas o item 4. Já sabemos que

dim(W +W⊥) = dimW + dimW⊥ − dim(W ∩W⊥) = dimV − dim(W ∩W⊥).

Assim, W ∩W⊥ = {0} se, e somente se, V = W ⊕W⊥. □

Teorema A.2.6. Se (V, ω) é um espaço simplético com dimV = 2n, então existe uma base B =

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn} tal que

ω(ei, fj) = ω(fi, fj) = 0 e ω(ei, fj) = δij (A.3)

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração: Argumentaremos por indução na dimensão de V . Considere n = 1. To-

memos e1 ∈ V não nulo. Como ω é não degenerada, existe f0 ∈ V não nulo tal que

ω(e1, f0) ̸= 0. Defina f1 = ω(e1, f0)
−1f0. O conjunto {e1, f1} é linearmente independente.

De fato, sejam a, b ∈ K tais que

ae1 + bf1 = 0.

Como ω é antissimétrica segue que

aω(e1, f1) = aω(e1, f1) + bω(f1, f1) = ω(ae1 + bf1, f1) = ω(0, f1) = 0

e

bω(e1, f1) = aω(e1, e1) + bω(e1, f1) = ω(e1, ae1 + bf1) = ω(e1, 0) = 0.

Daí, a = b = 0, implicando que {e1, f1} é uma base de V com as propriedades do enun-

ciado. Suponhamos, agora, que o resultado é válido para um certo n ∈ N. De maneira

análoga à construção feita no caso base da indução, existe um subespaço W = ger{e1, f1}
de V que é simplético. Pela Proposição A.2.3, tem-se a decomposição

V = W ⊕W⊥ = (W⊥)⊥ ⊕W⊥.
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Assim, W⊥ é um subespaço simplético de V com dimW⊥ = 2(n− 1) < 2n. A hipótese de

indução nos assegura que existe um conjunto

{e2, . . . , en, f2, . . . , fn}

que é uma base de W⊥ que tem as propriedades do enunciado. Portanto, o conjunto

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn}

é a base procurada. □

Uma base B de (V, ω) como no Teorema A.2.6 é chamada de base simplética. Dessa

forma, todo espaço vetorial simplético admite uma base simplética.

Todo espaço vetorial de dimensão par admite uma forma simplética. Suponhamos

que V é um espaço vetorial com dimV = 2n. Tomemos B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} uma

base arbitrária de V . Defina ω : V × V → K na base B × B como em (A.3) e estenda por

linearidade. Por construção, ω é antissimétrica e não degenerada e, portanto, é uma forma

simplética em V .

Exemplo A.2.7. Seja (K2n, ω0) o espaço simplético do Exemplo A.1.5. A base canônica

{e1, . . . , e2n} de K2n é uma base simplética com relação à forma ω0. ⋄

Exemplo A.2.8. Considere o espaço simplético do Exemplo A.1.6. Sejam {v1, . . . , vn} uma

base de V e {v∗1, . . . , v∗n} a respectiva base dual. Valem as seguintes igualdades

ω((vi, 0), (0, v
∗
i )) = 1

para todo i ∈ {1, . . . , n} e

ω((vi, 0), (0, v
∗
j )) = v∗j (vi) = 0

ω((vi, 0), (vj, 0)) = ω((0, v∗i ), (0, v
∗
j )) = 0

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n} com i ̸= j. Logo, o conjunto

B = {(v1, 0), (0, v∗1), . . . , (vn, 0), (0, v∗n)}

é uma base simplética de W . ⋄

Proposição A.2.9. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético. Considere

B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn}

uma base simplética de V e B∗ = {e∗1, . . . , e∗n, f ∗
1 , . . . , f

∗
n} a base de V ∗ dual a B. Valem as seguintes

afirmações:
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1. ω = e∗1 ∧ f ∗
1 + · · ·+ e∗n ∧ f ∗

n.

2. para todo k ∈ {1, . . . , n}, tem-se

ωk

k!
=

∑

1≤i1≤···≤ik≤n

e∗i1 ∧ f ∗
i1
· · · ∧ e∗ik ∧ f

∗
ik

onde ωk .
= ω ∧ · · · ∧ω (k-vezes). Em particular, ω

n

n!
é uma forma volume em V que nunca se

anula, valendo 1 na base simplética B.

Exemplo A.2.10. Os subespaçosW1 = V ⊕{0} eW2 = {0}⊕V ∗ de V ⊕V ∗ são Lagrangianos

com respeito à forma simplética definida no Exemplo A.1.6. A partir da expressão (A.2)

percebemos que W1 ⊆ W⊥
1 . Seja (u, f) ∈ W⊥

1 . Para todo v ∈ V temos que

f(v) = −ω((u, f), (v, 0)) = 0.

Daí, f é o funcional identicamente nulo, implicando que (u, f) ∈ W1. Argumento análogo

mostra que W2 é Lagrangiano. ⋄

Pela Proposição A.2.5 o tamanho dos subespaços isotrópicos está limitado superior-

mente pela metade da dimensão do espaço V . Dessa forma, é interessante construirmos a

partir de um subespaço isotrópico arbitrário o maior subespaço isotrópico que o contém.

A abordagem feita a seguir também é válida para o contexto de dimensão infinita.

Seja W um subespaço isotrópico de (V, ω) e considere a seguinte coleção

I(W ) = {Z ≤ V : Z é isotrópico e W ⊆ Z},

Notemos que W é um espaço isotrópico que contém W e, assim, I(W ) ̸= ∅.

Lema A.2.11. Seja W = (Wi)i∈I uma cadeia de subespaços de um espaço simplético (V, ω).

1.
⋃
i∈IWi é um subespaço de V .

2. W⊥ = (W⊥
i )i∈I é uma cadeia.

3. Se W é uma cadeia de subespaços isotrópicos, então
⋃
i∈IWi é isotrópico.

Demonstração: A fim de não sobrecarregar a notação denotemos W =
⋃
i∈IWi. Fixe um

índice i0 ∈ I . Como Wi0 é um subespaço de V segue que 0 ∈ Wi0 ⊆ W . Sejam a ∈ K e

u, v ∈ W . Assim, existem j, k ∈ I tais que u ∈ Wj e v ∈ Wk. Por hipótese, W é uma cadeia,

logo Wj ⊆ Wk ou Wk ⊆ Wj . Suponha, sem perda de generalidade, que Wk ⊆ Wj . Assim,
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v ∈ Wj e como Wj é um subespaço vetorial segue que au + v ∈ Wj ⊆ W . Isto mostra a

afirmação 1.

Usando a Proposição A.2.3 podemos concluir que W⊥ é uma cadeia, ou seja, vale a

afirmação 2.

Sejam u, v ∈ W . Então, existem índices j, k ∈ I tais que u ∈ Wj e v ∈ Wk. Mais

ainda, Wj ⊆ W⊥
j e Wk ⊆ W⊥

k , já que W é uma coleção de subespaços isotrópicos. Há dois

casos para considerarmos, a saber, Wj ⊆ Wk ou Wk ⊆ Wj pois W é uma cadeia. Assim,

• se Wj ⊆ Wk, então ω(u′, v) = 0 para todo u′ ∈ Wk. Como u ∈ Wk segue que ω(u, v) =

0.

• se Wk ⊆ Wj , então ω(u, v′) = 0 para todo v′ ∈ Wj . Como v ∈ Wj segue que ω(u, v) =

0.

Portanto, W ⊆ W⊥. □

Teorema A.2.12. Sejam (V, ω) um espaço simplético. Se W ⊆ V é isotrópico não trivial, então W

está contido em algum subespaço Lagrangiano.

Demonstração: Inicialmente, notemos que (I(W ),⊆) é um conjunto parcialmente orde-

nado, sendo ⊆ a inclusão usual. Seja (Zi)i∈I uma cadeia em I(W ). O conjunto Z =
⋃
i∈I Zi

é, pelo Lema A.2.11, um subespaço de V , pois (Zi)i∈I é uma cadeia, e é um elemento de

I(W ). De fato, como para cada i ∈ I vale que {0} ⊊ W ⊆ Zi segue que W ⊆ Z e pelo

Lema A.2.11 o subespaço Z é isotrópico. Assim, o subespaço Z é uma cota superior do

conjunto I(W ). Pelo Lema de Kuratowski-Zorn, existe um elemento maximal em I(W ),

digamos L. Devemos garantir que tal elemento é um subespaço Lagrangiano. É suficiente

mostrarmos que L⊥ ⊆ L, já que L é isotrópico. Suponha, por absurdo, que exista v0 ∈ L⊥

tal que v0 /∈ L. O subespaço

L̃ := L+ ger{v0}

é isotrópico e contém L. Com efeito, dado w1 = u + λv0, w2 = u′ + λ′v0 ∈ L̃, com u, u′ ∈ L

e λ, λ′ ∈ K, tem-se

ω(w1, w2) = ω(u, w2) + λω(v0, w2)

= ω(u, u′) + λ′ω(u, v0) + λ(ω(v0, u
′) + λ′ω(v0, v0))

= 0.
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Pela maximalidade de L devemos ter que L̃ = L e, assim, v0 ∈ L o que é uma contradição.

Portanto, L é um subespaço Lagrangiano que contém W como afirmado. □

Corolário A.2.13. Se (V, ω) é um espaço simplético com V ̸= {0}, então existe um subespaço

L ⊆ V que é Lagrangiano.

Demonstração: Seja v0 ∈ V \ {0}. Todo subespaço de dimensão 1 é isotrópico. Em par-

ticular, ger{v0} é isotrópico. Pelo Teorema A.2.12, existe um subespaço Lagrangiano L tal

que ger{v0} ⊆ L. □

Observação A.2.14. Em [39] é apresentada uma versão do Teorema A.2.12 para espaços

de Hilbert. ⋄

A discussão anterior pode ser adaptada para o contexto de espaços coisotrópicos.

Já sabemos, pela Proposição A.2.5, que o “tamanho” dos subespaços coisotrópicos está

limitado inferiormente pela metade da dimensão de V . Assim, uma pergunta natural

aqui é sobre a existência, a partir de um subespaço coisotrópico W fixado a priori, de um

elemento mínimo no conjunto CoI(W ) de todos os subespaços coisotrópicos que contém

W . Um raciocínio análogo ao que foi feito no Teorema A.2.12 nos permite concluir que

todo subespaço coisotrópico contém um espaço Lagrangiano.

A.3 Simpletomorfismos

Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) dois espaços simpléticos. Uma transformação linear T :

V1 → V2 é dita uma aplicação simplética quando

ω2(T (v), T (w)) = ω1(v, w). (A.4)

Além disso, se T for ainda um isomorfismo diremos que T é um simpletomorfismo.

Proposição A.3.1. Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) espaços simpléticos. Se T ∈ L(V1, V2) é uma aplica-

ção simplética, então T é injetora. Além disso, se V1 e V2 são finitamente gerados e têm a mesma

dimensão, então T é um simpletomorfismo.

Demonstração: Seja T ∈ L(V1, V2) uma aplicação simplética. Se T (v) = 0, então a igual-

dade (A.4) juntamente com o fato de ω1 ser não degenerada nos garantem que v = 0.

Logo, nuc(T ) = {0}, ou seja, T é injetora. □
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Percebemos, no caso que V1 = V2 = V e ω1 = ω2 = ω, que a composta de iso-

morfismos simpléticos é ainda um isomorfismo simplético. Assim, o conjunto Sp(V, ω)

dos isomorfismos que preservam a forma simplética tem estrutura de grupo. Pode-se

mostrar, com o auxílio do Teorema do Valor Regular (vide [8, p.19]), que a álgebra de Lie

correspondente é

sp(V, ω) = {T ∈ L(V ) : ω(T ·, ·) + ω(·, T ·) = 0}.

O próximo resultado nos fornece uma maneira de julgarmos se uma transformação

linear é um simpletomorfismo através do conceito de base simplética.

Proposição A.3.2. Sejam (U, ω) e (V, η) espaços vetoriais simpléticos sobre um corpo K. Consi-

dere T ∈ L(U, V ). As seguintes afirmações são equivalentes:

1. T é um simpletomorfismo.

2. T leva qualquer base simplética numa básica simplética.

3. T leva alguma base simplética numa base simplética.

Demonstração: Seja B = {u1, v1, . . . , un, vn} uma base simplética de U . O conjunto T (B) é

uma base de V , uma vez que T é um isomorfismo. Devemos mostrar que os elementos de

tal conjunto satisfazem as relações (A.3). Para todo i ∈ {1, . . . , n} temos

ω2(T (ui), T (vi)) = ω1(ui, vi) = 1,

onde na segunda igualdade usamos a hipótese de B ser uma base simplética. Agora, para

quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}, com i ̸= j, temos

ω2(T (ui), T (vj)) = ω1(ui, vj) = 0,

ω2(T (ui), T (uj)) = ω1(ui, uj) = 0,

ω2(T (vi), T (vj)) = ω1(vi, uj) = 0

Isto nos mostra que a afirmação 1 implica em 2.

Notemos que a afirmação 2 implica em 3. Resta apenas mostrarmos que a afirma-

ção 3 implica em 1. Por hipótese, existem bases simpléticas

B = {e1, f1, . . . , en, fn} e

C = {e′1, f ′
1, . . . , e

′
n, f

′
n}
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de U e V , respectivamente, tais que

T (ei) = e′i e T (fi) = f ′
i

para todo i ∈ {1, . . . , n}. Logo, T é um isomorfismo. Vejamos, agora, que vale a igualdade

(A.4). Sejam u1, u2 ∈ U . Escreva u1 =
∑n

i=1 aiei +
∑n

i=1 bifi e u2 =
∑n

i=1 ciei +
∑n

i=1 difi

onde ai, bi, ci, di ∈ K para todo i ∈ {1, . . . , n}. Assim,

ω(u1, u2) =
n∑

i=1

ai




n∑

j=1

cj ω(ei, ej)︸ ︷︷ ︸
0

+
n∑

j=1

dj ω(ei, fj)︸ ︷︷ ︸
δij




+
n∑

i=1

bi




n∑

j=1

cj ω(fi, ej)︸ ︷︷ ︸
0

+
n∑

j=1

dj ω(fi, fj)︸ ︷︷ ︸
−δij




=
n∑

i=1

(aidi − bici)

e

η(T (u1), T (u2)) =
n∑

i=1

ai




n∑

j=1

cj η(e
′
i, e

′
j)︸ ︷︷ ︸

0

+
n∑

j=1

dj η(e
′
i, f

′
j)︸ ︷︷ ︸

δij




+
n∑

i=1

bi




n∑

j=1

cj η(f
′
i , e

′
j)︸ ︷︷ ︸

−δij

+
n∑

j=1

dj η(f
′
i , f

′
j)︸ ︷︷ ︸

0




=
n∑

i=1

(aidi − bici).

As igualdades acima nos mostram que ω(u1, u2) = η(T (u1), T (u2)) para quaisquer u1, u2 ∈
U , ou seja, T é uma aplicação simplética e, portanto, um simpletomorfismo. □

Proposição A.3.3. Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) espaços simpléticos. Se dimU = dimV , então

(V1, ω1) e (V2, ω2) são simpletomorfos.

Demonstração: Sejam B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} e C = {e′1, . . . , e′n, f ′
1, . . . , f

′
n} bases sim-

pléticas de V1 e V2, respectivamente. A transformação linear T : V1 → V2 dada por

T (ei) = e′i e T (fi) = f ′
i para todo i ∈ {1, . . . , n} é um isomorfismo, já que leva base em

base. Além disso, a Proposição A.3.2 nos garante que T é um simpletomorfismo. □

Proposição A.3.4. Sejam (V, ω) um espaço simplético e T ∈ L(V ) um simpletomorfismo.
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1. Se W é um subespaço de V , então T (W⊥) = T (W )⊥.

2. Se W ⊆ V é isotrópico, coisotrópico ou Lagrangiano, então T (W ) também o é.

3. Dois autovetores de T associados à autovalores distintos cujo produto não seja igual a 1 são

necessariamente ortogonais com relação a ω.

4. W ⊆ V é invariante por T se, e somente se, W⊥ também o for.

Demonstração: Mostraremos apenas o item 3. Sejam λ1, λ2 ∈ K dois autovalores distintos

de T , associados aos autovetores v1 e v2, cujo produto não seja igual a 1. Como T é um

simpletomorfismo temos

ω(v1, v2) = ω(T (v1), T (v2)) = ω(λ1v1, λ2v2) = λ1λ2ω(v1, v2).

Daí,

(1− λ1λ2)ω(v1, v2) = 0.

Visto que λ1λ2 ̸= 1 devemos ter que ω(v1, v2) = 0. □

Exemplo A.3.5. Sejam (V, ω) um espaço simplético, sobre um corpo K, de dimensão 2n

e B = {u1, v1, . . . , un, vn} uma base simplética de V . Considere a aplicação Φ : K2n → V

dada por

Φ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) :=
n∑

j=1

xjuj +
n∑

j=1

yjvj.

Tal aplicação leva base canônica de K2n, que é uma base simplética com relação à forma

ω0, em B. Pela Proposição A.3.2 temos que Φ é um simpletomorfismo. ⋄

Proposição A.3.6. Sejam (V, ω) um espaço simplético e B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} uma base

simplética. Se A ∈ Gl(n,R), então existe um único simpletomorfismo T ∈ L(V ) tal que

T (ej) =
n∑

i=1

(A⊤)ijei e T (fj) =
n∑

i=1

(A−1)ijfi

para todo j ∈ {1, . . . , n}. Em particular, os espaços E = ger{e1, . . . , en} e F = ger{f1, . . . , fn}
são invariantes por T .

Demonstração: Defina a aplicação T : V → V como acima e estenda por linearidade. Por

construção, T é um isomorfismo tal que T (B) = B. Pela Proposição A.3.2 temos que T é

um simpletomorfismo, já que B é uma base simplética. □
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Teorema A.3.7. A aplicação Φ : L(U, V ∗) → B(U, V ) definida por

Φ(T )(u, v) = φT (u, v) := T (u)(v) (A.5)

para quaisquer u ∈ U e v ∈ V estabelece um isomorfismo canônico.

Demonstração: Seja T ∈ L(U, V ∗) tal que Φ(T ) = 0. Para quaisquer u ∈ U e v ∈ V teremos

que T (u)(v) = φT (u)(v) = 0, mostrando que T é a aplicação nula. Tomemos ψ ∈ B(U, V ).

Considere a aplicação T ∈ L(U, V ∗) definida por T (u)(v) = ψ(u, v) para quaisquer u ∈ U

e v ∈ V . Assim,

Φ(T )(u, v) = φT (u, v) = T (u)(v) = ψ(u, v)

para quaisquer u ∈ U e v ∈ V . Daí, ψ = Φ(T ), implicando que Φ é sobrejetora. Dessa

forma, concluímos que, nesse caso, Φ é um isomorfismo. □

Observação A.3.8. Podemos apresentar um argumento alternativo para a Proposição A.3.7.

A aplicação Ψ : B(U, V ) → L(U, V ∗) dada por

Ψ(ψ)(u)(v) = ψ(u, v)

está bem definida, é uma transformação linear e é a inversa de Φ. De fato, dados T ∈
L(U, V ∗), ψ ∈ B(U, V ), u ∈ U e v ∈ V , tem-se

Ψ ◦ Φ(T )(u)(v) = Ψ(φT )(u)(v) = φT (u, v) = T (u)(v)

e

Φ ◦Ψ(ψ)(u, v) = Ψ(ψ)(u)(v) = ψ(u, v).

De maneira análoga, pode-se mostrar que os espaços B(U, V ) e L(V, U∗) são canonica-

mente isomorfos. ⋄

Corolário A.3.9. Sejam U e V espaços vetoriais finitamente gerados. A aplicação T ∈ L(U, V ∗) é

um isomorfismo se, e somente se, a forma bilinear induzida φT ∈ B(U, V ), como definida em (A.5),

é não degenerada.

Demonstração: Suponha que φT é não degenerada. Seja u ∈ U tal que T (u) é o funcional

nulo. Para todo v ∈ V temos

φT (u, v) = T (u)(v) = 0.

Daí, u = 0, mostrando que T é injetora. Seja f ∈ V ∗. Pelo Teorema da Representação de

Riesz, existe um único u0 ∈ U tal que

f(v) = φT (u0, v) = T (u0)(v)
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para todo v ∈ V . Logo, T é sobrejetora. A outra direção é feita de maneira análoga. □

Às vezes é costume denotar a aplicação φT por T já que, pela Proposição A.3.7,

existe uma identificação biunívoca entre L(U, V ∗) e B(U, V ). Mais adiante faremos o uso

desse abuso de notação.

Proposição A.3.10. Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) espaços vetoriais simpléticos. Uma aplicação T ∈
L(V1, V2) é simplética se, e somente se,

T ∗ ◦ ω2 ◦ T = ω1

onde T ∗ denota a transposta de T . Noutras palavras, o diagrama

V1 V2 V ∗
2 V ∗

1
T

ω1

ω2 T ∗

é comutativo.

Demonstração: Suponhamos que T é uma aplicação simplética. Pela Proposição A.3.7

podemos enxergá-lo como um elemento de B(V1, V2). Dado u1 ∈ V1, tem-se

(T ∗ ◦ ω2 ◦ T )(u1) = T ∗(ω2(T (u1))) : V1 → K.

Para todo v1 ∈ V1 obtemos

T ∗(ω2(T (u1)))(v1) = ω2(T (u1))(T (v1))

= ω2(T (u1), T (v1))

= ω1(u1, v1)

onde na primeira igualdade usamos a definição da transposta de T , na segunda igualdade

usamos a identificação Ψ e na terceira igualdade foi utilizado a hipótese de T ser um

simpletomorfismo. Reciprocamente, dados u1, v1 ∈ V1, tem-se

ω2(T (u1), T (v1)) = ω2(T (u1))(T (v1))

= T ∗ ◦ ω2(T (u1))(v1)

= T ∗ ◦ ω2 ◦ T (u1)(v1)
= ω1(u1)(v1)

= ω1(u1, v1).

Portanto, T é uma aplicação simplética. □
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Observação A.3.11. Rigorosamente, a igualdade da Proposição A.3.10 significa T ∗◦Ψ(ω2)◦
T = Ψ(ω1), onde Ψ é a aplicação da Observação A.3.8. Assim, duas formas simpléticas,

num espaço vetorial de dimensão par, diferem por um automorfismo. ⋄

Apresentaremos agora uma maneira alternativa de expressarmos a igualdade (A.4).

O pullback da forma ω2 para V1 por meio da transformação linear T ∈ L(V1, V2) é a apli-

cação

(T ∗ω2) : V1 × V1 → K definida por (T ∗ω2)(v, w) := ω2(T (v), T (w)).

Dessa forma, a aplicação T é simplética se, e somente se, T ∗ω2 = ω1. Algumas proprieda-

des da aplicação T ∗ são descritas abaixo.

Proposição A.3.12. Sejam V1 e V2 espaços que possuem uma forma simplética. O pullback goza

das seguintes propriedades:

1. T ∗(ω2 + η2) = T ∗(ω2) + T ∗(η2).

2. (c · T )∗ = c · T ∗ .

2. (R ◦ T )∗ = T ∗ ◦R∗.

4. se T é um isomorfismo, então (T−1)∗ = (T ∗)−1.

Proposição A.3.13. Seja V um espaço simplético com dimensão 2n. Se ω1 e ω2 são duas formas

simpléticas de V , então existe um simpletomorfismo T ∈ L(V ) tal que T ∗ω2 = ω1.

Demonstração: Pelo Exemplo A.3.5, existem simpletomorfismos Φ1 : (R2n, ω0) → (V, ω1)

e Φ2 : (R2n, ω0) → (V, ω2) tais que Φ∗
1ω0 = ω1 e Φ∗

2ω0 = ω2. Seja T : (V, ω1) → (V, ω2) a

aplicação dada por T := Φ−1
2 ◦ Φ1, ou seja, a única aplicação que faz o diagrama

(R2n, ω0)
id

R2n //

Φ1

��

(R2n, ω0)

Φ2

��
(V, ω1) T

// (V, ω2)

comutar. Pela Proposição A.3.12 temos

T ∗ω2 = Φ∗
1 ◦ (Φ−1

2 )∗ω2 = Φ∗
1 ◦ (Φ∗

2)
−1ω2 = Φ∗

1ω0 = ω1.

Portanto, T é um simpletomorfismo que leva forma simplética de V em forma simplética

de V . □
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Seja V um espaço vetorial de dimensão par. Consideremos o conjunto formado por

todas as formas simpléticas de V , isto é,

Ω(V )
.
= {ω : V × V → K : ω é uma forma simplética}.

Definimos uma ação à esquerda do grupo Gl(V ) em Ω(V ) através do pullback

Φ · ω .
= Φ∗ω.

O Exemplo A.3.5 e a Proposição A.3.13 nos asseguram que Ω(V ) ̸= ∅ e que a ação é tran-

sitiva (existe apenas uma órbita). O subgrupo de isotropia de um elemento ω ∈ Ω(V )

é

Gω = {T ∈ Gl(V ) : T ∗ω = ω} = Sp(V, ω).

Assim,

Ω(V ) ≃ Gl(V )/ Sp(V, ω),

isto é, podemos enxergar Ω(V ) como um espaço homogêneo.

Proposição A.3.14. Sejam X um conjunto não vazio e (V, ω) um espaço simplético sobre um

corpo K. Se ξ : X → V é uma bijeção, então existe uma única estrutura vetorial em X com as

seguintes propriedades:

1. existe uma forma simplética σ em X .

2. existe uma única forma simplética de maneira que a aplicação ξ é um simpletomorfismo.

Demonstração: Deve-se, primeiramente, definir operações de soma e multiplicação por

escalar real em X que torne tal conjunto um espaço vetorial. Para isso, dados x, y ∈ X e

a ∈ K defina

x+ y := ξ−1(ξ(x) + ξ(y)) e a · x := ξ−1(aξ(x)).

Daí, tem-se

ξ(x+ y) = ξ(x) + ξ(y) e ξ(a · x) = aξ(x)

para quaisquer x, y ∈ X , ou seja, ξ é um isomorfismo. Sejam ⊕ e ⊙ operações de soma e

multiplicação por escalar, respectivamente, em V tais que ξ é um isomorfismo. Se x, y ∈ X

e a ∈ R, então

ξ(x+ y) = ξ(x) + ξ(y) = ξ(x⊕ y),

ξ(a · x) = aξ(x) = ξ(a⊙ x).
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Aplicando ξ−1 em ambos os lados das igualdades acima obtemos que x + y = x ⊕ y e

a · x = a ⊙ y, ou seja, as operações binárias + e ⊕ bem como · e ⊙ coincidem em X × X .

Daí, tais aplicações são iguais, mostrando que existe uma única estrutura de espaço ve-

torial em X na qual ξ é um isomorfismo. A forma simplética σ é definida como sendo o

pullback de ω por meio do isomorfismo ξ. Por construção, ξ é uma aplicação simplética e,

portanto, um simpletomorfismo. □

A.4 Decomposições Lagrangianas

O resultado a seguir nos garante que todo simpletomorfismo que deixa invariante

as “metades” de uma base simplética é dado como na Proposição A.3.6.

Proposição A.4.1. Sejam (V, ω) um espaço simplético e B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} uma base

simplética de V . Considere os subespaços E = ger{e1, . . . , en} e F = ger{f1, . . . fn}.

1. E e F são espaços Lagrangianos.

2. Seja T ∈ L(V ) um simpletomorfismo tal que T (E) ⊆ E e T (F ) ⊆ F . Se B = (Bij) e

C = (Cij) são elementos de M(n,K) que satisfazem as relações

T (ej) =
n∑

i=1

Bijei e T (fj) =
n∑

i=1

Cijfi,

então existe A ∈ Gl(n,K) tal que B = A⊤ e C = A−1.

Demonstração: Argumentaremos o item 1 apenas para o subespaço E, uma vez que para

F é análogo. Dado u ∈ E, escreva u = a1e1 + · · · + anen. Pela bilinearidade da forma

simplética temos que

ω(ei, u) = a1ω(ei, e1) + · · ·+ anω(ei, en).

A hipótese de B ser uma base simplética nos assegura que ω(ei, ej) = 0 para quaisquer

i, j ∈ {1, . . . , n}. Logo, {e1, . . . , en} ⊆ E⊥ o que implica que E ⊆ E⊥. Reciprocamente, seja

v ∈ E⊥. Pela definição de ortogonal simplético temos ω(ei, v) = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Como B é base, existem escalares a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ K tais que

v = a1e1 + · · ·+ anen + b1f1 + · · ·+ bnfn.

Usando que valem as relações (A.3) obtemos que

bi = ω(ei, u) = 0
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para todo i ∈ {1, . . . , n} e, assim, v ∈ E. Isso nos permite concluir que E = E⊥, ou seja, E

é um subespaço Lagrangiano.

Vejamos, agora, o item 2. As restrições T |E e T |F são isomorfismos, já que levam

base em base. Logo, as matrizes B e C são não singulares. Afirmamos que a matriz A

procurada é dada por C−1. Como B é uma base simplética e T é um simpletomorfismo

segue que

δij = ω(ei, fj) = ω(T (ei), T (fj)) =
∑

k,l

BkiClj ω(ek, fl)︸ ︷︷ ︸
δkl

= (B⊤C)ij

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}. A igualdade acima significa que B⊤C = I e, assim, con-

cluímos que B = (C−1)⊤ = A⊤. □

O resultado a seguir nos diz que os subespaços Lagrangianos possuem uma rele-

vância maior no sentindo de todo espaço simplético poder ser decomposto na soma direta

de subespaços Lagrangianos.

Teorema A.4.2. Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. As seguintes afirmações são equi-

valentes:

1. V admite uma estrutura de espaço simplético.

2. existe um espaço vetorial L tal que V ≃ L⊕ L∗ de maneira canônica.

Além disso, com respeito às estruturas simpléticas acima L e L∗ são subespaços Lagrangianos de V

e o isomorfismo da afirmação 2 é um simpletomorfismo.

Demonstração: Seja B = {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} uma base simplética de V . Pela Proposição

A.4.1 temos que os subespaços E = ger{e1, . . . , en} e F = ger{f1, . . . , fn} são Lagrangianos

e, além disso, V = E ⊕ F . Considere a aplicação

Φ : F → E∗ dada por Φ(v)(u) = ω(u, v)

para quaisquer u ∈ E e v ∈ F . Considere {e∗1, . . . , e∗n} a base de E∗ dual a base {e1, . . . , en}
de E. Dados i, j ∈ {1, . . . , n} vale que

Φ(fj)(ei) = ω(ei, fj) = δij = e∗j(ei),

ou seja, Φ leva base em base. Logo, obtemos que F eE∗ são isomorfos. Pelo Exemplo A.1.6

a soma direta E ⊕E∗ pode ser vista como um espaço simplético, onde a forma simplética

é dada por

ωE((u, f), (v, g)) = g(u)− f(v).
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Além disso, pelo Exemplo A.2.10 temos que os espaços E⊕{0} e {0}⊕E∗ são subespaços

Lagrangianos de E ⊕E∗. A decomposição de V na soma direta dos subespaços E e F nos

garante que a aplicação

Ψ : V → E ⊕ E∗ dada por Ψ(u+ v) = (u,Φ(v))

está bem definida e é um isomorfismo. Tomemos u, u′ ∈ E e v, v′ ∈ F . Visto que E e F são

Lagrangianos temos ω(u, u′) = 0 = ω(v, v′). Daí,

ωE(Ψ(u+ v),Ψ(u′ + v′)) = ωE((u,Φ(v)), (u
′,Φ(v′)))

= Φ(v′)(u)− Φ(v)(u′)

= ω(u, v′)− ω(u′, v)

= ω(u, v′) + ω(v, u′)

= ω(u, v′) + ω(u, u′) + ω(v, u′) + ω(v, v′)

= ω(u+ v, u′ + v′),

ou seja, Ψ trata-se de um simpletomorfismo. Isto mostra que a afirmação 1 implica em 2.

Reciprocamente, suponhamos que vale a afirmação 2. Seja Ψ : V → L ⊕ L∗ um

isomorfismo. A forma bilinear ω = Ψ∗ωL, pullback de ωL pela aplicação Ψ, é uma forma

simplética em V que, por construção, torna Ψ um simpletomorfismo. □

Proposição A.4.3. Seja (V, ω) um espaço simplético. Se L e L0 são subespaços isotrópicos tais que

V = L⊕ L0, então L e L0 são subespaços Lagrangianos.

Demonstração: Seja L1 ⊆ V um subespaço isotrópico de maneira que contenha o subes-

paço L. Nesse caso, devemos ter que L1 ∩ L0 é não trivial. Seja v ∈ L1 ∩ L0. Para todo

u ∈ L temos que ω(u, v) = 0, uma vez que L ⊆ L1 ⊆ L⊥
1 . Por outro lado, se u ∈ L0, então

ω(u, v) = 0 pois v ∈ L0 ⊆ L⊥
0 . Assim, como a aplicação ω♯, definida em (A.1), é injetora

segue que v = 0. Logo, L = L1, mostrando que L é um subespaço isotrópico maximal.

Pelo Teorema A.2.12 isto significa que L é Lagrangiano. □

Proposição A.4.4. Se V = E ⊕ F , então V = E⊥ ⊕ F⊥. Em particular, se E é Lagrangiano,

então V = E ⊕ F⊥.

Demonstração: O dual V ∗ é decomposto na soma direta E0 ⊕ F 0. Como ω♭(E⊥) = E0 e

ω♭(F⊥) = F 0 segue que V = E⊥ ⊕ F⊥. Se E = E⊥, então V = E ⊕ F⊥. □
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Veremos que todo subespaço Lagrangiano tem pelo menos um complementar La-

grangiano. Apresentaremos duas provas para este fato, uma delas válida para dimensão

infinita e a outra para espaços finitamente gerados.

Teorema A.4.5. Seja (V, ω) um espaço simplético. Se L ⊆ V é um subespaço Lagrangiano, então

existe um subespaço L0 ⊆ V Lagrangiano tal que V = L⊕L0. Em outras palavras, todo subespaço

Lagrangiano admite um complementar Lagrangiano.

Demonstração: Seja F ⊆ V tal que V = L⊕F . Se F for Lagrangiano, então considere L0 =

F . Suponha que F não é Lagrangiano. Visto que L é Lagrangiano segue, da Proposição

A.4.4, que F⊥ também é um complementar de L. Considere o seguinte subespaço

L0 :=

{
1

2
(u+ v) : u ∈ F, v ∈ F⊥ e u− v ∈ L

}
.

Por hipótese, existe u ∈ F \ F⊥ com u ̸= 0. Como V = L ⊕ F⊥ temos que existem únicos

u0 ∈ L e v0 ∈ F⊥, com u0, v0 ̸= 0, tais que u = u0 + v0. Logo, v0 − u = u0 ∈ L, ou

seja, u + v0 ∈ L0 com u + v0 ̸= 0 pois u, v0 ̸= 0. Daí, o subespaço L0 é não trivial. Por

causa da Proposição A.4.3 é suficiente mostrarmos que L0 é um complementar de L que é

isotrópico. Para esse fim, suponha que L ∩ L0 é não trivial. Neste caso, tem-se

u+ v ∈ L e u− v ∈ L,

já que L é um subespaço. Daí, u, v ∈ L. Como F e F⊥ são complementares de L segue

que u, v = 0. Agora, vejamos que V = L + L0. Seja x ∈ V . Por hipótese, existem únicos

y, y′ ∈ L, u ∈ F e v ∈ F⊥ tais que x = y + u e x = y′ + v. Assim, y − y′ = v − u, implicando

que x0 := 1
2
u+ 1

2
v ∈ L0. Notemos que

x =
1

2
(y + u) +

1

2
(y′ + v) =

1

2
(y + u) + x0 ∈ L+ L0.

Logo, concluímos que V = L ⊕ L0. Resta mostrarmos que L0 é isotrópico. Tomemos

x = 1
2
(u+ v) e y = 1

2
(u′ + v′) elementos genéricos de L0. Usando que a forma simplética é

bilinear e que v − u, v′ − u′ ∈ L obtemos

ω(x, y) = ω

(
u+

1

2
(v − u), u′ +

1

2
(v′ − u′)

)

= ω(u, u′) +
1

2
ω(u, v′ − u′)− 1

2
ω(u′, v − u)

=
1

2
ω(u, v′)− 1

2
ω(u′, v)

= 0

como desejávamos. □
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Demonstração alternativa do Teorema A.4.5: Seja L um subespaço Lagrangiano. Em

particular, L ⊊ V e L = L⊥. Existe um elemento v1 ∈ V tal que v1 /∈ L. Assim,

L∩ger{v1} = {0} e, pela Proposição A.2.3, vale que L+ger{v1}⊥ = (L∩ger{v1})⊥ = V . Seja

v2 ∈ ger{v1}⊥ tal que v2 /∈ L + ger{v1}. Neste caso, tem-se L ∩ ger{v1, v2} = {0} e usando

novamente a Proposição A.2.3 obtemos que V = L+ger{v1, v2}⊥. Notemos ainda que, por

construção, o subespaço ger{v1, v2} é isotrópico. A hipótese de V ser finitamente gerado

nos assegura que após uma quantidade finita de iterações do processo descrito anterior-

mente encontraremos um subespaço isotrópico L0 ⊆ V tal que V = L + L⊥
0 , L ∩ L0 = {0}

e não existirá um elemento de L⊥
0 que não pertença a L + L0. Daí, V = L ⊕ L0 e pela

Proposição A.4.3 concluímos que L0 é Lagrangiano. □

Uma decomposição Lagrangiana de V é um par (L1, L2) de subespaços Lagrangi-

anos tal que V = L1 ⊕ L2. Considere a aplicação

ΛL1,L2 : L2 → L∗
1 dada por ΛL1,L2(v)

.
= −ω♭(v)|L1 .

A bilinearidade da forma simplética nos assegura que ΛL1,L2 é uma transformação linear.

Teorema A.4.6. A aplicação ΛL1,L2 , como definida acima, goza das seguintes propriedades:

1. é um isomorfismo canônico.

2. A transposta da aplicação ΛL1,L2 é igual a menos ΛL2,L1 (módulo isomorfismo), isto é, o

diagrama abaixo é comutativo.

L1

ΛL2,L1 //

♯

��

L∗
2

− idL∗
2

��
L∗∗
1 Λ∗

L1,L2

// L∗
2

Demonstração: Tomemos v ∈ nuc(ΛL1,L2) ⊆ L2. Para todo u ∈ L1 temos que ω(v, u) = 0.

Daí, v ∈ L⊥
1 = L1. A hipótese de (L1, L2) ser uma decomposição Lagrangiana de V implica

que L1 ∩ L2 = {0} e, assim, v = 0. Logo, ΛL1,L2 é injetora. Seja f ∈ L∗
1. Considere f̃ ∈ V ∗

definida por

f̃(v) =




f(v), v ∈ L1

0, v ∈ L2

.

Pelo Teorema A.1.1 existe v0 ∈ V tal que f̃ = ω(v0,−). Assim, ω(v0, v) = f̃(v) = 0 para

todo v ∈ L2, implicando que v0 ∈ L⊥
2 . Como L2 é um subespaço Lagrangiano segue que

v0 ∈ L2. Além disso, por construção f̃ = ΛL1,L2(v0), finalizando a prova da afirmação 1.
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Vejamos a afirmação 2. Por definição de transposta temos Λ∗
L1,L2

: L∗∗
1 → L∗

2. No

contexto de espaços vetoriais finitamente gerados vale que L∗∗
1 ≃ L1 canonicamente. As-

sim, todo funcional linear de L∗
1 é da forma u♯ com u ∈ L1. Lembremos que u♯(f) = f(u)

para todo f ∈ L∗
1. Dados u♯ ∈ L∗∗

1 e v ∈ L2, tem-se

Λ∗
L1,L2

(u♯)(v) = u♯(ΛL1,L2(v))

= ΛL1,L2(v)(u)

= ω(v, u)

= −ω(u, v)
= −ΛL2,L1(u)(v)

como desejávamos. □

Teorema A.4.7. Seja L1 ⊆ V um subespaço Lagrangiano. Se B1 é uma base de L1, então existe

uma base simplética B de V tal que B1 ⊆ B. Em outras palavras, toda base de um subespaço

Lagrangiano pode ser completada a uma base simplética.

Demonstração: Pelo Teorema A.4.5 existe um subespaço Lagrangiano L2 tal que V =

L1 ⊕ L2. Sejam B1 = {e1, . . . , en} uma base de L1 e B∗
1 = {e∗1, . . . , e∗n} a base dual a B1. Para

cada i ∈ {1, . . . , n} defina

fi := −Λ−1
L1,L2

(e∗i ).

O Teorema A.4.6 nos garante que o conjunto B2 = {f1, . . . , fn} é uma base de L2. Afir-

mamos que a base B = B1 ∪ B2 é simplética. Notemos que ω(ei, ej) = 0 = ω(fi, fj) para

quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}, já que os subespaços L1 e L2 são Lagrangianos. Além disso,

ω(ei, fj) = −ω(ei,Λ−1
L1,L2

(e∗j))

= ω(Λ−1
L1,L2

(e∗j), ei)

= ΛL1,L2(Λ
−1
L1,L2

(e∗j))(ei)

= e∗j(ei)

= δij

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}. Portanto, o conjunto B é realmente uma base simplética

de V . □

Corolário A.4.8. Toda base de um subespaço isotrópico pode ser estendida a uma base simplética.
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Demonstração: Seja W um subespaço isotrópico de V . Pelo Teorema A.2.12 existe um

subespaço Lagrangiano L ⊆ V tal que W ⊆ L. Seja B0 uma base de W . Complete este

conjunto a uma base de L, digamos B1. Pelo Teorema A.4.7 existe uma base simplética B
de V tal que B1 ⊆ B. □

Proposição A.4.9. Sejam (L1, L2) e (L′
1, L

′
2) decomposições Lagrangianas dos espaços simpléticos

(V, ω) e (V ′, ω′), respectivamente. Valem as seguintes propriedades:

1. se ψ ∈ L(L1, L
′
1) é uma transformação linear injetora, então existe uma única aplicação

simplética T ∈ L(V, V ′) tal que T |L1 = ψ e T (L1) ⊆ L′
1.

2. se ψ ∈ L(L1, L
′
1) é um isomorfismo, então existe um único simpletomorfismo T ∈ L(V, V ′)

tal que T |L1 = ψ e T (L1) = L′
1.

Demonstração: Seja B1 = {e1, . . . , er} uma base de L1. Pelo Teorema A.4.7 podemos

completar esta base a uma base simplética

B = {e1, . . . , er, f1, . . . , fr}

de V . Como ψ é injetora temos que ψ(B1) ⊆ V ′ é um conjunto linearmente independente.

Mais ainda, se dimL′
1 = s, então r ≤ s. Complete o conjunto ψ(B′

1) a uma base de L′
1,

digamos

B′ = {e′1, . . . , e′s, f ′
1, . . . , f

′
s}

onde e′i = ψ(ei) para todo i ∈ {1, . . . , r}. Considere a aplicação T : V → V ′ dada por

T (ei) = ψ(ei) e T (fi) = f ′
i para todo i ∈ {1, . . . , r}

e estendida por linearidade. Por construção, T |L1 = ψ, implicando que T (L1) ⊆ L′
1. Além

disso, para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , r} vale que

ω(ei, ej) = 0 = ω(e′i, e
′
j) = ω(T (ei), T (ej))

ω(fi, fj) = 0 = ω(f ′
i , f

′
j) = ω(T (fi), T (fj))

pois os subespaços L1 e L′
1 são Lagrangianos assim como os subespaços ger{f1, . . . , fr} e

ger{f ′
1, . . . , f

′
s} (veja Proposição A.4.1). O fato de B′ ser uma base simplética nos garante

que

ω(ei, fj) = 0 = ω(e′i, f
′
j) = ω(T (ei), T (fj))

para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , r}. Portanto, T é uma aplicação simplética. □
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APÊNDICE B – Variedades Diferenciáveis

O presente capítulo destina-se a apresentarmos a linguagem básica empregada

pela Geometria. Não nos ocuparemos em expor algumas noções topológicas e nem re-

sultados da Análise no Rn. Para isso, sugerimos as referências [40–44]. Cobriremos,

brevemente, os conceitos de variedade diferenciável, espaço tangente, campos vetoriais,

formas diferenciais de grau 1 e fibrados. Para uma discussão minuciosa de tais temas

consulte [9, 30, 43, 45–48].

B.1 Cartas, Atlas e Estruturas Diferenciáveis

Seja M um espaço topológico. Dizemos que M é uma variedade topológica, de

dimensão n, quando M é localmente Euclidiana, isto é, para todo p ∈ M , existem abertos

U ⊆M , com p ∈ U , e Ũ ⊆ Rn e um homeomorfismo ϕ : U → Ũ . Nesse contexto, os abertos

U são chamados de abertos Euclidianos e o homeomorfismo ϕ é denominado sistema de

coordenadas, carta coordenada, carta local ou carta.

O sistema de coordenadas (U, ϕ) define n funções xj : U → R tais que

ϕ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn,

que são chamadas coordenadas locais ou funções coordenadas. Se πj : Rn → R denota a

projeção canônica na j-ésima coordenada, então xj = πj ◦ ϕ. Daí, podemos concluir que

cada função coordenada é uma aplicação contínua e aberta.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, denotaremos por ui : Rn → R as funções que associam

cada ponto a = (a1, . . . , an) a i-ésima coordenada ai. Assim, u1, . . . , un são as funções

coordenadas naturais do espaço Rn. Tendo em mente a notação anterior, notemos que

ui ◦ ϕ = xi.

Dado um ponto na variedade, pode existir, a princípio, vários sistemas de coorde-

nadas com domínio contendo o ponto. Se (U, ϕ) e (V, ψ) são duas cartas em M tais que

U ∩ V ̸= ∅, então ϕ(U ∩ V ), ψ(U ∩ V ) ⊆ Rn são abertos não vazios tais que a aplicação

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

é um homeomorfismo entre abertos de Rn denominado mudança de coordenadas de ϕ

para ψ.

Um atlas de M é um conjunto de cartas coordenadas

A = {(Ui, ϕi) : i ∈ I}
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tal que (Ui)i∈I é uma cobertura de M . Dizemos que duas cartas são compatíveis de classe

Cr quando seus domínios tem interseção vazia ou quando a mudança de coordenadas é

um difeomorfismo de classe Cr. Um atlas de classe Cr A é um atlas tal que para todos

(U, ϕ), (V, ψ) ∈ A, tem-se (U, ϕ) e (V, ψ) são compatíveis de classe Cr.

Denotaremos por Ar(M) o conjunto de todos os atlas de classe Cr em M munido

da relação de ordem parcial dada pela inclusão de conjuntos. Um atlas A ∈ Ar(M) é dito

maximal quando para todo atlas Ã ∈ Ar(M) tal que A ⊆ Ã, tem-se Ã = A. Pelo Lema de

Kuratowski-Zorn pode-se mostrar que se A é um atlas de classe Cr, então existe um único

atlas maximal sobre M que contém A (veja também [9, p.13]).

Uma estrutura diferenciável em M de classe Cr consiste num elemento maximal

do conjunto Ar(M). Uma variedade diferenciável, ou simplesmente variedade, consiste

numa variedade topológica M e uma estrutura diferenciável D. Assim, a terminologia

carta local em M passa a significar uma carta local que pertence a D.

Chamamos atenção para o fato de que alguns autores (por exemplo, [9,43,47]) cos-

tumam definir o conceito de variedade diferenciável exigindo ainda que o espaço topo-

lógico subjacente seja Hausdorff (conjuntos finitos são fechados e limite de redes/filtros

convergentes são únicos) e tenha base enumerável. Nesse caso, verifica-se (vide Theo-

rem 1.15 [9, p.9]) queM é uma variedade topológica paracompacta1 e, consequentemente,

admite partição da unidade (vide [9, p.43]).

Dada uma família de bijeções entre um conjunto e uma variedade diferenciável, é

possível transportarmos a estrutura diferenciável da variedade para o conjunto em ques-

tão (vide [47] ou [9, p.21]). Isso nos permite, por exemplo, estudar os fibrados tangente e

cotangente, que serão definidos adiante.

Existem alguns exemplos importantes de variedades, a saber, os espaços Euclidi-

anos Rn, os espaços normados de dimensão finita, gráfico de aplicações diferenciáveis,

as esferas Sn, Grassmannianas e os espaços projetivos. Pode-se, ainda, construir novas

variedades a partir de uma variedade dada utilizando, por exemplo, produto cartesiano,

relações de equivalência e ações de grupos. Salientamos que todo aberto U de uma varie-

dade (M,D) tem uma estrutura diferenciável induzida por M . Com efeito, a coleção

AU = {(V, ϕ) ∈ D : V ⊆ U}

é um atlas de classe Cr em U e, assim, existe uma única estrutura diferenciável, de classe
1 Um espaço topológico X é dito paracompacto quando para toda cobertura aberta C de X , existe

um refinamento D de C tal que D é uma cobertura aberta e localmente finita. Uma discussão
aprofundada sobre espaços paracompactos e partições da unidade é feito em [42, p.109]. Já a
referência [9] trata de tais conceitos no contexto de variedades diferenciáveis.
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Cr, em U , que contém AU . Com essa estrutura temos dimU = dimM , uma vez que os

domínios das cartas em AU são abertos em M .

Consideremos M e N variedades de classe Cr. Uma aplicação f : M → N é de

classeCk, com 0 ≤ k ≤ r, quando para todo p ∈M existem cartas ϕ : U ⊆M → ϕ(U) ⊆ Rn

e ψ : V ⊆ N → ψ(V ) ⊆ Rm tais que p ∈ U , f(U) ⊆ V e a composição

f̃ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → ψ(V ),

denominada representação local de f nas cartas ϕ e ψ, seja de classe Ck. Verifica-se que

tal conceito está bem definido, isto é, independe da escolha de cartas.

No próximo resultado, destacaremos que toda carta é um difeomorfismo.

Proposição B.1.1. Seja M uma variedade diferenciável de classe Cr, U ⊆ M e W ⊆ Rn aberto.

A fim de que uma aplicação bijetora ϕ : U → W seja uma carta de M é necessário e suficiente que

U seja um aberto de M e ϕ um difeomorfismo de classe Cr.

Demonstração: Suponhamos que (U, ϕ) seja uma carta de M . Consideremos as represen-

tações de ϕ e ϕ−1 com respeito às cartas ϕ, na variedade U , e idW , na variedade W ,

idW = idW ◦ϕ ◦ ϕ−1 : W → W e idW = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ idW : W → W.

Como a identidade é de classe Cr segue que ϕ é um difeomorfismo de classe Cr. Para

mostrarmos a recíproca devemos garantir que ϕ é um elemento do atlas maximal D de M ,

ou seja, ϕ tem que ser compatível com toda carta de D. Seja ψ : V → Z uma carta de D. Os

conjuntos ϕ(U ∩V ) e ψ(U ∩V ) são abertos de Rn, uma vez que ϕ e ψ são homeomorfismos.

Além disso, a função de transição ψ ◦ ϕ−1 é de classe de Cr pois pode ser enxergada como

a representação de ϕ−1 nas cartas id : ϕ(U ∩ V ) → ϕ(U ∩ V ) e ψ|U∩V : U ∩ V → ψ(U ∩ V ).

Analogamente, vemos que ϕ◦ψ−1 é de classeCr. Dessa forma, ψ◦ϕ−1 é um difeomorfismo

de classe Cr e, portanto, ϕ e ψ são compatíveis. □

Seja f :M → R uma função. O suporte de f , em símbolos supp(f), é definido por

supp(f)
.
= {x ∈M : f(x) ̸= 0}.

Proposição B.1.2. Seja M uma variedade C∞, Hausdorff e paracompacta. Se F ⊆M é fechado e

U ⊆ M é aberto tal que F ⊆ U , então existe f ∈ C∞(M) tal que 0 ≤ f ≤ 1, f(x) = 1 para todo

x ∈ F e supp(f) ⊆ U .

Demonstração: Vide [9, p.44]. □
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Proposição B.1.3. Sejam M uma variedade diferenciável, F ⊂ M fechado e f : F → Rk uma

aplicação de classe C∞. Se U ⊂ M é um aberto contendo F , então existe uma aplicação f̃ : M →
Rk de classe C∞ tal que f̃ |F = f e supp(f̃) ⊂ U .

Demonstração: Vide [9, p.45]. □

B.2 Espaço Tangente

Denotaremos por Cp(M) o conjunto de todas as curvas diferenciáveis, em M , com

domínio contedo 0 ∈ R e que passam pelo ponto p ∈ M . Seja γ : (−ε, ε) → M uma curva

diferenciável tal que γ(0) = p. Um vetor tangente a curva γ no ponto p é uma aplicação

γ̇|p : C∞(M) → R definida por γ̇|p(f) :=
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0.

Consideremos a relação ∼ em Cp(M) dada por

γ ∼ σ se, e somente se, γ̇|p(f) = σ̇|p(f) para todo f ∈ C∞(M).

Tal relação é reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, trata-se de uma relação de equivalên-

cia. O conjunto Cp(M) é particionado em classes e o conjunto formado por essas classes,

denominado espaço tangente a M em p, será denotado por

TpM
.
= Cp(M)/∼ .

A classe de equivalência [γ] será chamada de vetor tangente.

Vamos, a partir de agora, associar biunivocamente cada classe de equivalência de

curvas com o seu respectivo “vetor velocidade”. Denotaremos por TpM o conjunto for-

mado por todas as aplicações γ̇|p com γ ∈ Cp(M).

Proposição B.2.1. Se γ̇|p, σ̇|p ∈ TpM e a ∈ R, então existem α, β ∈ Cp(M) tais que

α̇|p = γ̇|p + σ̇|p e β̇|p = a · γ̇|p.

Em particular, o conjunto TpM munido das operações usuais de soma e multiplicação por escalar é

um espaço vetorial.

Demonstração: Seja (U, ϕ) uma carta, com ϕ = (x1, . . . , xn), que contém o ponto p ∈ M

de maneira que ϕ(U) = Rn. Se dom(γ) = (−ε1, ε1) e dom(σ) = (−ε2, ε2) são tais que
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γ(−ε1, ε1), σ(ε2, ε2) ⊆ U , então tomemos ε := min{ε1, ε2}. Consideremos a curva α :

(−ε, ε) →M dada por

α(t) = ϕ−1(ϕ ◦ γ(t) + ϕ ◦ σ(t)− ϕ(p)).

Por construção, α(0) = p e α(−ε, ε) ⊆ U . Pela regra da cadeia temos

α̇|p(f) = (f ◦ α)′(0)
= (f ◦ ϕ−1 ◦ (ϕ ◦ γ + ϕ ◦ σ − ϕ(p)))′(0)

=
n∑

i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p))(xi ◦ γ + xi ◦ σ − ϕ(p))′(0)

= (f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ γ)′(0) + (f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ σ)′(0)
= γ̇|p(f) + σ̇|p(f)

para todo f ∈ C∞(M). Vejamos que o produto por escalar é uma operação fechada em

TpM . Seja a ∈ R tal que a ̸= 0. Defina β : (−ε/|a|, ε/|a|) →M por β(t) = γ(at). Assim,

β̇|p(f) = (f ◦ β)′(t)

=
d

dt
(f ◦ γ)(at)|t=0

= a · d
dt
(f ◦ γ)(t)|t=0

= a · (f ◦ γ)′(0)
= a · γ̇|p(f)

para todo f ∈ C∞(M). □

A aplicação

Φ : TpM → TpM dada por Φ([γ]) := γ̇|p
é bijetora. Dessa forma, existe uma única estrutura de espaço vetorial em TpM tal que Φ é

um isomorfismo, a saber, basta definir

[γ] + [σ]
.
= Φ−1(γ̇|p + σ̇|p) e a · [γ] .= Φ−1(a · γ̇|p)

onde a ∈ R.

Proposição B.2.2. Um vetor tangente v ∈ TpM goza das seguintes propriedades:

1. R-linearidade: v(af + bg) = av(f) + bv(g);

2. Regra de Leibniz: v(f · g) = f(p)v(g) + g(p)v(f)



131

para quaisquer a, b ∈ R e f, g ∈ C∞(M).

Demonstração: Como v ∈ TpM , existe uma curva γ ∈ Cp(M) tal que v = Φ([γ]) = γ̇|p.
Usando o fato que a derivada direcional é uma transformação linear segue que

d

dt
((af + bg) ◦ γ)(t)|t=0 = a

d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0 + b

d

dt
(g ◦ γ)(t)|t=0.

Logo, γ̇|p(af + bg) = aγ̇|p(f) + bγ̇|p(g), mostrando a R-linearidade. Agora, a afirmação 2 é

uma consequência da regra de Leibniz para funções definidas em Rn, uma vez que

d

dt
((f · g) ◦ γ)(t)|t=0 =

d

dt
(f(γ(t)) · g(γ(t)))|t=0

=
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0 · g(γ(0)) + f(γ(0)) · d

dt
(g ◦ γ)(t)|t=0.

Daí, γ̇|p(f · g) = γ̇|p(f) · g(p) + f(p) · γ̇|p(g). □

Uma derivação em p ∈ M é uma aplicação v : C∞(M) → R que tem as proprieda-

des 1 e 2 da Proposição B.2.2. O conjunto de todas as derivações em p será denotado por

DpM . Considerando-se as operações de soma e multiplicação por escalar ponto a ponto

temos que DpM é um espaço vetorial. Assim, TpM é um subespaço de DpM .

Seja (U, ϕ), com ϕ = (x1, . . . , xn), um sistema de coordenadas numa vizinhança de

p ∈M . A i-ésima derivada parcial de f ∈ C∞(M) em p, no sistema de coordenadas (U, ϕ),

é definida por
∂f

∂xi
(p)

.
=
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui
(ϕ(p)),

onde (u1, . . . , un) é o sistema de coordenadas canônico em Rn. Assim, fica definida a

função
∂

∂xi
|p : C∞(M) → R dada por

∂

∂xi
|p(f) .=

∂f

∂xi
(p).

Por simplicidade, é usual denotarmos ∂
∂xi

|p por ∂i|p.

Veremos na Proposição B.2.3 que as derivadas parciais em variedades são vetores

tangentes, ou seja, são classe de equivalência de curvas.

Proposição B.2.3. Seja (U, ϕ) um sistema de coordenadas, com ϕ = (x1, . . . , xn), que contém

p ∈M . As aplicações ∂
∂xi

|p : C∞(M) → R, com i ∈ {1, . . . , n}, formam um conjunto linearmente

independente de TpM . Em particular, dimTpM = dimTpM ≥ n = dimM .

Demonstração: Vamos mostrar, primeiramente, que existe uma curva γi ∈ Cp(M) tal que

∂i|p = γ̇i|p para todo i ∈ {1, . . . , n}. Denotemos a = ϕ(p) ∈ Rn. Como ϕ(U) é aberto, existe
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um ε > 0 tal que a + tei ∈ ϕ(U) para todo t ∈ (−ε, ε) para cada índice i. Consideremos a

curva γi : (−ε, ε) →M definida por

γi(t) := ϕ−1(a+ tei),

onde {e1, . . . , en} é a base canônica de Rn. Por construção, γi(−ε, ε) ⊆ U . Além disso,

γ̇i|p(f) =
d

dt
(f ◦ γi)(t)|t=0 =

d

dt
(f ◦ ϕ−1(a+ tei))|t=0 =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ui
(a) =

∂f

∂xi
(a)

para todo f ∈ C∞(M). Assim, tem-se ∂i|p = γ̇i|p = Φ([γi]) ∈ TpM . Mostremos que o

conjunto {∂1|p, . . . , ∂n|p} é linearmente independente. Para isso, consideremos a seguinte

combinação linear
∑

i c
i∂i|p = 0 onde ci ∈ R. Aplicando ambos os lados dessa igualdade

em xj temos

0 =
∑

i

ci
∂xj

∂xi
(p) =

∑

i

ciδij = cj

para todo j ∈ {1, . . . , n}. Por fim, n ≤ dimTpM pois todo conjunto linearmente indepen-

dente está contido em alguma base. □

Teorema B.2.4. Se (U, ϕ), com ϕ = (x1, . . . , xn), é um sistema de coordenadas em torno de um

ponto p ∈M , então o conjunto

Bϕ =
{

∂

∂x1
|p, . . . ,

∂

∂xn
|p
}

é uma base de Dp(M). Além disso, para todo v ∈ Dp(M), tem-se

v =
n∑

i=1

v(xi)
∂

∂xi
|p.

Demonstração: Vide [49, p.8]. □

Corolário B.2.5. Os espaços TpM e DpM são isomorfos. Em particular, dimTpM = n.

Dizemos que o conjunto Bϕ do Teorema B.2.4 é uma base coordenada de TpM . Os

números reais v(xi) acima são chamados de componentes ou componentes contravarian-

tes de v no sistema de coordenadas (U, ϕ).

Sejam M e N variedades diferenciáveis e f : M → N uma aplicação diferenciável.

A derivada de f num ponto p ∈ M , em símbolos dfp, é a aplicação dfp : TpM → Tf(p)N

dada por

dfp([γ]) = [f ◦ γ],
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onde [γ] ∈ TpM . Notemos que geometricamente tal aplicação leva vetores tangentes de

M em vetores tangentes de N .

Devemos garantir que a derivada está bem definida. Sejam γ, σ ∈ CpM tais que

γ ∼ σ. Para todo g ∈ C∞(M) temos

(g ◦ γ)′(0) = γ̇|p(g) = σ̇|p(g) = (g ◦ σ)′(0).

Para todo h ∈ C∞(N) temos

(h ◦ (f ◦ γ))′(0) = ((h ◦ f) ◦ γ)′(0) = ((h ◦ f) ◦ σ)′(0) = (h ◦ (f ◦ σ))′(0)

onde na segunda igualdade usamos a hipótese de γ ∼ σ na aplicação diferenciável h ◦ f :

M → R. Logo, [f ◦ γ] = [f ◦ σ] donde dfp([γ]) = dfp([σ]).

Mostraremos, agora, que a aplicação é linear. A estratégia consiste em definir-

mos uma transformação linear entre os espaços das derivações de M e N nos pontos p

e f(p), respectivamente, de maneira que o diagrama abaixo comute (estamos cometendo

um abuso de notação, uma vez que os isomorfismos Φ não são iguais por atuarem em

espaços vetoriais distintos).

TpM
dfp //

Φ

��

Tf(p)N

Φ

��
DpM Γ

// Df(p)N

Consideremos a aplicação Γ : DpM → Df(p)N dada por

Γ(D)(g) := D(g ◦ f)

para quaisquer D ∈ DpM e g ∈ C∞(N). Pela Proposição B.2.2 concluímos que Γ é uma

transformação linear. Dado h ∈ C∞(N), tem-se

Γ ◦ Φ([γ]p)(h) = Γ(γ̇|p)(h) = γ̇|p(h ◦ f)

e

Φ ◦ dfp([γ])(h) = Φ([f ◦ γ]p)(h) = (h ◦ (f ◦ γ))′(0) = ((h ◦ f) ◦ γ)′(0) = γ̇|p(h ◦ f).

Isso nos mostra que o diagrama é comutativo. Além disso, como Φ é um isomorfismo e Γ

é uma transformação linear segue que dfp também é uma transformação linear.

Proposição B.2.6 (Regra da Cadeia). Sejam M1,M2 e M3 variedades diferenciáveis. Se f :

M1 →M2 e g :M2 →M3 são aplicações diferenciáveis, então a composta g ◦ f também o é. Além

disso, tem-se

d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp
para todo p ∈M1.
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Demonstração: Se v ∈ TpM , então existe γ ∈ Cp(M1) tal que v = [γ]. Assim,

d(g ◦ f)p(v) = [(g ◦ f) ◦ γ] = [g ◦ (f ◦ γ)] = dgf(p)([f ◦ γ]) = dgf(p)(dfp(v))

e o resultado segue. □

Corolário B.2.7. Se f : M1 → M2 é um difeomorfismo, então dfp : TpM1 → Tf(p)M2 é um

isomorfismo.

Demonstração: Por hipótese, existe f−1 tal que f−1 ◦ f = idM1 e f ◦ f−1 = idM2 . Pela

Proposição B.2.6, tem-se dfp ◦ d(f−1)f(p) = idTf(p)M2 e d(f−1)f(p) ◦ dfp = idTpM1 . Logo, a

transformação linear dfp possui inversa d(f−1)f(p) para todo p ∈M , ou seja, trata-se de um

isomorfismo. □

Proposição B.2.8. Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e f : M → N uma função de

classe C∞. Escolha duas cartas ϕ : U → ϕ(U) e ψ : V → ψ(V ) tais que p ∈ U e f(U) ⊆ V . A

diferencial de f pode ser calculada através das derivadas das cartas e da representação local como

dfp = (dψf(p))
−1 ◦ df̃ϕ(p) ◦ dϕp

para todo p ∈M .

Demonstração: Basta usar a Proposição B.2.6. □

Proposição B.2.9. Sejam M uma variedade diferenciável e U ⊆ M um aberto. Para cada p ∈ U ,

a derivada da inclusão ι : U →֒M é um isomorfismo de TpU sobre TpM .

Demonstração: Seja ϕ : V → ϕ(V ) ⊆ Rn um sistema de coordenadas de uma vizinhança

de um ponto p ∈ U . Por definição, V é um aberto em U . Note que V também é aberto em

M , já que U é aberto em M . Denotemos por Φ esse mesmo sistema de coordenadas agora

visto em M . Consideremos

ĩ = Φ ◦ i ◦ ϕ−1 : ϕ(V ) → ϕ(V )

a representação local da inclusão com respeito às cartas Φ e ϕ das variedades M e U ,

respectivamente. A derivada d̃iϕ(p) : Rn → Rn é a identidade. Pela Proposição B.1.1, ϕ é

um difeomorfismo e, assim, as transformações lineares

dΦp : TpM → Rn e dϕp : TpU → Rn
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são isomorfismos. Embora ϕ seja uma carta tanto para U quanto para M os isomorfismos

induzidos não são iguais. Pela Proposição B.2.6, tem-se

dip = (dΦp)
−1 ◦ d̃iϕ(p) ◦ dϕp = (dΦp)

−1 ◦ dϕp.

Como (dΦp)
−1 e dϕp são isomorfismos segue que dip também o é. Portanto, os espaços TpU

e TpM são isomorfos. □

B.3 Fibrados Tangente, Cotangente e Campos de Vetores

Seja M uma variedade de classe Cr com n = dimM . O fibrado tangente de M é o

espaço TM definido como a união disjunta dos espaços tangentes a M , isto é,

TM
.
=
∐

p∈M

TpM =
⋃

p∈M

{p} × TpM = {(p, v) : p ∈M e v ∈ TpM}.

Denotamos por π : TM → M a aplicação dada por π(p, v) := p, denominada projeção de

TM sobre M . Notemos que cada espaço tangente TpM é identificado com a pré-imagem

π−1(p) = {p}× TpM via a aplicação v 7→ (p, v). Por causa disso, é comum encontrarmos as

notações vp ou (p, v) para denotar v ∈ TpM .

Teorema B.3.1. Se M é uma variedade diferenciável de classe Cr, então o fibrado tangente TM

tem uma estrutura diferenciável, de classe Cr−1, de dimensão 2n. Além disso, com essa estrutura:

1. π : TM →M é uma submersão de classe Cr−1.

2. se M é Hausdorff, então TM é Hausdorff.

3. se M tem base enumerável, então TM tem base enumerável.

4. se M é paracompacta, então TM é paracompacta.

Demonstração: Vide [9, p.66]. □

Em geral, o fibrado tangente TM não é difeomorfo ao produto cartesiano M × Rn.

Dizemos que uma variedadeM é paralelizável quando TM é trivial. Por exemplo, Rn, S3,

S7 e o toro Tn são exemplos de variedades paralelizáveis. Já a esfera S2 não é paralelizável.

Dada uma aplicação f : M → N diferenciável entre duas variedades, define-se a

aplicação df : TM → TN como

df(p, v)
.
= (f(p), dfp(v)).
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A aplicação df é chamada derivada global ou aplicação tangente de f . Se f é de classe Cr,

então df é de classe Cr−1. Além disso, se g : N → P é uma outra aplicação diferenciável,

então

d(idM) = idTM e d(g ◦ f) = dg ◦ df.

Em particular, se f é um difeomorfismo tem-se

d(f−1) = (df)−1.

De agora em diante, suponhamos que M é uma variedade Hausdorff, paracom-

pacta e de classe C∞. Um campo vetorial em M é uma seção da projeção π : TM → M ,

isto é, uma aplicação contínua X :M → TM tal que

π ◦X = idM .

O conjunto de todos os campos vetoriais, em M , será denotado por X(M). Consideremos

em X(M) as seguintes operações:

• Adição: X(M)× X(M) → X(M), (X, Y ) 7→ X + Y definida por

(X + Y )p := Xp + Yp

• Multiplicação por escalar: R× X(M) → X(M), (a,X) 7→ aX definida por

(aX)(p) := aXp.

• Multiplicação por função: C∞(M)× X(M) → X(M), (f,X) 7→ fX definida por

(fX)(p) := f(p)Xp.

Verifica-se que as operações acima estão bem definidas. Além disso, as operações de soma

e multiplicação por escalar tornam X(M) um espaço vetorial real enquanto as operações

de soma e multiplicação por função tornam X(M) um módulo sobre o anel C∞(M).

Proposição B.3.2. Seja M uma variedade diferenciável. A aplicação [·, ·] : X(M) × X(M) →
X(M) dada por

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

está bem definida e goza das seguintes propriedades:

1. bilinearidade.
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2. antissimétrica.

3. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

Demonstração: Vide [9]. □

Seja f :M → N uma aplicação diferenciável. Dizemos que os campos X ∈ X(M) e

Y ∈ X(N) estão f-relacionados quando

df ◦X = Y ◦ f.

Suponhamos que f é um difeomorfismo. A composição df ◦ X ◦ f−1 define um campo

vetorial em N , denotado por f∗X , que faz o diagrama abaixo comutar.

TM
df // TN

M

X

OO

f
// N

f∗X

OO

Nesse caso, para todo y ∈ N temos

f∗X(y) = dff−1(y)(X(f−1(y))). (B.1)

Proposição B.3.3. Sejam f : M → N uma aplicação diferenciável e X,X ′ ∈ X(M). Se Y, Y ′ ∈
X(N) estão f -relacionados com X e X ′, respectivamente, então os campos [X,X ′] e [Y, Y ′] estão

f -relacionados.

Demonstração: Vide [23, p.31]. □

Iremos agora apresentar a versão dual dos conceitos discutidos anteriormente. O

fibrado cotangente de M , em símbolos T ∗M , é definido como sendo a união disjunta dos

espaços cotangentes a M , isto é,

T ∗M
.
=
∐

p∈M

T ∗
pM =

⋃

p∈M

{p} × T ∗
pM = {(p, ξ) : p ∈M e ξ ∈ T ∗

pM}.

A aplicação π∗ : T ∗M →M dada por π∗(p, ξ) = p é chamada de projeção de T ∗M sobre M .

Pode-se reformular o Teorema B.3.1 para o fibrado cotangente. Assim, T ∗M tem estrutura

de variedade diferenciável com dimensão 2n.

Uma seção do fibrado cotangente T ∗M é chamada de forma diferencial (de grau 1)

ou campo de covetores em M , isto é, consiste numa aplicação α :M → T ∗M tal que

π∗ ◦ α = idM .



138

O conjunto de todas as formas diferenciais de grau 1 em M é denotado por Ω1(M). Ana-

logamente ao que foi feito para campos vetoriais, o conjunto Ω1(M) pode ser visto como

um espaço vetorial real e como um módulo sobre C∞(M).

B.4 Fibrados

Um fibrado2 é uma tripla (E, π,B) onde π : E → B é uma aplicação. O conjunto B

é chamado espaço base, o conjunto E é chamado espaço total e a aplicação π é chamada

projeção do fibrado. Para cada x ∈ B, denomina-se a pré-imagem π−1({x}), às vezes

denotada por π−1(x), por fibra sobre x. A família de fibras

{π−1(x) : x ∈ B} ⊆ E

é disjunta, isto é, π−1(x) ∩ π−1(y) = ∅ sempre que x ̸= y. Assim, se duas fibras tem in-

terseção não vazia, então elas coincidem. Utilizando que pré-imagem comuta com uniões

arbitrárias, percebemos que o espaço total pode ser visto como uma união, parametrizada

pelo espaço base, de fibras

E =
∐

x∈B

π−1(x),

onde o símbolo
∐

significa união disjunta. Uma seção de (E, π,B) consiste numa aplica-

ção σ : B → E tal que π ◦ σ = idB. Em outras palavras, σ(x) ∈ π−1(x) para todo x ∈ B. O

conjunto de todas as seções de (E, π,B) será denotado por Γ(E).

Exemplo B.4.1. Sejam (E, π,B) um fibrado e F um conjunto. O fibrado produto com base

B e fibra F consiste na terna (B × F, π′, B) onde π′ : B × F → B é a aplicação dada por

π′(x, v) = x. Toda seção σ ∈ Γ(B × F ) é da forma

σ(x) = (x, f(x))

com f : B → F unicamente determinado por σ. De fato, por definição, σ(x) = (σ1(x), f(x))

onde σ1 : B → B e f : B → F são as funções coordenadas de σ. Visto que π ◦ σ = σ1(x)

concluímos que σ1 = idB. Assim, existe uma bijeção entre os conjuntos Γ(B×F ) e F(B,F ).

⋄

Dizemos que (E ′, π′, B′) é um subfibrado de (E, π,B) quando E ′ é um subconjunto

de E, B′ é um subconjunto de B e π′ = π|E′ : E ′ → B′.

Exemplo B.4.2. Seja ⟨·, ·⟩ o produto interno canônico do espaço Rn+1. Considere os con-

juntos

TSn = {(p, v) ∈ Rn+1 × Sn : ⟨p, v⟩ = 0}
2 Estamos aqui seguindo a definição de [50].
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e

NSn = {(p, v) ∈ Rn+1 × Sn : p = av para algum a ∈ R}.
As triplas (TSn, π1, Sn) e (NSn, π2, S

n) são denominadas fibrado tangente e fibrado normal

de Sn, respectivamente. Notemos que as fibras, em ambos os casos, têm estrutura de

espaço vetorial. Além disso, podemos enxergar tais fibrados como subfibrados de (Rn+1×
Sn, π, Sn). ⋄

Frequentemente são consideradas estruturas adicionais a um fibrado, dependendo

do contexto que estamos inseridos. Em Geometria é comum exigirmos que tantoE quanto

B sejam, pelo menos, espaços topológicos e a aplicação p : E → B seja contínua e sobreje-

tora.

Dizemos que um fibrado (E, p,B) é um fibrado diferenciável quando E e B são

variedade diferenciáveis e a projeção é uma submersão.

Exemplo B.4.3. Seja M uma variedade diferenciável. Os fibrados tangente TM e cotan-

gente T ∗M são exemplos de fibrados diferenciáveis no sentido que foi definido acima. Por

causa do Exemplo B.4.1, percebemos o motivo dos campos vetoriais em R3 serem vistos

como aplicações de R em R3. ⋄

Queremos, agora, considerar as aplicações entre fibrados que preservam as estrutu-

ras envolvidas. No caso de fibrados sem estruturas adicionais (topológicas, diferenciáveis

etc) desejamos que as aplicações levem fibra em fibra.

Sejam (E1, π1, B1) e (E2, π2, B2) fibrados. Um morfismo entre esses fibrados é um

par (f, g) onde f : E1 → E2 e g : B1 → B2 são aplicações tais que o diagrama

E1
f //

π1
��

E2

π2
��

B1 g
// B2

comuta. Em particular, quando os espaços base forem o mesmo B1 = B2, um morfismo,

sobre B1, f : (E1, π1, B1) → (E2, π2, B1) é uma aplicação f : E1 → E2 tal que π1 = π2 ◦ f .

E1
f //

π1   

E2

π2~~
B1

Dizemos que dois fibrados (E1, π1, B1) e (E2, π2, B2) são isomorfos quando existe

um morfismo (u′, f ′) : (E2, π2, B2) → (E1, π1, B1) tal que f ′ ◦ f = idB1 , f ◦ f ′ = idB′ ,

g′ ◦ g = idE1 e g ◦ g′ = idE′ .
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Um conjunto F é uma fibra típica do fibrado (E, π,B) quando existe uma bijeção

entre F e π−1(x) para cada x ∈ B. O fibrado (E, π,B) é dito trivial com fibra F quando

(E, π,B) é isomorfo ao fibrado (B × F, π,B).

Proposição B.4.4. Sejam πi : Ei → Bi, i ∈ {1, 2}, fibrados e f : E1 → E2 uma aplicação. As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. Para todo x ∈ B1, existe y ∈ B2 tal que f(π−1
1 (x)) ⊂ π−1

2 (y).

2. Existe uma aplicação g : B1 → B2 tal que g ◦ π1 = π2 ◦ f , isto é, que faz o diagrama

E1
f //

π1
��

E2

π2
��

B1 g
// B2

comutar.

Nesse caso,

1. f(π−1
1 (x)) ⊂ π−1

2 (g(x)), para todo x ∈ B1.

2. A aplicação g é única.

3. Se πi : Ei → Bi, i ∈ {1, 2}, e f são diferenciáveis, então g é diferenciável.

Demonstração: Suponhamos que vale 1. Sejam σ1 : B1 → E1 uma seção de π1 e g =

π2 ◦ f ◦ σ1. Dado ξ ∈ E1, sejam x = π1(ξ) ∈ B1 e ξ̃ = σ1(x) ∈ E1. Daí,

g ◦ π1(ξ) = π2 ◦ f ◦ σ1(x) = π2 ◦ f(ξ̃) = π2 ◦ f(ξ),

sendo que na última igualdade foi usado que f(ξ̃) e f(ξ) estão na mesma fibra de E2.

Logo, g ◦ π1 = π2 ◦ f .

Reciprocamente, se g : B1 → B2 é uma aplicação tal que g ◦π1 = π2 ◦f , então dados

x ∈ B1 e ξ ∈ π−1
1 (x), temos

π2(f(ξ)) = π2 ◦ f(ξ) = g ◦ π1(ξ) = g(π1(ξ)) = g(x).

Logo, f(ξ) ∈ π−1
2 (g(x)), mostrando que f(π−1

1 (x)) ⊂ π−1
2 (g(x)), para todo x ∈ B1.

Seja g̃ : B1 → B2 uma aplicação tal que g̃ ◦ π1 = π2 ◦ f . Assim, g̃ ◦ π1 = g ◦ π1. Como

π1 é sobrejetora segue que g̃ = g, mostrando a unicidade de g.

Se os espaços são variedades diferenciáveis e as aplicações que definem g são dife-

renciáveis, então g é diferenciável, por ser composta de aplicações diferenciáveis. □
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Exemplo B.4.5. Consideremos o fibrado π : R2n → Rn, π(x, y) = x, e as aplicações f :

R2n → Rn e g : Rn → Rn definidas por

f(x, y) = (x, 0) e g(x) = x.

Notemos que g ◦ π = π ◦ f , g é difeomorfismo, f é injetora, mas não é sobrejetora. ⋄

Exemplo B.4.6. Consideremos os fibrados π1 : R3 → R2 e π2 : R3 → R, definidos por

π1(x, y, z) = (x, y) e π2(x, y, z) = x

e as aplicações f : R3 → R3, f = idR3 , e g : R2 → R, g(x, y) = x. Notemos que g◦π1 = π2◦f ,

f é difeomorfismo, g é sobrejetora, mas não é injetora. Além disso, dados (x0, y0) ∈ R2 e

x0 ∈ R, temos que

π−1
1 (x0, y0) = {(x0, y0)} × R e π−1

2 (x0) = {x0} × R2,

isto é, as fibras de π1 são subvariedades de dimensão 1 e as fibras de π2 são subvariedades

de dimensão 2. Em particular, f(π−1
1 (x, y)) ⊂ π−1

2 (g(x, y)), mas f(π−1
1 (x, y)) ̸= π−1

2 (g(x, y))

para todo (x, y) ∈ R2. ⋄

Proposição B.4.7. Sejam π : E → B um fibrado e f : E → E uma aplicação bijetora. As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. f leva fibra em fibra, isto é, f(π−1(x)) = π−1(g(x)), para todo x ∈ B.

2. Existe uma única aplicação bijetora g : B → B tal que g ◦ π = π ◦ f , isto é, que faz o

diagrama

E
f //

π
��

E

π
��

B g
// B

comutar.

Demonstração: Suponhamos que f leva fibra em fibra. Pela Proposição B.4.4, existe uma

única aplicação g : B → B tal que g ◦ π = π ◦ f .

Sejam y ∈ B e ξ ∈ π−1(y). Como f é sobrejetora, existe η ∈ E tal que ξ = f(η). Daí,

y = π(ξ)

= π(f(η))

= π ◦ f(η)
= g ◦ π(η)
= g(π(η)),
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mostrando que g é sobrejetora. Sejam, agora, x, y ∈ B tais que g(x) = g(y). Por hipótese,

f(π−1(x)) = π−1(g(x)) = π−1(g(y)) = f(π−1(y)).

Como f é injetora temos que π−1(x) = π−1(y) e, assim, x = y, mostrando que g é injetora.

Logo, g é bijetora.

Reciprocamente, suponhamos que existe g : B → B bijetora tal que g ◦ π = π ◦ f .

Dado x ∈ B temos, da Proposição B.4.4, que f(π−1(x)) ⊂ π−1(g(x)). Seja ξ ∈ π−1(g(x)).

Como f é sobrejetora, existe η ∈ E tal que f(η) = ξ. Seja y = π(η). Pela Proposição B.4.4,

ξ = f(η) ∈ π−1(g(y))

e, assim, π−1(g(y)) = π−1(g(x)), isto é, g(y) = g(x) e como g é injetora segue que y = x.

Logo, η ∈ π−1(x) e, portanto, π−1(g(x)) ⊂ f(π−1(x)), concluindo a demonstração. □

Teorema B.4.8. Sejam π : E → B um fibrado diferenciável e f : E → E um difeomorfismo. As

seguintes afirmações são equivalentes:

1. f leva fibra em fibra, isto é, f(π−1(x)) = π−1(g(x)), para todo x ∈ B.

2. Existe um único difeomorfismo g : B → B tal que g ◦ π = π ◦ f , isto é, que faz o diagrama

E
f //

π
��

E

π
��

B g
// B

comutar.

Demonstração: Pela Proposição B.4.7, a afirmação 2. implica 1.

Reciprocamente, suponhamos que f leva fibra em fibra. Pela Proposição B.4.7,

existe uma única aplicação bijetora g : B → B tal que g ◦ π = π ◦ f . Assim, para concluir,

basta mostrar que g é difeomorfismo local. Pela Proposição B.4.4, g é diferenciável. Sejam

x ∈ B e p, q ∈ E tais que π(p) = x e q = f(p). Dado v ∈ Tg(x)B, existem ξ ∈ TqE e η ∈ TpE

tais que dπq(ξ) = v e dfp(η) = ξ, já que π é submersão e f é difeomorfismo. Assim,

v = dπq(ξ)

= dπq(dfp(η))

= d(π ◦ f)p(η)
= d(g ◦ π)p(η)
= dgx(dπp(η)).
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Logo, dgx é sobrejetora e por argumento de dimensão segue que dgx é isomorfismo. Pelo

Teorema da Aplicação Inversa existem abertos U e V em B tais que x ∈ U , g(x) ∈ V e

g|U : U → V é difeomorfismo. Como x ∈ B é arbitrário segue que g é um difeomorfismo

local. □
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APÊNDICE C – Teoria de Lie

Neste capítulo, intende-se fazer um apanhado dos conceitos e resultados relaciona-

dos à teoria de Lie. Não há a pretensão de uma exposição detalhada. Para isso, sugerimos

as referências [51, 52] e [7, 9, 14, 21, 30, 53] para as álgebras e os grupos de Lie, respectiva-

mente. No Capítulo 4 as câmeras de Weyl aparacerão de maneira breve. Indicamos [54]

para um tratamento mais explicativo.

C.1 Álgebras de Lie

Um espaço vetorial g sobre um corpo K de característica 0 munido de uma aplica-

ção [·, ·] : g × g → g é chamado de álgebra de Lie sobre K quando [·, ·] tiver as seguintes

propriedades:

1. bilinearidade.

2. antissimetria, isto é, [X, Y ] = −[Y,X] para quaisquer X, Y ∈ g.

3. Identidade de Jacobi: para quaisquer X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

Nesse caso, a aplicação [·, ·] é denominada colchete (de Lie). A dimensão de g é definida

como sendo a dimensão do espaço vetorial subjacente. Por causa da identidade de Jacobi

temos que, em geral, as álgebras de Lie não são associativas. Observe que g é abeliana se,

e somente se, [X, Y ] = 0 para todos X, Y ∈ g.

Dizemos que um subespaço h de g é uma subálgebra de Lie quando [X, Y ] ∈ h para

todos X, Y ∈ h. Isto significa que h é fechado para o colchete.

Exemplo C.1.1. Apresentaremos alguns exemplos de álgebras de Lie que aparecerão no

decorrer do texto.

1. Se A é uma álgebra associativa, então existe uma estrutura de álgebra de Lie prove-

niente do colchete [x, y] = xy − yx para x, y ∈ A. Nesse contexto, é usual denominar

[·, ·] de comutador.

2. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K. O conjunto gl(V ) dos operadores

lineares em V com o produto dado pela composição de aplicações é uma álgebra

associativa e, portanto, tem uma estrutura de álgebra de Lie.
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3. O conjunto gl(n,K) das matrizes n × n com entradas num corpo K munido do pro-

duto usual é uma álgebra associativa. Logo, tal conjunto admite uma estrutura de

álgebra de Lie.

4. Os espaços listados abaixo constituem subálgebras de Lie de gl(n,K):

• so(n,K) = {X ∈ gl(n,K) : X +X⊤ = 0}
• u(n,K) = {X ∈ gl(n,C) : X +X

⊤
= 0}

• sp(n,K) = {X ∈ g(2n,K) : XJ + JX⊤ = 0} onde J =

(
0 In

In 0

)

5. Dada uma variedade diferenciável M , o conjunto X(M) dos campos vetoriais (aqui

enxergados como derivações) munido do colchete

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf),

com f ∈ C∞(M), é uma álgebra de Lie que, em geral, tem dimensão infinita.

⋄

Sejam g e h álgebras de Lie sobre K. Uma aplicação ψ : g → h é chamada de ho-

momorfismo quando for uma transformação linear entre os espaços vetoriais subjacentes

e preservar o colchete, isto é,

ψ[X, Y ] = [ψ(X), ψ(Y )].

Se, além disso, tal aplicação for inversível, dizemos que ψ é um isomorfismo de álgebras

de Lie. Reservaremos o termo isomorfismo linear para um isomorfismo entre as estrutu-

ras de espaços vetoriais subjacentes às álgebras de Lie em questão.

Exemplo C.1.2. O espaço R3 munido do produto vetorial × é uma álgebra de Lie. Com

efeito, devemos mostrar que × satisfaz a identidade de Jacobi, uma vez que a bilinea-

ridade e a antissimetria são bem conhecidos. Sejam u, v, w ∈ R3. Pela identidade de

Grassmann1 temos

u× (v × w) = ⟨u, w⟩v − ⟨u, v⟩w
w × (u× v) = ⟨w, v⟩u− ⟨w, u⟩v
v × (w × u) = ⟨v, u⟩w − ⟨v, w⟩u,

1 Para prová-la é suficiente analisarmos na base canônica do R3 e estendermos por linearidade.
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onde ⟨·, ·⟩ é o produto interno canônico de R3. Daí,

u× (v × w) + w × (u× v) + v × (w × u) = 0

como desejado. Consideremos so(3) munido do colchete dado pelo comutador. A aplica-

ção ψ : R3 → so(3) dada por

ψ(x, y, z) =




0 −z y

z 0 −x
−y x 0




é um isomorfismo de álgebras de Lie. Utilizando as definições acima, pode-se verificar

que valem as seguintes propriedades:

ψ(u)v = u× v e ψ((Au)× (Av)) = Ad(A)ψ(u× v)

para quaisquer u, v ∈ R3 e A ∈M(3,R) tal que AA⊤ = I3 = A⊤A e detA = 1. ⋄

O colchete de quaisquer dois elementos de uma álgebra de Lie pode ser determi-

nado, por bilinearidade, através do colchete dos elementos de uma base. Sejam g uma

álgebra de Lie e {X1, . . . , Xn} uma base. Para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n}, tem-se

[Xi, Xj] =
n∑

k=1

ckijXk. (C.1)

Os escalares ckij são denominados constantes de estrutura de g. Notemos que outras bases

podem estar associadas a constantes de estrutura diferentes, entretanto, existem algumas

igualdades que são válidas para qualquer conjunto de constantes de estrutura, a saber,

ckij = −ckji e
n∑

l=1

(clijc
m
lk + cljkc

m
li + clkic

m
lj ) = 0.

De fato, a segunda condição, por exemplo, é obtida através da identidade de Jacobi para

elementos da base.

Por outro lado, é possível munirmos um espaço vetorial com estrutura de álgebra

de Lie se existe um conjunto de escalares ckij ∈ K que satisfazem as igualdades acima.

Suponhamos, agora, que g é um espaço vetorial. Tomamos {X1, . . . , Xn} uma base de g e

definimos [·, ·] : g× g → g como em (C.1) e estendemos por bilinearidade. Verifica-se que

tal aplicação é antissimétrica e satisfaz a identidade de Jacobi.

Um fato importante é que as constantes de estrutura determinam de maneira única

as álgebras de Lie a menos de isomorfismo. Com efeito, seja h uma álgebra de Lie com
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uma base {Y1, . . . , Yn} e que tem as mesmas constantes de estrutura de g. Considere a

aplicação

ψ : g → h dada por ψ(Xi) = Yi

para todo i ∈ {1, . . . , n} e estendida por linearidade. Por construção, ψ é um isomorfismo

entre os espaços vetoriais subjacentes a g e h. Além disso, vale que

ψ([X, Y ]) =
∑

i,j,k

aibjc
k
ijψ(Xk) =

∑

i,j

aibj[Yi, Yj] = [ψ(X), ψ(Y )],

onde os escalares ai e bi são as coordenadas de X e Y com respeito à base de g. Dessa

forma, ψ é um isomorfismo de álgebras de Lie.

A seguir, apresentaremos um resultado que justificará um certo abuso de notação

que será utilizado adiante.

Lema C.1.3. Seja V um espaço vetorial complexo com n = dimV . Considere gl(V ) e gl(2n,R)

munidos dos comutadores. Então, existe uma aplicação Υ : gl(V ) → gl(2n,R) que é um homo-

morfismo injetor de álgebras de Lie.

Demonstração: Considere a aplicação Ψ : gl(n,C) → gl(2n,R) dada por

Ψ(X + iY ) :=

(
X −Y
Y X

)
.

Por construção, a aplicação Ψ é uma transformação linear e possui núcleo trivial. Resta

mostrarmos que Ψ preserva o colchete de Lie. Com efeito, pelas propriedades do colchete

(vide página 144) temos que

[X1 + iY1, X2 + iY2] = [X1, X2]− [Y1, Y2] + i([X1, Y2] + [Y1, X2])

e, assim,

Ψ([X1 + iY1, X2 + iY2]) =

(
[X1, X2]− [Y1, Y2] [Y2, X1] + [X2, Y1]

[X1, Y2] + [Y1, X2] [X1, X2]− [Y1, Y2]

)
.

Por outro lado, tem-se

Ψ(X1 + iY1)Ψ(X2 + iY2) =

(
X1X2 − Y1Y2 −X1Y2 − Y1X2

Y1X2 +X1Y2 −Y1Y2 +X1X2

)

e

Ψ(X2 + iY2)Ψ(X1 + iY1) =

(
X2X1 − Y2Y1 −X2Y1 − Y2X1

Y2X1 +X2Y1 −Y2Y1 +X2X1

)
.
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Com as expressões acima obtemos que

Ψ([X1 + iY1, X2 + iY2]) = [Ψ(X1 + iY1),Ψ(X2 + iY2)],

ou seja, trata-se de um homomorfismo de álgebras de Lie. O homomorfismo Υ do enun-

ciado é dado pela composição do isomorfismo entre gl(V ) e gl(n,C), que depende da

escolha de uma base de V , com o homomorfismo Ψ. □

Pelo Lema C.1.3, gl(V ) é identificado com uma subálgebra de Lie de gl(2n,R). Por

causa disso, é usual cometer o abuso de notação gl(V ) ⊆ gl(2n,R). De maneira análoga,

tem-se gl(n,C) ⊆ gl(2n,R).

Sejam V um espaço vetorial e g uma álgebra de Lie, ambos sobre um mesmo corpo.

Uma representação de g em V é um homomorfismo ρ : g → gl(V ).

Exemplo C.1.4. Seja g uma álgebra de Lie. A aplicação ad : g → gl(g) definida por

ad(X)Y = [X, Y ] é uma representação de g em g, denominada representação adjunta.

De fato, a linearidade de tal aplicação segue da bilinearidade de [·, ·] e a propriedade de

preservar o colchete vem da identidade de Jacobi. A aplicação ad∗ : g∗ → gl(g∗) definida

por ad∗(α)(X) = −α ◦ ad(X) é denominada representação coadjunta. ⋄

C.2 Grupos de Lie

Um grupo de Lie consiste de um grupo cujo conjunto subjacente tem estrutura de

variedade diferenciável compatível com a operação de produto, isto é, a aplicação produto

p : G×G→ G é diferenciável.

Em contraste com os grupos topológicos, não é exigida a diferenciabilidade da

aplicação inversa. A diferenciabilidade do produto juntamente com o Teorema da Função

Implícita nos assegura a diferenciabilidade da inversa (vide [21] para mais detalhes).

Dado g ∈ G, as translações à esquerda e à direita Eg, Dg : G → G são definidas,

respectivamente, por

Eg(h) = gh e Dg(h) = hg.

Como (Eg)
−1 = Eg−1 e (Dg)

−1 = Dg−1 tais aplicações são difeomorfismos. Assim, podemos

concluir que todo grupo de Lie é paralelizável, isto é, os fibrados tangente e cotangente

são triviais. De fato, a aplicação

G× T1G ∋ (g, v) 7−→ d(Eg)1(v) ∈ TG
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é um difeomorfismo. De maneira análoga, podemos identificar T1G× G com TG usando

a translação à direita.

Todo grupo de Lie está associado a uma álgebra de Lie. Discutiremos brevemente

como construir uma álgebra de Lie a partir do grupo.

Dizemos que um campo X ∈ X(G) é

• invariante à esquerda quando para quaisquer g, h ∈ G valer

X(gh) = d(Eg)h(X(h)).

• invariante à direita quando para quaisquer g, h ∈ G valer

X(gh) = d(Dg)h(X(h)).

O conjunto de todos os campos invariantes à esquerda e à direita serão denotados, respec-

tivamente, por Xe(G) e Xd(G). Tais conjuntos são subespaços vetoriais de X(G) e fechados

para o colchete de Lie. Assim, são subálgebras de Lie de X(G).

Os campos invariantes à esquerda e à direita são determinados pelos seus valores

na identidade de G. Por exemplo, se X ∈ Xd(G), então a condição de invariância descrita

acima implica que X(g) = d(Dg)1(X(1)) para todo g ∈ G.

Proposição C.2.1. Seja G um grupo de Lie. A aplicação Φ : T1G → Xd(G) que associa cada

X ∈ T1G ao único campo vetorial Xd ∈ X(G) tal que Xd(1) = X é um isomorfismo linear

canônico. Em particular, Xd(G) é um espaço vetorial finitamente gerado cuja dimensão é igual a

dimG.

Demonstração: Inicialmente, notemos que para cada X ∈ T1G podemos escrever Xd(g) =

d(Dg)1(X), já que d(Dg) : T1G→ TgG é uma transformação linear (isomorfismo) eXd(1) =

d(D1)1(X) = d(idG)1(X) = X . Dados g, h ∈ G, tem-se

Xd(hg) = d(Dhg)1(X)

= d(Dg ◦Dh)1(X)

= d(Dg)h ◦ d(Dh)1(X)

= d(Dg)h(X
d(h)),

ou seja, Xd é um campo invariante à direita garantindo, assim, que a aplicação Φ está bem

definida.
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Se X, Y ∈ T1G e s ∈ R, então

Φ(X + sY )(g) = d(Dg)1(X + sY )

= d(Dg)1(X) + s · d(Dg)1(Y )

= Φ(X)(g) + s · Φ(Y )(g)

para todo g ∈ G. Logo, Φ é uma transformação linear.

Vamos construir a inversa da aplicação definida no enunciado. Seja Ψ : Xd(G) →
T1G a aplicação que associa cada X ∈ Xd(G) ao vetor tangente X(1) ∈ T1G. Dado X ∈
T1G, tem-se

Ψ ◦ Φ(X) = Ψ(Xd) = Xd(1) = X.

Logo, Ψ é uma inversa à esquerda de Φ. Por outro lado, para qualquer X ∈ Xd(G) temos

X(1)d(g) = d(Dg)1(X(1)) = X(g) para todo g ∈ G. Daí, X(1)d = X e

Φ ◦Ψ(X) = Φ(X(1)) = X(1)d = X.

Portanto, Φ é um isomorfismo. □

O resultado anterior possui uma versão análoga para os campos invariantes à es-

querda, ou seja, podemos construir um isomorfismo canônico entre T1G e Xe(G). Sabemos

que tanto Eg quanto Dg são difeomorfismos, logo a Proposição B.3.3 nos permite concluir

que os espaços Xe(G) e Xd(G) são subálgebras de Lie de X(G).

Os isomorfismos de Xe(G) e Xd(G) no espaço tangente a identidade (um deles foi

construído na Proposição C.2.1) induzem colchetes [·, ·]e e [·, ·]d em T1G, a saber, dados

A,B ∈ T1G tem-se

[A,B]e := [Ae, Be](1) e [A,B]d := [Ad, Bd](1).

Pode-se verificar (vide [21]) que tais colchetes estão relacionados pela seguinte expressão

[A,B]d = −[A,B]e.

Dessa forma, as estruturas de álgebra de Lie de (T1G, [·, ·]e) e (T1G, [·, ·]d) são isomorfas no

sentido de existir um isomorfismo T : T1G → T1G tal que T [A,B]d = [T (A), T (B)]e. De

fato, basta tomar T = − idT1G.

A álgebra de Lie de G, em símbolos g ou Lie(G), é qualquer uma das álgebras de

Lie isomorfas Xe(G),Xd(G), (T1G, [·, ·]e) ou (T1G, [·, ·]d).
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Exemplo C.2.2. Seja V um espaço vetorial. A álgebra de Lie de Gl(V ) é dada por gl(V ) do

Exemplo C.1.1. ⋄

Exemplo C.2.3 (Grupo Unitário). Dado A ∈ M(n,C), denotaremos por A∗ a transposta

conjugada de A. O conjunto

U(n)
.
= {A ∈ Gl(n,C) : A∗A = In}

é um grupo de Lie compacto com álgebra de Lie dada por u(n,C), visto como um espaço

vetorial real (veja Exemplo C.1.1). ⋄

Exemplo C.2.4 (Grupo Especial Ortogonal). O conjunto

SO(n)
.
= {A ∈ O(n) : detA = 1}

é um grupo de Lie com álgebra de Lie so(n,R) (veja Exemplo C.1.1). Notemos que SO(n)

é um subgrupo fechado de O(n) e, portanto, é compacto. ⋄

Sejam G e H grupos de Lie. Uma aplicação ρ : G → H é um homomorfismo de

grupos de Lie quando for um homomorfismo de grupos que também é diferenciável. Se

H = Gl(V ), para algum espaço vetorial V , um homomorfismo ρ : G → Gl(V ) é chamado

de representação de G no espaço vetorial V .

Para cada g ∈ G, considere a aplicação Cg : G→ G dada por

Cg(x) := gxg−1 para todo x ∈ G.

Visto que T1G = g e Cg(1) = 1, a derivada d(Cg)1 é uma transformação linear da álgebra

de Lie g em si mesma. Constata-se que a aplicação Ad : G→ Gl(g) definida por

Ad(g)
.
= d(Cg)1

é uma representação de G em g, isto é, um homomorfismo de G em Gl(g). Além disso, Ad

é chamada representação adjunta de G em g. Em termos das translações à esquerda e à

direita, tem-se

Ad(g) = (dDg−1)g ◦ (dEg)1.

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Um subgrupo uniparamétrico de G

é um homomorfismo γ : R → G, onde R é visto como um grupo de Lie aditivo.

Uma caracterização útil é que os subgrupos uniparamétricos de um grupo de Lie

são exatamente as curvas integrais maximais de campos invariantes à esquerda que no
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instante inicial passam pela identidade. Em [21, p.115] é mostrado que os campos invari-

antes à esquerda e à direita são completos.

A aplicação exp : g → G dada por

expX
.
= γ(1),

onde γ é a curva integral de X ∈ g que passa pela identidade, é chamada de aplicação

exponencial. É comum, em alguns casos, denotar expX por eX . Além disso, considerando

G com o conjunto dos campos invariantes à esquerda ou à direita a aplicação exponencial

é a mesma (vide [21, p.115]).

Listaremos abaixo algumas propriedades que são bastante utilizadas.

Proposição C.2.5. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g.

1. Para cada X ∈ g, γ(t) = exp(tX) é o subgrupo uniparamétrico de G gerado por X .

2. A aplicação exponencial é diferenciável.

3. Dados X ∈ g e t, s ∈ R, tem-se

• exp(t+ s)X = exp(tX) exp(sX).

• (expX)−1 = exp(−X).

4. A derivada (d exp)0 : T0g → T1G é a aplicação identidade, usando as identificações de T0g e

T1G com g.

5. Se ϕt é o fluxo de um campo X ∈ Xe(G), então ϕt = Dexp(tX).

6. Se ϕt é o fluxo de um campo X ∈ Xd(G), então ϕt = Eexp(tX).

Demonstração: Vide [9, 21]. □

Apresentaremos algumas construções com representações que serão utilizadas no

decorrer do texto. Fixemos G um grupo de Lie com álgebra de Lie g.

Soma direta de representações

Sejam ρ1, . . . , ρn representações deG em V1, . . . , Vn, respectivamente, e V =
⊕n

i=1 Vi.

A aplicação ρ : G→ Gl(V ) definida por

ρ(g)(v1, . . . , vn)
.
= (ρ1(g)v1, . . . , ρn(g)vn)
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é uma representação de G em V chamada soma direta de ρ1, . . . , ρn e é denotada por⊕n
i=1 ρi. Matricialmente, ρ é escrita em blocos na diagonal principal, isto é,

ρ =




ρ1
. . .

ρn


 .

Representação dual

Seja ρ : G→ Gl(V ) uma representação. A aplicação ρ∗ : G→ Gl(V ∗) dada por

ρ∗(g)(α)
.
= α ◦ ρ(g)−1

é uma representação de G em V ∗.

Pode-se definir a representação de G no dual da sua álgebra de Lie g∗ através da

seguinte aplicação Ad∗ : G→ Gl(g∗) dada por

Ad∗(g)α
.
= α ◦ Ad(g−1) (C.2)

para todo α ∈ g∗. Tal aplicação é chamada representação coadjunta de G em g∗.

Ações Diferenciáveis

Sejam M uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Consideremos τ :

G × M → M uma ação à esquerda. Fixado p ∈ M e g ∈ G, definimos as seguintes

aplicações parciais

• τg :M →M dada por τg(p) := τ(g, p) para todo p ∈M .

• τ p : G→M dada por τ p(h) := τ(h, x) para todo h ∈ G.

Se τ é uma ação diferenciável, então τg é um difeomorfismo para todo g ∈ G. Neste caso,

escrevemos τ : G→ Dif(M).

Dizemos que uma função f ∈ C∞(M) é τ-invariante quando as aplicações f ◦ τg e

f forem iguais para todo g ∈ G. O conjunto formado por tais funções será denotado por

C∞(M)τ ou C∞(M)G quando a ação estiver subentendida.
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Ações diferenciáveis de grupos de Lie podem ser usadas para construir variedades

diferenciáveis, denominadas de espaços homogêneos. Toda ação transitiva induz uma estru-

tura diferenciável emG/Gp0 , comGp0 sendo a isotropia de p0 ∈M , que o torna difeomorfo

aM (vide Teorema 6.22 e Proposição 13.9 de [21] bem como [23, p.87], [9, p.552], [53, p.368]

ou [7, p.266]).

Uma ação infinitesimal de g em M consiste num elemento de Hom(g,X(M)). Se o

grupo G age, por meio de τ , de forma diferenciável em M podemos construir uma ação

infinitesimal. Com efeito, seja δτ : g → X(M) dada por

δτ(X)p
.
=

d

dt
τ(exp(tX), p)|t=0

para quaisquer X ∈ g e p ∈M . Notemos que

d

dt
τ(exp(tX), p)|t=0 =

d

dt
τ p(exp(tX))|=0 = d(τ p)1(X)

é um elemento de TpM . Logo, a correspondência p 7→ δτ(X)p define um campo de vetores

em M . Além disso, como δτ(X)p é igual à derivada da aplicação parcial τ p na identidade

para todo p ∈ M , segue que δτ é uma transformação linear entre os espaços vetores sub-

jacentes a g e X(M). Se g é visto como a álgebra dos campos invariantes à direita, então δτ

preserva os colchetes de g e X(M) (vide [21, p.282] ou [14, p.276]).

Observação C.2.6. É comum denotar o campo induzido δτ(X) por X̃ . A vantagem disso

é que a notação fica menos carregada, porém, deixa de evidenciar a dependência da ação

τ . ⋄

Proposição C.2.7. Sejam G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie.

1. A representação adjunta induz uma ação de G em g, a saber,

τ : G× g ∋ (g,Λ) 7−→ Ad(g)Λ ∈ g.

A órbita de um elemento Λ ∈ g é dada por O(Λ) = Ad(G)Λ e é identificada com o espaço

homogêneo G/ZΛ onde ZΛ é o subgrupo fechado dado por ZΛ = {g ∈ G : Ad∗(g)Λ = Λ}.

2. a derivada do homomorfismo Ad, na identidade, é dada por ad e

Ad(expX) = exp(ad(X))

para todo X ∈ g.

3. TΞ(O(Λ)) = {ad(X)Ξ : X ∈ g} para todo Ξ ∈ O(Λ).
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Demonstração: Para quaisquer g1, g2 ∈ G temos

τ(g2, τ(g1,Λ)) = τ(g2,Ad(g1)Λ) = Ad(g2)(Ad(g1)Λ) = Ad(g2g1)Λ = τ(g2g1,Λ),

onde na terceira igualdade usamos que Ad é uma representação, e

τ(1,Λ) = Ad(1)Λ = Λ.

Por definição de órbita,

O(Λ) = {X ∈ g : X = Ad(g)Λ para algum g ∈ G} = Ad(G)Λ.

O cálculo da derivada de Ad pode ser encontrado, por exemplo, na Proposição 5.19

de [21, p.123].

O item 3 do enunciado é uma consequência do Teorema 13.8 da referência2 [21,

p.286] ou do Teorema 6.2.8 de [14, p.279]. □

Proposição C.2.8. Sejam M uma variedade e τ : G ×M → M uma ação diferenciável de um

grupo de Lie. Para quaisquer g ∈ G e X ∈ g o diagrama

TM
dτg // TM

M

δτ(X)

OO

τg
//M

(τg)∗

OO

é comutativo. Em particular, com a notação da página 137, tem-se

(τg)∗δτ(X) = δτ(Ad(g)X).

Demonstração: Dados g ∈ G e X ∈ g, tem-se

τg ◦ τexp(tX) ◦ τg−1 = τexp(tAd(g)X)

para todo t ∈ R. Seja p ∈M . Derivando o lado esquerdo em t = 0 temos

d

dt
τg ◦ τexp(tX)(τg−1(p))|t=0 = d(τg)τ

g−1 (p)(δτ(X)τg−1(p)).

Por outro lado, a derivada do lado direito em t = 0 é

d

dt
τexp(tAd(g)X)(p)|t=0 = δτ(Ad(g)X)p,

mostrando a propriedade desejada. □

Enunciaremos a versão dual da Proposição C.2.7.
2 É necessário o conceito de distribuição (vide [9, 14, 21, 23]).
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Proposição C.2.9. Sejam G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie.

1. A representação coadjunta induz uma ação de G em g∗, a saber,

τ : G× g∗ ∋ (g, λ) 7−→ Ad∗(g)λ ∈ g∗.

A órbita de um elemento λ ∈ g∗ é dada por O(λ) = Ad∗(G)λ e é identificada com o espaço

homogêneo G/Zλ onde Zλ é o subgrupo fechado dado por Zλ = {g ∈ G : Ad∗(g)λ = λ}.

2. a derivada do homomorfismo Ad∗, na identidade, é dada por ad∗ : g → g.

3. Tα(O(λ)) = {ad∗(X)α : X ∈ g} para todo α ∈ O(λ).

Exemplo C.2.10. Seja V um espaço vetorial complexo. O conjunto

Grk(V )
.
= {U ⊆ V : U é subespaço de V e dimU = k}

tem estrutura de variedade diferenciável e é denominado de Grassmanniana. Se k = 1

e V = Cn munido do produto interno canônico temos que Grk(V ) é chamado de espaço

projetivo complexo e denotado por CPn. Afirmamos que

Grk(C
n) ≃ U(n)

U(k)× U(n− k)
, (C.3)

ou seja, a Grassmanniana é um espaço homogêneo. A aplicação

U(n)×Grk(V ) ∋ (g, U) 7−→ gU ∈ Grk(V )

é uma ação transitiva. Com efeito, sejam U e W subespaços de V que têm dimensão k. To-

memos B0 = {u1, . . . , uk} e C0 = {w1, . . . , wk} bases ortogonais de U e W , respectivamente.

Podemos completar B0 e C0 a bases ortonormais de V :

B = B0 ∪ {uk+1, . . . , un} e C = C0 ∪ {wk+1, . . . , wn}.

A aplicação ui 7→ wi, definida na base B e estendida por linearidade, leva base ortonormal

em base ortonormal, logo é unitária. Isso garante que a ação é transitiva. Para mostrarmos

o difeomorfismo (C.3) temos que verificar que a isotropia de um elemento U ∈ Grk(V ) é

igual a U(k)× U(n− k). Seja g ∈ U(n) tal que gU = U . Existe uma base de V tal que

g =

(
A B

0 C

)

onde A é uma matriz k×k, B é uma matriz n−k×k e C é uma matriz n−k×n−k. Como

gg∗ = In segue que BB∗ = In−k, CB∗ = 0 e AA∗ + CC∗ = Ik. Logo, C = 0 e AA∗ = Ik. Daí,

a matriz de g tem a forma (
A 0

0 B

)
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com A e B matrizes unitárias. Portanto, concluímos o difeomorfismo desejado (vide [23,

p.87]). ⋄

Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Consideremos o conjunto Af(V )
.
=

Gl(V )× V munido da operação

(T, u) · (S, v) = (TS, u+ T (v)).

Tal conjunto tem estrutura de grupo, denominado grupo afim de V , com identidade e

elemento inverso dados, respectivamente, por

(idV , 0) e (T, v)−1 = (T−1,−T−1(v)).

Uma representação afim de um grupoG no espaço vetorial V é um homomorfismo

de G a valores no grupo afim de V , isto é, um homomorfismo A : G→ Af(V ) tal que

A(g) = (ρ(g), v(g))

para todo g ∈ G, onde ρ : G → Gl(V ) é uma representação e v : G → V tem a seguinte

propriedade

v(gh) = ρ(g)v(h) + v(g).
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APÊNDICE D – Tensores e Formas Diferenciais

O objetivo deste capítulo consiste em apresentarmos os aspectos introdutórios das

formas diferenciais e da cohomologia de De Rham (vide [9,43,45,48]) que serão utilizados

no decorrer do texto. Para esse fim, começaremos expondo a linguagem necessária da

álgebra tensorial bem como da álgebra exterior no contexto de espaços vetoriais (vide

[55–58]).

D.1 Álgebra Tensorial

Iniciaremos estabelecendo a notação e relembrando alguns resultados básicos da

álgebra multilinear. Para esse fim, consideremos V1, . . . , Vs e W espaços vetoriais de di-

mensão finita sobre um corpo K. Dizemos que uma aplicação ψ : V1 × · · · × Vs → W é

multilinear (ou s-linear) quando é linear em cada um dos seus argumentos desde que os

demais estejam fixados. Para quaisquer λ ∈ K e vi, v′i ∈ Vi, com i ∈ {1, . . . , s}, tem-se

ψ(v1, . . . , vi + v′i, . . . , vs) = ψ(v1, . . . , vi, . . . , vs) + ψ(v1, . . . , v
′
i, . . . , vs)

ψ(v1, . . . , λvi, . . . , vs) = λ · ψ(v1, . . . , vi, . . . , vs).

No caso particular em que s = 2 dizemos que ψ é uma aplicação bilinear. O conjunto das

aplicações s-lineares possui estrutura de espaço vetorial quando definimos as operações

de soma e multiplicação por escalar ponto a ponto. Utilizaremos a notação L(V1, . . . , Vs;W )

para representar tal espaço vetorial, onde o que vem antes do ponto e vírgula é o domínio

da aplicação e o que vem após denota o contra-domínio. Em particular, se V1 = · · · = Vs,

então Ls(V,W ) := L(V1, . . . , Vs;W ). Para aplicações lineares entre os espaços U e V usare-

mos simplesmente L(U, V ) sem ponto e vírgula.

Espaço Vetorial Livre

Sejam K um corpo e X um conjunto não vazio. O conjunto F(X,K) de todas as

funções f : X → K tem estrutura de espaço vetorial com as operações de soma e multipli-

cação ponto a ponto. O suporte, ou suporte algébrico, de f ∈ F(X,K) é definido

supp(f)
.
= {x ∈ X : f(x) ̸= 0}.

Dizemos que f tem suporte finito quando supp(f) é um conjunto finito. Consideraremos

o subconjunto F0(X,K) de F(X,K) formado por todas as funções que possuem suporte

finito, isto é, que não se anulam apenas numa quantidade finita de elementos. Dado
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A ⊆ X , define-se a seguinte função

χA(x)
.
=




1, x ∈ A

0, x /∈ A

chamada função característica do conjunto A. Em particular, quando A = {x} usaremos

a notação χx.

Proposição D.1.1. O conjunto F0(X,K) tem estrutura de espaço vetorial. Além disso, o conjunto

BX = {χx : x ∈ X} é uma base de F0(X,K).

Demonstração: Vide [37]. □

A aplicação ıX : X →֒ F0(X,K) que associa cada x ∈ X a sua respectiva função

característica χx estabelece uma bijeção de X com a base BX . Por conta disso, é comum

dizermos que X é uma base de F0(X,K). Podemos pensar em F0(X,K) como o conjunto

de todas as combinações lineares formais de elementos de X , isto é, em vez de escrevermos

um elemento do espaço livre como

a1χx1 + · · ·+ anχxn

o representaremos por

a1x1 + · · ·+ anxn.

Um importante resultado da Álgebra Linear e que é importante no contexto da

Álgebra Tensorial, conforme veremos mais adiante, consiste na propriedade universal do

espaço livre.

Teorema D.1.2. Se V é um espaço vetorial sobre um corpo K e X é um conjunto não vazio,

então toda aplicação f : X → V se estende de maneira única a uma transformação linear T :

F0(X,K) → V tal que T ◦ ıX = f . Isso significa que o diagrama

X
f //

ι
��

V

F0(X,K)
T

::

é comutativo. Ademais, os espaços vetoriais L(F0(X,K), V ) e F(X, V ) são canonicamente1 iso-

morfos.
1 Terminologia utilizada para enfatizar que o isomorfismo não depende da base.
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Demonstração: Seja f : X → V uma aplicação. Já sabemos, pela Proposição D.1.1, que o

conjunto {χx : x ∈ X} é uma base de F0(X,K). Defina T : F0(X,K) → V por T (χx) = f(x)

e estenda por linearidade. Assim, vale que T ◦ ıX = f , ou seja, T restrita a cópia de X no

espaço livre coincide com f . Se R : F0(X,K) → V é uma transformação linear tal que

R ◦ ıX = f , então

R(χx) = R ◦ ıX(x) = f(x) = T ◦ ıX(x) = T (χx)

para todo x ∈ X . O fato de {χx : x ∈ X} ser uma base de F0(X,K) nos assegura que

R = T , mostrando a unicidade da extensão de f .

Mostraremos a segunda afirmação do enunciado. Seja φ ∈ F(X, V ) arbitrário.

Pelo o que acabamos de provar, existe uma única transformação linear Φ : F0(X,K) → V

tal que Φ ◦ ıX = φ. Considere a aplicação ♯ : F(X, V ) → L(F0(X,K), V ) definida por

♯(φ) = φ♯ := Φ. Pode-se verificar que tal aplicação é linear. Se φ ∈ nuc(♯), então

0 = ♯(φ)(χx) = Φ ◦ ıX(x) = φ(x)

para todo x ∈ X . Isso implica queφ = 0, ou seja, ♯ é injetora. Tomemos Φ ∈ L(F0(X,K), V ).

Seja φ : X → V definida por φ(x) := Φ ◦ ıX(x) para todo x ∈ X . Logo, ♯(φ) = Φ, impli-

cando que ♯ é sobrejetora. Dessa forma, concluímos que ♯ é um isomorfismo.

□

Corolário D.1.3. Na notação do Teorema D.1.2 valem as seguintes propriedades:

1. T é sobrejetora se, e somente se, ger(T (BX)) = V .

2. T é injetora se, e somente se, T (BX) é um conjunto linearmente independente.

3. T é um isomorfismo se, e somente se, T (BX) é uma base de V .

Na linguagem da Teoria de Categorias (vide [59–61]), para que o isomorfismo canô-

nico do Teorema D.1.2 faça sentido é necessário que as classes de morfismos em questão

pertençam a uma mesma categoria. Assim, uma maneira de reescrevermos tal isomor-

fismo seria

F(X,U(V )) ≃ L(F0(X,K), V ),
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onde U denota o funtor que esquece2 a estrutura vetorial e retorna apenas o conjunto subja-

cente. O Teorema D.1.2 nos fornece, ainda, um exemplo clássico de adjunção de funtores

(vide [60, p.41]).

Exemplo D.1.4. Seja X um conjunto finito não vazio, digamos {1, . . . , n}. Aplicação que

associa cada f ∈ F0(X,K) a n-upla (f(1), . . . , f(n)) estabelece um isomorfismo

Kn ≃ F0(X,K).

Já sabemos, pela Proposição D.1.1, que o conjunto {χ1, . . . , χn} é uma base de F0(X,K).

Dessa forma, podemos enxergar cada elemento de Kn como uma função de suporte finito

definida em X , a saber, x = (x1, . . . , xn) é identificada com fx = x1χ1 + · · ·+ xnχn . ⋄

Exemplo D.1.5. Seja K um corpo arbitrário. O espaço F0(N0,K) consiste em todas as

funções de N0 em K que não se anulam numa quantidade finita de valores. A aplicação

Φ : F0(N0,K) → K[x] definida por

Φ(χn) = xn

para cada n ∈ N0 e estendida por linearidade é um isomorfismo. Repare que tal fato já era

de ser esperado, uma vez que polinômios são construídos a partir de sequências que não

se anulam apenas numa quantidade finita de termos (vide [62, p.149]). ⋄

Exemplo D.1.6. Há um particular interesse na Álgebra Tensorial no espaço livre com base

num produto cartesiano U × V , onde U e V são espaços vetoriais sobre um corpo K.

Devido a identificação de X com BX discutida anteriormente (usada com frequência na

literatura, por exemplo [63]), deve-se não confundir as operações da estrutura do produto

cartesiano com as do espaço vetorial livre. Por exemplo, os elementos (u, 0)+(0, v) e (u, v)

não são iguais vistos no ambiente F0(U × V,K), entretanto, em U × V tais elementos são

iguais. ⋄

Produto Tensorial

Há várias maneiras de se definir o produto tensorial de espaços vetoriais, todavia,

faremos o uso de uma propriedade universal. A vantagem de considerarmos tal abor-

dagem (mais algébrica) consiste no fato de darmos uma descrição livre de coordenadas,

evidenciando com isso o caráter intrínseco desse objeto.
2 O formalismo categórico nos permite definir conceitos como estrutura e propriedade de um

conjunto. Geralmente, denomina-se estrutura alguma operação definida em um conjunto (por
exemplo, o produto em um grupo). Já propriedade é entendido como uma característica in-
trínseca do objeto (por exemplo, completude é uma propriedade dos espaços de Hilbert). Em
geral, funtores esquecimento não precisam esquecer toda a estrutura de um objeto.
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Sejam U e V espaços vetoriais, de dimensão arbitrária, sobre um corpo K. Consi-

dere, ainda, T um K-espaço vetorial e τ : U × V → T uma aplicação bilinear. Dizemos

que o par (T , τ) é um produto tensorial entre U e V quando possui a seguinte propriedade

universal: para quaisquer W espaço vetorial sobre K e φ : U × V → W aplicação bilinear,

existe uma única transformação linear ξ : T → W tal que φ = ξ ◦τ . Pictoricamente, tem-se

que o diagrama

U × V
φ //

τ
��

W

T
ξ

;;

é comutativo.

Por causa do diagrama anterior, pode-se pensar que um produto tensorial lineariza

todas as aplicações bilineares utilizando uma única aplicação linear. Assim, o estudo das

aplicações bilineares em U × V em W se reduz a um caso conhecido, a saber, ao estudo

das transformações lineares de T em W .

O próximo resultado nos diz que se o produto tensorial existir ele será único a

menos de isomorfismo.

Teorema D.1.7 (Unicidade do Produto Tensorial). Se (T1, τ1) e (T2, τ2) são dois produtos

tensoriais entre U e V , então existe um único isomorfismo canônico Φ : T1 → T2 tal que Φ◦τ1 = τ2.

U × V
τ1

{{

τ2

##
T1 Φ

// T2

Demonstração: A aplicação τ2 é bilinear, logo a propriedade universal de (T , τ1) assegura

a existência de uma única transformação linear Φ : T1 → T2 tal que τ2 = Φ ◦ τ1. Analoga-

mente, a aplicação τ1 é bilinear donde, pela propriedade universal de (T2, τ2), implica que

existe uma única transformação linear Ψ : T2 → T1 tal que τ1 = Ψ ◦ τ2.

T1

Φ

{{
T2 U × Vτ2

oo

τ1

OO

τ2
// T2

Ψ

cc

Para concluirmos que Φ trata-se de um isomorfismo resta apenas mostrarmos que Ψ é a

inversa de Φ. Com efeito, notemos que as aplicações idT1 e idT2 satisfazem as propriedades

idT1 ◦τ1 = τ1 e idT2 ◦τ2 = τ2 e, por outro lado, tem-se

(Ψ ◦ Φ) ◦ τ1 = Ψ ◦ (Φ ◦ τ1) = Ψ ◦ τ2 = τ1,

(Φ ◦Ψ) ◦ τ2 = Φ ◦ (Ψ ◦ τ2) = Φ ◦ τ1 = τ2.
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Pela unicidade das transformações lineares induzidas concluímos que Ψ ◦ Φ = idT1 e

Φ ◦Ψ = idT2 . Portanto, o resultado segue. □

Vamos agora garantir a existência do produto tensorial. Para esse fim, seja F =

F0(U × V,K) o espaço vetorial que possui U × V como base, isto é, o espaço vetorial livre

sobre U × V . Pela Proposição D.1.1 o conjunto

{χ(u,v) : u ∈ U e v ∈ V }

é uma base de F . Consideremos N o subespaço de F gerado pelos elementos

χ(u+u′,v) − χ(u,v) − χ(u′,v), χ(u,v+v′) − χ(u,v) − χ(u,v′)

χ(au,v) − χa(u,v), χ(u,av) − aχ(u,v),

onde a ∈ K. O espaço quociente será denotado por U ⊗ V
.
= F/N e π : F → U ⊗ V

representará a projeção canônica. A aplicação ⊗ : U × V → U ⊗ V que associa cada par

ordenado (u, v) ∈ U × V a sua classe de equivalência

u⊗ v
.
= χ(u,v) +N ,

que pode ser escrita como a composição π ◦ ı onde ı é a inclusão de U × V no espaço

vetorial livre F , goza, por construção, das seguintes propriedades

(u+ u′)⊗ v = u⊗ v + u′ ⊗ v, u⊗ (v + v′) = u⊗ v + u⊗ v′

(au)⊗ v = a(u⊗ v), u⊗ (av) = a(u⊗ v).

Isto significa que a aplicação ⊗ é bilinear.

Teorema D.1.8. O par (U ⊗ V,⊗) é um produto tensorial de U e V .

Demonstração: Sejam W um espaço vetorial e φ : U × V → W uma aplicação bilinear.

Pelo Teorema D.1.2 existe uma única transformação linear T : F → W tal que T ◦ ı = φ.

Notemos que tal aplicação anula-se no conjunto N . De fato, usando a linearidade de T e

a bilinearidade de φ temos

T (χ(u+u′,v) − χ(u,v) − χ(u′,v)) = T (χ(u+u′,v))− T (χ(u,v))− T (χ(u′,v))

= T ◦ ı(u+ u′, v)− T ◦ ı(u, v)− T ◦ ı(u′, v)
= φ(u+ u′, v)− φ(u, v)− φ(u′, v)

= 0
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e

T (χ(au,v) − aχ(u,v)) = T (χ(au,v))− aT (χ(u,v))

= T ◦ ı(au, v)− aT ◦ ı(u, v)
= φ(au, v)− aφ(u, v)

= 0.

Analogamente, pode-se verificar que T se anula nos outros dois elementos de definem N .

Como esses elementos formam um conjunto gerador de N concluímos que N ⊆ nuc(T ).

Pela propriedade universal do espaço quociente (vide [37]), existe uma única ξ ∈ L(U ⊗
V,W ) tal que ξ ◦ π = T , isto é, para quaisquer u ∈ U e v ∈ V temos ξ(u ⊗ v) = T (χ(u,v)).

As aplicações envolvidas podem ser esquematizadas no diagrama comutativo abaixo.

U × V

ι
��

φ //W

F
φ̃

;;

π
��

U ⊗ V

ξ

LL

Assim, tem-se

ξ ◦ ⊗ = ξ ◦ (π ◦ ı) = (ξ ◦ π) ◦ ı = T ◦ ı = φ.

Resta mostrarmos que ξ é única com tal propriedade. Suponha que exista η ∈ L(U⊗V,W )

tal que η ◦ ⊗ = φ. Para quaisquer u ∈ U e v ∈ V temos

ξ(u⊗ v) = ξ(⊗(u, v)) = φ(u, v) = η(⊗(u, v)) = η(u⊗ v).

O conjunto {u ⊗ v : u ∈ U e v ∈ V } gera U ⊗ V , já que transformação linear leva base

em conjunto gerador da imagem. Logo, a igualdade anterior nos diz que ξ = η. Portanto,

(U ⊗ V,⊗) é um produto tensorial de U e V . □

Um elemento de U ⊗ V é chamado de tensor e os tensores do tipo u ⊗ v são cha-

mados decomponíveis. Em geral, nem todo tensor é decomponível pois a aplicação ⊗ não

é sobrejetora. Pode-se afirmar apenas que todo tensor é escrito como combinação linear

finita de elementos decomponíveis.

Denota-se por U ⊗K V quando temos interesse de enfatizar sobre qual corpo está

sendo realizado o produto tensorial; não obstante, em alguns momentos durante o texto

(mais especificamente, quando formos tratar da complexificação) omitiremos tal repre-

sentação e U ⊗ V denotará o produto tensorial sobre o corpo que define as estruturas em

questão.
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A partir da da propriedade universal do produto tensorial pode-se mostrar que o

produto tensorial de espaços vetoriais possui as propriedades comutativa, associativa e

distributiva em relação à soma direita.

Proposição D.1.9 (Isomorfismos Básicos). Valem os seguintes isomorfismos canônicos:

1. Elemento Neutro

K⊗ V ≃ V, a⊗ v 7→ av.

2. Comutatividade

U ⊗ V ≃ V ⊗ U, u⊗ v 7→ v ⊗ u.

3. Associatividade

(U ⊗ V )⊗W ≃ U ⊗ (V ⊗W ), (u⊗ v)⊗ w 7→ u⊗ (v ⊗ w).

4. Distributividade em relação à soma direta

U ⊗
(⊕

i∈I

Vi

)
≃
⊕

i∈I

U ⊗ Vi, u⊗ (vi)i∈I 7→ (u⊗ vi)i∈I .

Demonstração: A fim de ilustrar mais uma aplicação da propriedade universal do pro-

duto tensorial, argumentaremos apenas as duas primeiras propriedades.

Mostremos o item 1. Considere a aplicação bilinear φ : K × V → V definida por

φ(a, v) = av. Pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma única transfor-

mação linear

ξ : K⊗ V → V tal que ξ(a⊗ v) = av.

Defina η : V → K ⊗ V por η(v) = 1 ⊗ v. Assim, as aplicações η ◦ ξ e ξ ◦ η coincidem,

respectivamente, com idK⊗V e idV em um conjunto gerador. Logo, ξ é um isomorfismo

canônico.

Por fim, mostremos o item 2. Seja φ : U × V → U ⊗ V definida por φ(u, v) = v ⊗ u.

Tal aplicação é bilinear, logo, pela propriedade universal do produto tensorial, existe uma

única transformação linear

ξ : U ⊗ V → V ⊗ U tal que ξ(u⊗ v) = v ⊗ u.

De maneira análoga podemos construir o candidato a inversa. A aplicação ψ : V × U →
U ⊗ V dada por ψ(v, u) = u⊗ v é bilinear e induz uma única transformação linear

η : V ⊗ U → U ⊗ V tal que η(v ⊗ u) = u⊗ v.
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Verifica-se que as aplicações η ◦ ξ e ξ ◦ η coincidem, respectivamente, com idU⊗V e idV⊗U

em elementos decomponíveis, que constituem um conjunto gerador. Portanto, ξ é um iso-

morfismo com inversa η. □

Proposição D.1.10. Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão arbitrária. Se B e C são bases de

U e V , respectivamente, então

B ⊗ C = {u⊗ v : u ∈ B e v ∈ C}

é uma base de U ⊗ V .

Demonstração: Para cada i ∈ I e j ∈ J , considere as aplicações χi : U → K e µj : V → K

definidas, respectivamente, por

χi(uk) =




1, se i = k

0, se i ̸= k
e µj(vl) =




1, se j = l

0, se j ̸= l
.

Como a aplicação φij : U × V → K dada por φij(u, v) := χi(u)µj(v) é bilinear segue, da

propriedade universal do produto tensorial, que existe uma única transformação linear

ξij : U ⊗ V → K tal que ξij(u⊗ v) = χi(u)µk(v). Assim, percebemos que o conjunto B ⊗ C
é linearmente independente. De fato, considere a combinação linear

∑

(i,j)∈I′×J ′

ckluk ⊗ vl = 0,

em que I ′ ⊆ I e J ′ ⊆ J são conjuntos finitos. Atuando ξij em ambos os lados da igualdade

acima temos que cij = 0 para todo par de índices (i, j) ∈ I ′ × J ′. Falta provarmos que

B ⊗ C é um conjunto gerador. Para isso, tomemos u ∈ U e v ∈ V . Escreva u =
∑

i aiui e

v =
∑

j bjvj . Pela bilinearidade do produto tensorial segue que

u⊗ v =

(∑

i

aiui

)
⊗
(∑

j

bjvj

)
=
∑

i,j

aibjui ⊗ vj.

Como todo tensor de escreve como combinação linear de elementos decomponíveis o re-

sultado segue. □

Proposição D.1.11. Sejam U e V espaços vetoriais. A igualdade u⊗ v = 0 é válida se, e somente

se, u = 0 ou v = 0.
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Demonstração: Se u = 0 ou v = 0, então a bilinearidade do produto tensorial nos garante

que u ⊗ v = 0. Reciprocamente, suponha que u ̸= 0 e v ̸= 0. Os espaços U ′ = ger{u} e

V ′ = ger{v} possuem dimensão 1 e, assim, pela Proposição D.1.10 teríamos que {u⊗ v} é

uma base de U ′ ⊗ V ′. Em particular, u⊗ v ̸= 0. □

Teorema D.1.12. Se U, V e W são espaços vetoriais sobre K, então

L(U, V ;W ) e L(U ⊗ V,W )

são canonicamente isomorfos.

Demonstração: Seja Ψ : L(U, V ;W ) → L(U ⊗ V,W ) a aplicação definida da seguinte

maneira: para cada φ ∈ L(U, V ;W ) associamos, pela propriedade universal do produto

tensorial, a única transformação linear ξφ ∈ L(U ⊗ V,W ) tal que ξφ ◦ ⊗ = φ. Percebemos

que Ψ é uma transformação linear e

φ ∈ nuc(Ψ) ⇐⇒ ξφ = 0 ⇐⇒ φ = 0.

Resta garantirmos que Ψ é sobrejetora. Dado T ∈ L(U ⊗ V,W ), considere a aplicação

φ : U×V → W dada por φ(u, v) = T (u⊗v). Tal aplicação é bilinear, logo pela propriedade

universal do produto tensorial existe uma única transformação linear ξφ ∈ L(U ⊗ V,W )

tal que ξφ(u ⊗ v) = φ(u, v). Logo, ξφ(u ⊗ v) = T (u ⊗ v) donde T = Ψ(φ), uma vez que

coincidem num conjunto gerador. □

Observação D.1.13. O resultado anterior nos fornece um outro exemplo importante de

adjunção3 no contexto da Álgebra Linear. Mais especificamente, numa linguagem categó-

rica, os funtores −⊗ V e L(−, V ) são adjuntos. ⋄

Modelo do Produto Tensorial: Construção abstrata vs. concreta

As considerações feitas até o momento nos dão uma construção rigorosa e abs-

trata do produto tensorial entre dois espaços vetoriais U e V de dimensão arbitrária. No

entanto, do ponto de vista prático tal abordagem não se revela simples. Os próximos re-

sultados nos mostrarão — quando as dimensões de U e V forem finitas — um modelo

mais concreto para enxergarmos o produto tensorial dos espaços U e V e, além disso,

como descrever um tensor em termos de uma base desses espaços.
3 A rigor, resta mostrarmos a condição de naturalidade (vide [60]).
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Teorema D.1.14. Sejam U e V espaços vetoriais finitamente gerados com n = dimU e m =

dimV . O par (L(U∗, V ∗;K),Ψ), com

Ψ : U × V → L(U∗, V ∗;K) definida por Ψ(u, v)(f, g) = f(u)g(v)

com f ∈ U∗ e g ∈ V ∗, é um produto tensorial de U e V .

Demonstração: Sejam W um espaço vetorial e φ : U × V → W uma aplicação bilinear.

Considere B = {u1, . . . , un} base de U e C = {v1, . . . , vm} base V e suas respectivas bases

duais B∗ = {u∗1, . . . , u∗n} e C∗ = {v∗1, . . . , v∗m}. Dessa forma, o conjunto

D = {Ψ(ui, vj) : i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}}

é uma base de L(U∗, V ∗;K). Mostremos que D é linearmente independente. Para esse fim,

considere cij ∈ K, em que i ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . ,m}, escalares tais que
∑

i,j

cijΨ(ui, vj) = 0.

Aplicando ambos os lados da expressão acima nos covetores (u∗k, v
∗
l ) segue que

0 =
∑

i,j

cijΨ(ui, vj)(u
∗
k, v

∗
l ) =

∑

i,j

ciju
∗
k(ui)v

∗
l (vj) =

∑

i,j

cijδkiδlj = ckl

em que k ∈ {1, . . . , n} e l ∈ {1, . . . ,m}. Como D é um subespaço de L(U∗, V ∗;K) que

tem dimensão nm segue que D é uma base de L(U∗, V ∗;K). Definimos agora a aplicação

linear ξ : L(U∗, V ∗;K) → W por ξ(Ψ(ui, vj)) := φ(ui, vj) — tacitamente na base D e esten-

dendo por linearidade. Note que tal aplicação goza da propriedade φ = ξ ◦ Ψ, isto é, por

construção o diagrama abaixo comuta

U × V
φ //

Ψ
��

W

L(U∗, V ∗;K)
ξ

88 .

Resta mostrarmos que a aplicação ξ é única. Suponhamos então que exista uma outra apli-

cação ξ̃ : L(U∗, V ∗;K) → W tal que φ = ξ̃ ◦Ψ. Assim, ξ̃(Ψ(ui, vj)) = φ(ui, vj) = ξ(Ψ(ui, vj))

para quaisquer i ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . ,m}. □

Corolário D.1.15. Os espaços L(U∗, V ∗;K) e U ⊗ V são canonicamente isomorfos.

Demonstração: Basta aplicar o Teorema D.1.14 juntamente com o Teorema D.1.7. □
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O Teorema D.1.14 pode ser generalizado para o produto tensorial de s espaços

vetoriais. Dessa forma, quando a dimensão é finita, podemos interpretar os tensores como

aplicações multilineares.

Doravante abandonaremos de vez a notação Ψ(u, v)(f, g) em prol de (u ⊗ v)(f, g),

uma vez que Ψ(u, v) está sendo identificado com u⊗v pelo isomorfismo dado no Corolário

D.1.15. O Teorema D.1.7 nos assegura a existência de um único isomorfismo Φ : U ⊗ V →
L(U∗, V ∗;K) tal que ⊗ = Φ ◦Ψ. O argumento utilizado para demonstrar o Teorema D.1.14

implica no seguinte resultado.

Corolário D.1.16. Se B = {u1, . . . , un} e C = {v1, . . . , vm} são bases de U e V , respectivamente,

então cada elemento T ∈ U ⊗ V possui a seguinte decomposição

T =
∑

i,j

T ijui ⊗ vj,

onde T ij := T (ui, vj) são as componentes contravariantes do tensor T com respeito às bases B
e C.

Corolário D.1.17. Se U e V são espaços vetoriais finitamente gerados, então

U∗ ⊗ V ∗ ≃ (U ⊗ V )∗. (D.1)

Demonstração: Consequência do Teorema D.1.12 (tomandoW = K) e do Corolário D.1.15.

□

Exemplo D.1.18. O item 2 da Proposição D.1.9 não garante que o produto tensorial de

vetores é comutativo. Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Dada uma base

{v1, . . . , vn} de V e considerando {v1, . . . , vn} sua respectiva base dual de V ∗, tem-se

(v1 ⊗ v2)(v
1, v2) = v1(v1)v

2(v2) = 1,

(v2 ⊗ v1)(v
1, v2) = v1(v2)v

2(v1) = 0.

Isso nos mostra que devemos entender a comutatividade no sentido de espaços vetoriais

e não de vetores. ⋄

Exemplo D.1.19. Sejam K[x] e K[y] os espaços dos polinômios nas variáveis x e y, respec-

tivamente. A aplicação bilinear φ : K[x] × K[y] → K[x, y], (f(x), g(y)) 7→ f(x)g(y) define

um produto tensorial e vale ainda

K[x]⊗K[y] ≃ K[x, y].
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Já sabemos que os conjuntos {1, x, x2, . . . } e {1, y, y2, . . . } são bases algébricas de K[x] e

K[y], respectivamente. Logo, {xi ⊗ yj : i, j ∈ N0} é uma base algébrica de K[x] ⊗ K[y].

Notemos que nessa situação o produto tensorial não é comutativo, uma vez que em geral

temos que f(x)g(y) ̸= g(y)f(x). ⋄

Álgebra Tensorial

Sejam V um espaço vetorial de dimensão arbitrária e r, s ∈ N0. O espaço dos

tensores do tipo (r, s) sobre V é definido como sendo o produto tensorial abaixo

T r
s (V )

.
= V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r−vezes

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗

︸ ︷︷ ︸
s−vezes

. (D.2)

Em particular, se V for finitamente gerado, então o espaço T r
s (V ) pode ser identificado

com o conjunto das aplicações (r + s)-lineares da forma

V ∗ × · · · × V ∗

︸ ︷︷ ︸
r vezes

×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s vezes

→ K.

Se B = {e1, . . . , en} é uma base de V e B∗ = {e1, . . . , en} é a base de V ∗ dual a B, então um

tensor T ∈ T r
s (V ) é escrito como

T =
∑

i1...,ir,j1,...,js

T i1···irj1···js
ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs ,

em que T i1···irj1···js
:= T (ei1 , . . . , eir , ej1 , . . . , ejs) são as componentes do tensor do tensor T com

respeito às bases B e B∗.

Observação D.1.20. Convencionaremos que T r(V ) = T r
0 (V ) e Ts(V ) = T 0

s (V ). ⋄

Seja V um espaço vetorial de dimensão arbitrária. Consideremos a seguinte soma

direta

T (V )
.
=
⊕

r,s≥0

T r
s (V ).

Definimos a operação ⊗ : T (V )×T (V ) → T (V ) da seguinte maneira: dados os elementos

decomponíveis u1 ⊗ · · · ⊗ ur ⊗ η1 ⊗ · · · ⊗ ηs ∈ T r
s (V ) e v1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωq ∈ T p

q (V )

definimos

(u1 ⊗ · · · ⊗ ur ⊗ η1 ⊗ · · · ⊗ ηs)⊗ (v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωq) :=

u1 ⊗ · · · ⊗ ur ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ η1 ⊗ · · · ⊗ ηs ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωq ∈ T r+p
s+q (V )

e estendemos por linearidade. Dessa forma, o espaço T (V ) torna-se uma álgebra (gradu-

ada) associativa.
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Exemplo D.1.21. A aplicação δ̂ : V ∗×V → R, (η, v) 7→ η(v) é bilinear e com isso define um

tensor do tipo (1, 1) denominado tensor de Kronecker. Suas componentes com respeito

a uma base {e1, . . . , en} são dadas por δ̂ij ≡ δ̂(ei, ej) = ei(ej) = δij . Dessa forma, suas

componentes, com respeito a qualquer base, são exatamente o símbolo de Kronecker. ⋄

Exemplo D.1.22. Sejam (V, ⟨·, ·⟩) um espaço vetorial munido de um produto interno e

B = {e1, . . . , en} uma base de V . O tensor métrico é o tensor g ∈ T 0
2 (V ) dada por g(u, v) =

⟨u, v⟩. Assim, tem-se g(u, v) =
∑

i,j giju
ivj onde gij = g(ei, ej). A base B é ortonormal se, e

somente se, gij = δij . ⋄

D.2 Álgebra Exterior

Seja V um espaço vetorial, sobre um corpo K, de dimensão n. Por ora denotaremos

V × · · · × V o produto cartesiano de V por si mesmo k-vezes. Uma aplicação multilinear

φ : V × · · · × V → W é chamada de alternada quando φ(v1, . . . , vn) = 0 para vi = vj para

algum par (i, j) com i ̸= j. Se K tem característica diferente de dois, então toda aplicação

antissimétrica é alternada.

Uma k-ésima potência exterior de V é um par (
∧k V,Ψ) em que

∧k V é um espaço

vetorial sobre K e Ψ : V × · · · × V → ∧k V é uma aplicação k-linear alternada que goza

da seguinte propriedade universal: para cada espaço vetorial W e φ : V × · · · × V → W

aplicação k-linear alternada existe uma única transformação linear ξ :
∧k V → W tal que

φ = ξ ◦Ψ, isto é, o diagrama abaixo comuta.

V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k vezes

Ψ

��

φ //W

∧k V

ξ

;;

Assim, é comum dizermos que o espaço
∧k V lineariza universalmente todas as

aplicações multilineares alternadas definidas em V × · · · × V . Note que φ ser alternada é

equivalente com nuc(Ψ) ⊆ nuc(φ).

Analogamente ao produto tensorial de espaços vetoriais, a definição de k-ésima

potência exterior é vaga no sentido de não nos informarmos que a mesma sempre existe e

se é única. Para essa finalidade, consideremos Ik(V ) o espaço vetorial gerado4 por todos

os tensores da forma v1 ⊗ · · · ⊗ vk em que vi = vj para alguns índices i, j ∈ {1, . . . , k} tais
4 Algebricamente I(V ) =

⊕∞
k=0 Ik(V ) pode ser enxergado como um ideal da álgebra T ∗(V ) =⊕∞

k=0 T 0
k (V ).
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que i ̸= j. A priori denotaremos por conveniência o espaço quociente de T k(V ) por Ik(V )

como ∧k
V

.
= T k(V )/Ik(V ). (D.3)

Definimos

• π : V ⊗k → ∧k V a projeção canônica;

• Φ : V × · · · × V → T k(V ) o produto tensorial;

• Ψ : V × · · · × V → ∧k V a aplicação dada por Ψ := π ◦ Φ.

Observação D.2.1. É comum denotarmos as aplicações Ψ e Φ definidas acima por ∧ e ⊗,

respectivamente. Nesse caso, ∧ = π ◦ ⊗. Evitaremos no momento tal notação. ⋄

Lema D.2.2. Ψ, como definida acima, é alternada.

Demonstração: Se vi = vj para alguns índices i, j ∈ {1, . . . , k} com i ̸= j, então

Ψ(v1, . . . , vk) = (π ◦ Φ)(v1, . . . , vk) = π(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = 0

pois nesse caso v1 ⊗ · · · ⊗ vk ∈ Ik(V ). □

No caso geral, denotaremos a classe de um tensor decomponível v1 ⊗ · · · ⊗ vk por

v1 ∧ · · · ∧ vk. Por construção, se {v1 ⊗ · · · ⊗ vk} for um conjunto gerador de T k(V ), então

{v1 ∧ · · · ∧ vk}

é um conjunto gerador de
∧k V . Os elementos de

∧k V são usualmente chamados de

k-formas ou formas de grau k. No contexto de potências exteriores, diremos que um

elemento η de
∧k V é decomponível quando η = v1 ∧ · · · ∧ vk.

Teorema D.2.3. O par (
∧k V,Ψ), onde

∧k V é dado pela expressão (D.3) , é uma k-ésima potência

exterior de V .

Demonstração: SejamW um espaço vetorial e φ : V ×·· ·×V → W uma aplicação k-linear

alternada. Pela propriedade universal do produto tensorial (vide página 162), existe uma

única transformação linear T : T k(V ) → W tal que φ = T ◦ Φ. Além disso, T (Ik(V )) = 0

pois dado v1 ⊗ · · · ⊗ vk ∈ Ik(V ), tem-se

T (v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = T (Φ(v1, . . . , vk)) = φ(v1, . . . , vk) = 0,
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isto é, Ik(V ) ⊆ nuc(T ). Pela propriedade universal do espaço quociente, a aplicação T

induz uma única transformação linear ξ :
∧k V → W tal que T = ξ ◦ π. Devemos mostrar

que o diagrama abaixo comuta.

V × · · · × V

Φ
��

φ //W

T k(V )

T

99

π
��∧k V

ξ

JJ

Com efeito,

ξ ◦Ψ = ξ ◦ (π ◦ Φ) = (ξ ◦ π) ◦ Φ = T ◦ Φ = φ.

Resta mostrarmos que ξ é única com a propriedade de fazer o diagrama acima comutar.

Seja η :
∧k V → W uma transformação linear tal que η ◦Ψ = φ. Assim,

η(v1 ∧ · · · ∧ vk) = η(π(v1 ⊗ · · · ⊗ vk))

= η(π(Φ(v1, . . . , vk)))

= η ◦Ψ(v1, . . . , vk)

= φ(v1, . . . , vk)

= ξ ◦Ψ(v1, . . . , vk)

= ξ(π(Φ(v1, . . . , vk)))

= ξ(π(v1 ⊗ · · · ⊗ vk))

= ξ(v1 ∧ · · · ∧ vk)

para quaisquer v1, . . . , vk ∈ V . Isso mostra que as transformações lineares η e ξ coincidem

no conjunto gerador

{v1 ∧ · · · ∧ vk : v1, . . . , vk ∈ V }

e, portanto, η = ξ. □

Teorema D.2.4. Sejam (
∧k

1 V,Ψ) e (
∧k

2 V,Φ) duas k-ésimas potências exteriores de V . Então,

existe um único isomorfismo η :
∧k

1 V → ∧k
2 V tal que Φ = η ◦Ψ.

Demonstração: Análogo a do Teorema D.1.7. □

Apresentaremos agora uma outra construção da k-ésima potência exterior, dessa

vez utilizando o espaço dual V ∗. Dada uma permutação σ ∈ Sk, consideramos Pk(σ) :
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T k(V ) → T k(V ) como sendo a transformação linear que leva v1⊗···⊗vk em vσ(1)⊗···⊗vσ(k),
no sentido de estar definida numa base e estendida por linearidade. A aplicação

Sk ∋ σ 7−→ Pk(σ) ∈ L(V ⊗k)

define uma representação do grupo de permutações no produto tensorial de V . O opera-

dor de antissimetrização Ak : T k(V ) → T k(V ) é definido por

Ak :=
1

k!

∑

σ∈Sk

sinal(σ)Pk(σ).

Denotemos por Ak(V ;K) o espaço das aplicações antissimétricas de V × · · · × V

em K. Tal espaço pode ser visto como o subespaço de T k(V ) formado pelos tensores

k-covariantes antissimétricos.

Lema D.2.5. Valem as seguintes propriedades:

1. ω ∈ T k(V ) é alternada se, e somente se, Pk(π)ω = sinal(π)ω para toda permutação π ∈ Sk.

2. Ak ◦ Pk(σ) = Pk(σ) ◦ Ak = sinal(σ)Ak.

3. Ak ◦ Ak = Ak.

4. im(Ak) = Ak(V ;K).

Demonstração: Seja π′ ∈ Sk. Usando o fato que a função sinal é um homomorfismo entre

grupos e que a aplicação σ 7→ Pn(σ) é uma representação temos

AkPk(π
′) =

1

k!

∑

π∈Sk

sinal(π)Pk(π)Pk(π
′) =

sinal(π′)

k!

∑

π∈Sk

sinal(ππ′)Pk(ππ
′).

Defina σ := ππ′. Como cada π′ ∈ Sk é fixo a aplicação π 7→ ππ′ = σ é bijetora em Sk. Logo,

somar sobre todos os π ∈ Sk é equivalente a somar sobre todos os σ ∈ Sk. Daí,

AkPk(π
′) =

sinal(π′)

k!

∑

σ∈Sk

sinal(σ)Pk(σ) = sinal(π′)Ak.

Vejamos que Ak é um projetor. Pelo item anterior e como (sinal(π))2 = +1 para todo π ∈ Sk

tem-se

Ak ◦ Ak =
1

k!

∑

π∈Sk

sinal(π)AkPk(π) =

(
1

k!

∑

π∈Sk

1

)
Ak = Ak,

já que |Sk| = k!. □
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Sejam K um corpo com característica zero ou maior do que k!. Definimos a aplica-

ção Γ : V × · · · × V → Ak(V
∗;K) por

Γv1,...,vk(η1, . . . , ηk) :=
1

k!

∑

σ∈Sk

sinal(σ) ησ(1)(v1) · · · ησ(k)(vk)

para todo (v1, . . . , vk) ∈ V ×· · ·×V . Notemos, ainda, que Γv1,...,vk = Ak ◦Ψ(v1, . . . , vk) onde

a aplicação Ψ é a generalização da aplicação definida no Teorema D.1.14 para o espaço

V × · · · ×V . Por conseguinte, a aplicação Γ é antissimétrica (alternada). Como o operador

Ak é uma projeção, em particular sobrejetora, segue que Ak leva conjunto gerador em

conjunto gerador da imagem. Dessa forma, tem-se ger(C) = Ak(V
∗;K) onde

C = {Γv1,...,vk : (v1, . . . , vk) ∈ V × · · · × V }.

Já sabemos que podemos extrair uma base do conjunto C, digamos B. Dessa forma, existe

uma base de Ak(V
∗;K) cujos elementos são da forma Γv1,...,vk . Usaremos esse fato para

mostrar o próximo resultado.

Teorema D.2.6. O par (Ak(V
∗;K),Γ) é uma k-ésima potência exterior de V . Ademais, existe um

único isomorfismo τ :
∧k V → Ak(V

∗;K) tal que τ ◦ ∧ = Γ.

Demonstração: Sejam W um espaço vetorial e φ : V × · · · × V → W aplicação k-linear

alternada. Considere a aplicação

ξ : Ak(V
∗;K) → W dada por ξ(Γv1,...,vk) = φ(v1, . . . , vk)

e estendemos por linearidade. Logo, segue o resultado desejado, uma vez que ξ foi cons-

truída de maneira que o diagrama abaixo comuta

V × · · · × V
φ //

Γ
��

W

Ak(V
∗;K)

ξ

99

de forma única. Já sabemos, pelo Teorema D.2.4, que Ak(V
∗;K) ≃ ∧k V . Vamos agora

exibir um isomorfismo. Seja ψ : V × · · · × V → ∧k V a aplicação alternada dada por

ψ(v1, . . . , vk) = v1 ∧ · · · ∧ vk. Pela propriedade universal da potência exterior de Ak(V
∗;K),

existe uma única transformação linear ϑ : Ak(V
∗,K) → ∧k V tal que

ϑ(Γv1,...,vk) = ψ(v1, . . . , vk) = v1 ∧ · · · ∧ vk

para todo (v1, . . . , vk) ∈ V ×· · ·×V . Usando a propriedade universal de
∧k V , do Teorema

D.2.3, existe uma única transformação linear τ :
∧k V → Ak(V

∗,K) tal que

τ(v1 ∧ · · · ∧ vk) = τ(ψ(v1, . . . , vk)) = Γv1,...,vk
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para todo (v1, . . . , vk) ∈ V × · · · × V .

∧k V

τ
&&

V × · · · × V
ψoo ψ //

Γ
��

∧k V

Ak(V
∗;K)

ϑ

88

Dessa forma, percebemos que τ ◦ ϑ = idAk(V ∗,K) e ϑ ◦ τ = idΛk(V ), ou seja, a aplicação ϑ é

um isomorfismo e isso nos mostra a validade da correspondência desejada. □

Graças à identificação dada pelo Teorema D.2.6 todas as propriedades que serão

provadas para o espaço
∧k V também serão válidas pra Ak(V

∗;K). É usual abandonar a

notação Γv1,...,vk(η1, . . . , ηk) para v1 ∧ · · · ∧ vk(η1, . . . , ηk).

Corolário D.2.7. Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Os espaços
∧k V ∗ e Ak(V ;K)

são canonicamente isomorfos.

Observação D.2.8. Se α1, . . . , αk ∈ V ∗, então

(α1 ∧ · · · ∧ αk)(v1, . . . , vk) =
1

k!
det




α1(v1) · · · α1(vk)
...

. . .
...

αk(v1) · · · αk(vk)




para quaisquer v1, . . . , vk ∈ V . Alguns autores costumam definir o produto exterior sem

o fator de normalização k! (vide [45, p.205]). Nesse caso, o operador de antissimetrização

deixa de ser uma projeção. ⋄

Teorema D.2.9. Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Se B = {e1, . . . , en} for uma base de

V , então para 1 ≤ k ≤ n o conjunto B̂ = {ei1 ∧ · · · ∧ eik} com 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n é uma base

para
∧k(V ). Ademais,

dimK

k∧
V =

(
n

k

)
, dimK

∧k
V = dimK

∧n−k
V.

Em particular,
∧k V ≃ ∧n−k V . Cada k-forma ω pode ser decomposta em termos da base B̂ de

acordo com a seguinte expressão

ω =
1

k!

∑

i1,...,ik

ωi1···ikvi1 ∧ · · · ∧ vik =
∑

i1<···<ik

ω̃i1···ikvi1 ∧ · · · ∧ vik

Demonstração: O fato de B ser um conjunto gerador de V nos assegura que B̂ é um

conjunto gerador de
∧k V . Precisamos apenas mostrar que B̂ é um conjunto linearmente
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independente. Para esse fim, considere a aplicação φ : V × · · · × V → T k(V ) dada por

φ(v1, . . . , vk) =
∑

σ∈Sk

(sinal σ)vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k).

Tal aplicação, por definição, é k-linear e alternada. Logo, pela propriedade universal da

k-ésima potência exterior existe uma única aplicação linear ξ :
∧k V → T k(V ) tal que

ξ(v1 ∧ · · · ∧ vk) =
∑

σ∈Sk

(sinal σ)vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k).

Seja ω ∈ ∧k V tal que ∑

1<i1<···<ik<n

ci1···ikei1 ∧ · · · ∧ eik = 0.

Aplicando ξ em ambos os lados dessa igualdade segue que

∑

1<i1<···<ik<n

∑

σ∈Sk

ci1···ik(sinal σ) eiσ(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ(k)

= 0.

Como {eiσ(1)
⊗· · ·⊗eiσ(k)

}σ∈Sk
, para todo 1 ≤ i1 ≤ ··· ≤ ik ≤ n, é linearmente independente

segue que todos os coeficientes ci1···ik são nulos. Portanto, o conjunto B̂ é linearmente in-

dependente. □

Observação D.2.10. Note que podemos concluir a partir do final da demonstração ante-

rior que a aplicação ξ é injetora. ⋄

D.3 Formas Diferenciais

SejaM uma variedade5 Hausdorff paracompacta de dimensão n. Iniciaremos apre-

sentando uma generalização dos fibrados tangentes e cotangentes através da álgebra ten-

sorial e exterior, desenvolvidas nas subseções D.1 e D.2. Dados r, s ∈ N0, com r + s ̸= 0,

definimos o fibrado tensorial do tipo (r, s) como sendo

T r
s (M)

.
=
∐

p∈M

T r
s (TpM),

onde o espaço T r
s (TpM) é aquele como definido na página 170. Verifica-se que T r

s (M) tem

estrutura de fibrado vetorial. Um campo tensorial do tipo (r, s), sobre C∞(M), é uma

seção de T r
s (M). De maneira análoga ao caso de campos vetoriais e formas de grau 1,

5 Nesta seção a maioria dos resultados não precisam exigir que M , como espaço topológico,
tenha base enumerável.
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mostra-se que um campo tensorial é diferenciável se, e somente se, suas funções coorde-

nadas o forem.

O fibrado r-exterior é definido como

∧r
T ∗M

.
=
∐

p∈M

∧r
T ∗
pM

Uma seção do fibrado
∧r T ∗M é chamada de forma de grau r ou r-forma, isto é, um campo

de vetores α : M → ∧r TM tal que para cada p ∈ M , α(p) é um elemento de
∧r TpM . Às

vezes escreveremos αp em vez de α(p).

Observação D.3.1. Para cada p ∈ M podemos, por causa do Teorema D.2.6, identificar

o espaço
∧r(T ∗

pM) com o espaço Ar(TpM ;R). Dada α ∈ Ωr(M), pode-se enxergar6 α(p)

como sendo uma aplicação r-linear antissimétrica definida em TpM . ⋄

Temos as seguintes identificações:

•
∧0(TM) =M × R.

•
∧1(TM) = T ∗M .

Pode-se mostrar que
∧r TM é um subfibrado do fibrado tensorial (T r(TM), π,M) com

fibra típica Rd, onde d = n!
r!(n−r)!

.

Seja (U, (x1, . . . , xn)) uma carta de M . Dada uma seção α de
∧r TM , tem-se

α|U =
1

r!

n∑

i1,...,ir=1

αi1...irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir . (D.4)

As funções αi1...ir : U → R são chamadas de componentes de α. A igualdade (D.4) pode

ser reescrita com uma notação menos carregada. Dado I = (i1, . . . , ir) uma lista ordenada

de r elementos de In = {1, . . . , n}, convenciona-se que dxI .
= dxi1 ∧ · · · ∧ dxir . Assim,

• dxI = 0 quando há alguma repetição na lista de índices.

• dxJ = ±dxI quando J e I são listas de r elementos que diferem somente na ordem

dos índices.
6 Aqui estamos cometendo um abuso de notação. Tecnicamente α(p) é um par (p, αp) que per-

tence a fibra {p} ×∧r(TpM). Identificamos α(p) com a r-forma αp.
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Estabelecendo que αI
.
= αi1···ir teremos que α|U =

∑
I αIdx

I de modo que a soma é feita

sobre todas as r-listas I de elementos de {1, . . . , n}.

Uma forma de grau r é diferenciável se, e somente se, suas funções coordenadas o

forem ( [45, p.204]). Nesse caso, tal forma será chamada de forma diferencial de grau r ou

r-forma diferencial. O conjunto de todas as r-formas diferenciáveis de classe C∞, em M ,

será denotado por Ωr(M). Simbolicamente,

Ωr(M)
.
= Γ

(∧r
TM

)
.

É usual convencionar Ω0(M) = C∞(M). Percebemos que Ωr(M) tem uma estrutura tanto

de espaço vetorial real quanto de módulo sobre o anel C∞(M) quando consideramos as

operações definidas de maneira usual, ou seja, ponto a ponto.

Dados α ∈ Ωr(M) e β ∈ Ωs(M), definimos α ∧ β ∈ Ωr+s(M) por

(α ∧ β)(p) .= α(p) ∧ β(p).

Isso define uma aplicação

∧ : Ωr(M)× Ωs(M) → Ωr+s(M), (α, β) 7→ α ∧ β

que tem as seguintes propriedades:

• Bilinearidade sobre R:

– α1 ∧ (aα2 + bα3) = a(α1 ∧ α2) + b(α1 ∧ α3);

– (aα2 + bβ3) ∧ α1 = a(α2 ∧ α1) + b(α3 ∧ α1)

para quaisquer a, b ∈ R, α1 ∈ Ωr(M) e α2, α3 ∈ Ωs(M).

• Associatividade: (α1 ∧ α2) ∧ α3 = α1 ∧ (α2 ∧ α3) para quaisquer α1 ∈ Ωr(M), α2 ∈
Ωs(M) e α3 ∈ Ωk(M).

• Anticomutatividade graduada: α1 ∧ α2 = (−1)rsα2 ∧ α1 para quaisquer α1 ∈ Ωr(M)

e α2 ∈ Ωs(M).

Produto Interior

Dado um campo de vetores X ∈ X(M) e uma forma diferencial α ∈ Ωr(M), defini-

mos X⌟α ∈ Ωr−1(M) por

(X⌟α)(p)(v2, . . . , vr)
.
= αp(X(p), v2, . . . vr).
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A forma X⌟α é chamada produto interior de X por α e induz a aplicação

X(M)× Ωr(M) → Ωr−1(M), (X,α) 7→ X⌟α.

Dado X ∈ X(M), a transformação linear

iX : Ωr(M) → Ωr−1(M), iXα
.
= X⌟α

é chamada derivada interior. Para mais detalhes consulte [45, p.227].

Pullback

Seja f :M → N uma aplicação de classeC∞. Dado ω ∈ Ωr(N), com r ≥ 1, podemos

induzir uma forma diferencial de grau r em M , em símbolos f ∗ω, como

(f ∗ω)(p)(v1, . . . , vr)
.
= ω(f(p))(dfp(v1), . . . , dfp(vr)).

Se h :M → R é uma função, definimos

h∗f
.
= f ◦ h.

A forma f ∗ω é chamada pullback de ω para M por meio de f .

Proposição D.3.2. Se f :M → N é de classe C∞, então

1. f ∗ : Ωr(N) → Ωr(M) é linear sobre R.

2. f ∗(hω) = f ∗(h)f ∗(ω) se h ∈ C∞(N) e ω ∈ Ωr(N).

3. f ∗(ω ∧ η) = (f ∗ω) ∧ (f ∗η) se ω ∈ Ωr(M) e η ∈ Ωs(N).

4. (h ◦ f)∗ = f ∗ ◦ h∗ se h : N → P é de classe C∞.

5. (idM)∗ = idΩ, onde idM e idΩ denotam as aplicações identidade de M e de Ωr(M), respecti-

vamente.

Corolário D.3.3. Se f : M1 → M2 é um difeomorfismo, então f ∗ : Ωr(M2) → Ωr(M1) é um

isomorfismo linear.

Diferencial Exterior

É possível generalizar a noção de diferencial de funções de maneira a englobar as

formas diferenciais em variedades. Para esse fim, iniciamos definindo tal conceito em

espaços Euclidianos e depois transportaremos, por meio do pullback de cartas, para a

variedade. Consideraremos, por simplicidade, o caso de variedades sem bordo.
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Seja U um aberto em Rn. Vamos definir uma aplicação d : Ωr(U) → Ωr+1(U) para

todo r ∈ N0. Se f ∈ C∞(U) = Ω0(U), definimos a diferencial exterior de f como sendo sua

diferencial usual. Dado α ∈ Ω1(U), existem funções α1, . . . , αn : U → R tais que

α(p) =
n∑

j=1

αj(p)dx
j

para todo p ∈ U . A diferencial exterior de α é definida por

dα(p) =
n∑

i=1

dαj ∧ dxj

Assim,

dα(p) =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

∂αj
∂xi

(p)dxi

)
∧ dxj =

∑

i<j

(
∂αj
∂xi

(p)− ∂αi
∂xj

(p)

)
dxi ∧ dxj.

Suponhamos que α ∈ Ωr(U). A diferencial exterior de α é definida por

dα(p) =
∑

J

dαJ ∧ dxJ ,

onde J percorre as r-listas de elementos de {1, . . . , n}.

Proposição D.3.4. Sejam U e V abertos de Rn. A diferencial exterior tem as seguintes proprieda-

des:

1. Para cada r ∈ Z a aplicação dr : Ωr(U) → Ωr+1(U) é linear sobre R.

2. d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)rω ∧ (dη) se ω ∈ Ωr(U) e η ∈ Ωs(V ).

3. d2 = d ◦ d = 0.

4. Se f : U → V é de classe C∞ e ω ∈ Ωr(V ), então

f ∗(dω) = d(f ∗ω).

Demonstração: Vide [9, 44]. □

Sejam ω ∈ Ωr(M) e (U, ϕ) um sistema de coordenadas emM . A representação local

de ω na carta (U, ϕ) é o elemento ωϕ ∈ Ωr(ϕ(U)) dado por (ϕ−1)∗ω. Pelo Corolário D.3.3,

existe uma bijeção entre Ωr(U) e Ωr(ϕ(U)) para todo r ∈ N0. Assim, existe uma única

(r + 1)-forma em U , denotada por dϕω, tal que

dϕω = ϕ∗(dωϕ) = ϕ∗(d((ϕ−1)∗ω)).
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A princípio, essa definição poderia depender da escolha do sistema de coordenadas. Ve-

jamos que isso não acontece. Seja (V, ψ) um outro sistema de coordenadas em M tal que

U ∩ V ̸= ∅. Se h = ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) é a mudança de coordenadas, então

h∗ωψ = (ψ ◦ ϕ−1)∗(ψ−1)∗ω = (ψ−1 ◦ ψ ◦ ϕ−1)∗ω = (ϕ−1)∗ω = ωϕ.

Dessa forma, h∗ leva a representação local de ω na carta (V, ψ) na representação local de ω

na carta (U, ϕ). Pelo item 4 da Proposição D.3.4, tem-se

dωϕ = d(h∗ωψ) = h∗(dωψ).

Em U ∩ V :

dϕω = ϕ∗(dωϕ) = ϕ∗(h∗(dωψ)) = ϕ∗ ◦ (ψ ◦ ϕ−1)∗(dωψ) = ψ∗(dωψ) = dψω.

A diferencial exterior de ω ∈ Ωr(M), em símbolos dω, é a (r+1)-forma definida em

cada ponto p ∈ M por dω(p) .
= dϕω(p) sendo (U, ϕ) um sistema de coordenadas de M tal

que p ∈ U .

Teorema D.3.5. Para cada r ∈ N0, existe uma única aplicação d : Ωr(M) → Ωr+1(M) com as

seguintes propriedades:

1. d é linear sobre R.

2. Se f ∈ C∞(M), então df é a diferencial usual.

3. Se ω ∈ Ωr(M) e η ∈ Ωs(M), então d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)rω ∧ dη.

4. d2 = d ◦ d = 0.

Demonstração: Vide [9, 23, 43, 45]. □

Corolário D.3.6. Se f :M → N é de classe C∞ e ω ∈ Ωr(M), então

d(f ∗ω) = f ∗(dω).

Proposição D.3.7. Sejam M uma variedade e α ∈ Ωr(M). Se X1, . . . , Xr+1 ∈ X(M), então

dα(X1, . . . , Xr) =
∑

1≤i≤r+1

(−1)i−1Xi(α(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

+
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1),

onde ·̂ significa a entrada que estamos omitindo.

Demonstração: Vide [9, p.370] e [45, p.233]. □
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Campos Tensoriais

Seja Ar(M) o conjunto das aplicações r-lineares alternadas, sobre o anel C∞(M),

da forma

ω : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
r−vezes

→ C∞(M).

Pode-se verificar que Ar(M) é um módulo sobre C∞(M).

Proposição D.3.8. Seja M uma variedade, de classe C∞, Hausdorff e paracompacta. Considere

ω ∈ Ar(M). Nessas condições, valem as seguintes afirmações:

1. o número real ω(X1, . . . , Xr), num ponto p ∈ M , depende apenas dos valores dos campos

X1, . . . , Xr no ponto p.

2. Ωr(M) é canonicamente isomorfo Ar(M), visto como módulos sobre C∞(M).

Demonstração: Vide [23]. □

O módulo dos campos tensoriais do tipo (r, s) sobre C∞(M), em símbolos T r
s (M),

é canonicamente isomorfo ao módulo das aplicações C∞-multilineares do tipo

Ω1(M)× · · · × Ω1(M)︸ ︷︷ ︸
r−vezes

×X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
s−vezes

→ C∞(M).

Dessa forma, se (U, (x1, . . . , xn)) é uma carta local de M , então T ∈ T r
s (M) pode ser ex-

presso

T |U =
∑

i1,...,ir,j1,...,js

T i1···irj1···js

∂

∂xi1
|p ⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
|p ⊗ dxj1 |p ⊗ · · · ⊗ dxjs |p.

Isso nos fornece uma versão em variedades dos resultados da página 170.

Cohomologia de De Rham

Já sabemos que a derivada exterior é uma transformação linear que leva formas de

grau r em formas de grau r + 1. O encadeamento das aplicações dr : Ωr(M) → Ωr+1(M)

pode ser representado pela seguinte sequência de espaços vetoriais

· · · // Ωr−1(M)
dr−1 // Ωr(M)

dr // Ωr+1(M)
dr+1 // · · · .

Lembremos que Ω0(M) = C∞(M) e Ωr(M) = {0} para todo r > n. Convencionando que

Ωr(M) = {0} quando r < 0 a sequência anterior se torna

Ω0(M)
d0 // Ω1(M) // · · · // Ωn−1(M)

dn−1 // Ωn(M) .
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A propriedade dr+1 ◦ dr = 0 é equivalente a inclusão im(dr) ⊆ nuc(dr+1) para todo r ∈ Z.

Por causa disso, a sequência anterior é chamada de complexo de cocadeias de M e neste

contexto específico, de formas diferenciais em variedades, é usualmente denominado

complexo de De Rham. Dado r ∈ Z, consideremos os seguintes espaços

Zr(M)
.
= nuc(dr) e Br(M)

.
= im(dr−1).

Dizemos que Zr(M) é o espaço das r-formas fechadas e Br(M) é o espaço das r-formas

exatas. Além disso, vale ainda a inclusão Br(M) ⊆ Zr(M). O espaço vetorial real quoci-

ente

Hr
dR(M)

.
=
Zr(M)

Br(M)

é chamado de grupo de cohomologia de De Rham de grau r da variedadeM . Um elemento

[ω] ∈ Hr
dR(M) é chamado de classe de cohomologia de ω e é da forma

[ω] = {ω + dr−1η : η ∈ Ωr−1(M)}.

Isso significa que duas formas pertencem a mesma classe de equivalência se, e somente

se, diferem por um termo de derivada exterior. Observe que se toda r-forma fechada for

exata, então Hr
dR(M) = {0}. A grosso modo, o grupo de cohomologia de De Rham mede

em que grau as formas fechadas deixam de ser exatas.

Proposição D.3.9 (Funtorização). Seja f : M → N uma aplicação de classe C∞. Se f ∗ :

Ωr(N) → Ωr(M) é a aplicação induzida, então os espaços Zr(N) e Br(N) são invariantes por f ∗.

Em particular, existe uma única aplicação linear f ♯ : Hr
dR(N) → Hr

dR(M) tal que

f ♯([ω]) = f ∗(ω).

Além disso, valem as seguintes propriedades:

1. id♯M = idHr
dR(M).

2. Se h : N → P é uma outra aplicação de classe C∞, então (h ◦ f)♯ = f ♯ ◦ h♯.

Demonstração: Vide [9]. □

Corolário D.3.10. Variedades difeomorfas têm grupos de cohomologia de De Rham isomorfos.

Exemplo D.3.11. Abaixo são apresentados alguns grupos de cohomologia conhecidos

(vide [9, p.450]).
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• Hr
dR(R

n) = {0} se n ∈ N e r ≥ 1.

• Hr
dR(S

n) =




R, se r = 0 ou r = n

{0}, se r ̸= 0 e r ̸= n
.

⋄

Derivada de Lie

Sejam X ∈ X(M) e T ∈ T r
s (M). A derivada de Lie de T com respeito a X , em

símbolos LXT , é definida como sendo o campo tensorial do tipo (r, s) dado por

(LXT )(p) .=
d

dt
(ϕ∗

tT )(p)|t=0 = lim
t→0

d((ϕt)
∗
p)(Tϕt(p))− Tp

t
,

para todo p ∈M onde ϕ é o fluxo local de X em p. Pode-se mostrar que a definição acima

independe da escolha do fluxo local.

Abaixo listamos algumas propriedades que a derivada de Lie tem e que serão uti-

lizadas no decorrer do trabalho. Para a demonstração de cada uma delas sugerimos as

referências [9, 45], [30, p.69] e [63, p.29].

Proposição D.3.12. Sejam M uma variedade diferenciável, f ∈ C∞(M), X, Y ∈ X(M) e T, S ∈
T r
s (M). Valem as seguintes propriedades:

1. LXf = X(f).

2. LXY = [X, Y ].

3. LXY = −LYX .

4. L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX .

5. LX(f · Y ) = (LXf)Y + f · LXY .

6. LX(T ⊗ S) = (LXT )⊗ S + T ⊗ (LXS).

7. LX = iX ◦ d+ d ◦ iX em Ω(M).

8. LX ◦ d = d ◦ LX em Ω(M).

9. i[X,Y ] = LX ◦ iY − iY ◦ LX em Ω(M).

10. LX(ω ∧ η) = (LXω) ∧ η + ω ∧ (LXη) onde ω, η ∈ Ω(M).

A propriedade 7 acima é conhecida na literatura como fórmula mágina de Cartan.

Notemos que o item 8 afirma que a derivada de Lie comuta com a derivada exterior no

contexto de formas diferenciais.
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