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Resumo

A Magnetohidrodinâmica (MHD) descreve o comportamento de um Ćuido car-
regado imerso em um campo magnético. Tais sistemas quando dentro de certos
valores para a condutividade elétrica do Ćuido, e frequência do campo eletromag-
nético externo, apresentam um caráter ondulatório particular, manifestado através
das ondas de H. Alfvén.

É notável mencionar que, tanto para a mecânica dos Ćuidos, quanto para a
Magnetohidrodinâmica, quando analisadas em espaços não-comutativos, apresen-
tam características peculiares. Neste trabalho, foi construída uma álgebra de velo-
cidades não-comutativas para a MHD, onde foi obtida a versão não-comutativa da
equação de Navier-Stokes, analisada a variação de energia mecânica juntamente
ao acoplamento entre a vorticidade e o campo magnético, e estudada a variação da
circulação, onde foram analisados cada um dos termos. Vemos que esses, devido à
presença do parâmetro não-comutativo, podem agir como fonte de vorticidade.

Para a obtenção das equações para a MHD não-comutativa, foi introduzida
uma nova Lagrangiana, a qual possibilitou a construção de uma Hamiltoniana para
a MHD, que juntamente à nova estrutura simplética não-comutativa, dá origem a
uma dinâmica não-comutativa para a MHD.

Ao Ąnal, é aplicado o método simplético a um Ćuido ideal relativístico composto
por partículas massivas. Para esse sistema, foi construída a matriz simplética e
obtidos os parênteses generalizados.

Palavras-chave: Magnetohidrodinâmica. Não-Comutatividade. Ondas em
Magnetohidrodinâmica. Método Simplético. Fluido relativístico.
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Abstract

Magnetohydrodynamics (MHD) describes the behavior of a charged Ćuid embed-
ded in a magnetic Ąeld. Such systems, when electrical conductivity and frequency
of the external electromagnetic Ąeld belongs to a certain range of valeus, present
a particular wave behavior. This is manifested through the H. AlfvénŠs waves [1].

It is noteworthy to mention that, for both Ćuido mechanics and Magnetohy-
drodynamics, when analyzed in a noncommutative space, they present paculiar
characteristics. In this work, an algebra of noncommutative velocities was built
for the MHD, where the noncommutative version of the Navier-Stokes equation
was obtained, the variation of mechanical energy was analized together with the
coupling between the vorticity and tha magnetic Ąeld, and studied the variation
of the circulation, where each of the terms were analyzed. We see that these, due
to the presence of the noncommutative parameter, can act as a source of vorticity.

To obtain the equations for the noncommutative MHD, a new Lagrangian was
introduced, which allowed the construction of a Hamiltonian for the MHD. This
Hamiltonian, together with the new noncommutative simplectic structure, gives
rise to a noncommutative dynamics for the MHD.

At the end, the symplectic method was applied to a relativistic ideal charged
Ćuid, composed by massive particles. For this system, the symplectic matrix was
constructed and the generalized parentheses were obtained.

Keywords: Magnetohydrodynamics. Noncommutativity. Magnetohydrody-
namics Waves. Symplectic Method. Relativistic Fluid.
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Capítulo 1

Introdução

A Magnetohidrodinâmica (MHD) é o estudo da dinâmica de um Ćuido eletrica-
mente condutor, gás ionizado, parcialmente ou completamente e metais líquidos,
por exemplo, em interação com campos eletromagnéticos. Pode-se dizer que a
MHD teve seu início nos anos de 1940 com os trabalhos de Hannes Alfvén [1].
Seus trabalhos chamaram a atenção de outros pesquisadores, dentre estes pode-se
citar Enrico Fermi [2] e J. W. Dungey [3]. H. Alfvén através da combinação das
equações de Maxwell (principalmente as Leis de Faraday e de Ampère) construiu
uma nova teoria matemática, que resultou nas equações para a MHD. Essas novas
equações levaram H. Alfvén à descoberta de ondas na MHD e à uma velocidade
de propagação característica a esse sistema que leva o seu nome, Velocidade de
Alfvén [4, 5, 6]. As aplicações da MHD cobrem uma vasta área de interesse da
física, do estudo de metais líquidos ao de plasmas1 cósmicos. No campo de estudos
de Plasmas espaciais [8, 9, 10], as ondas em MHD cumprem um importante papel,
tais ondas também são uma peça fundamental na formação da coroa solar (Solar
Corona) [11, 12, 13], onde a cromosfera solar inĆuencia a propagação e dissipação
das ondas em MHD. Por exemplo, as estruturas formadas por campos magnéticos
acima das regiões onde se encontram as manchas solares, exercem grande inĆuência
na evolução e dissipação das ondas MHD, essas estruturas apresentam formas tu-
bulares que funcionam como guias de ondas para as ondas MHD [14]. Além dessas,
podem ser citadas as aplicações desta teoria ao estudo das propriedades lineares
das ondas magnetosônicas rápidas que se propagam em plasmas não-homogêneos
[15, 16, 17] e o aquecimento e aceleração dos ventos em estrelas em rotação devido
às ondas MHD rápidas amortecidas, devido a campos magnéticos localmente fortes
nas atmosferas estelares [18].

Nos últimos anos, maneiras alternativas para descrever a dinâmica do Ćuido,
que ainda é um problema teórico em aberto, tem sido propostas [19, 20, 21]. Em

1Plasma é o nome dado a um gás de elétrons e íons parcialmente, ou completamente
ionizado [7]
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outras palavras, a dinâmica de Ćuidos é bem descrita pela equação de Navier-
Stokes, porém, o que está em aberto é encontrar uma solução para a equação de
Navier-Stokes que descreva todos os Ćuidos. Dessa forma, tornando essa área de
estudos um campo de grande interesse. Destas novas formulações, destacamos a
construção dos modelos que levam em conta a analogia das equações dinâmicas
do Ćuido com as equações do eletromagnetismo. Essa analogia permite escrever
as equações dinâmicas do Ćuido em uma nova forma devido à redeĄnição das
variáveis dinâmicas. O conjunto de equações resultante é chamado de equações
Tipo-Maxwell.

Um ambiente natural para a análise da MHD é a construção de um princípio
variacional para a teoria que possa nos levar à dinâmica desses sistemas, bem como
permitir a extração de novas propriedades para esses. Em [22] Newcomb propôs
pela primeira vez o princípio da ação mínima para a MHD ideal, tanto para a
descrição por coordenadas de Euler, quanto em coordenadas de Lagrange. Logo
sendo seguido por vários outros autores [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Ficando a
estrutura Lagrangiana dependente da escolha dos campos básicos para a teoria
em cada caso. Assim sendo, pode-se escolher uma estrutura de equações Tipo-
Maxwell para as equações de movimento, possibilitando a formulação Lagrangiana
para um Ćuido carregado incompressível (ou compressível) imerso em um campo
eletromagnético. O resultado é a obtenção de uma ação para o Ćuido onde os
campos básicos são a velocidade, vorticidade e a energia de Bernoulli, ou energia
de Bernoulli modiĄcada para o caso compressível em termos da entalpia do Ćuido
[30, 31, 32, 33]. Essa nova estrutura para as equações de movimento de um Ćuido,
representa um novo caminho na análise da dinâmica de tais sistemas.

Além do estudo da Magnetohidrodinâmica, outro tema tratado nesta tese é
a não-comutatividade do espaço-tempo e sua aplicação à MHD. O conceito de
um espaço-tempo não-comutativo (NC) não é tão novo, tendo sido discutido pela
primeira vez em um artigo publicado por Snyder em 1947 [34]. Seu trabalho foi
motivado pela necessidade de superar as divergências encontradas na teoria quân-
tica de campos, devido à interação entre campos e matéria considerando o caráter
pontual de partículas. As coordenadas espaciais não-comutativas propostas no
trabalho de Snyder tem consequências bem conhecidas para a física [34]. A sa-
ber, o movimento de natureza quântica de partículas carregadas imersas em um
campo magnético forte, de modo que quando o movimento dessas partículas é
projetado ao nível de Landau mais baixo, essas passam a ser conĄnadas em um
plano perpendicular ao campo magnético e suas coordenadas passam a apresentar
não-comutatividade entre elas [35, 36, 37]. Nos últimos anos, esse fenômeno en-
volvendo não-comutatividade tem sido utilizado em diversas investigações na me-
cânica quântica, envolvendo tanto modelos teóricos [38, 39, 40], quanto aplicações
fenomenológicas [41, 42, 43, 44]. Simultaneamente, são realizadas generalizações
para a teoria quântica de campos, pois a mecânica quântica pode ser entendida
como o setor de partículas não-relativísticas da teoria quântica de campos. Essas
generalizações deram origem a várias teorias quânticas de campos não-comutativas,
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por exemplo, a eletrodinâmica quântica não-comutativa [45, 46, 47, 48, 49].
Como a construção de um espaço-tempo não-comutativo teve sua inspiração

no espaço de fase quântico, podemos dizer que os operadores de coordenadas x̂i

devem satisfazer uma relação de incerteza que, de maneira mais simples, devem
obedecer a relação de não-comutatividade

[
x̂i, x̂j

]
= iθij , onde θij são as com-

ponentes constantes de valores reais de um tensor de segunda ordem antissimé-
trico. Essa relação de não-comutatividade foi usada, inicialmente, para introduzir
a estrutura não-comutativa em um sistema de coordenadas espaço-temporais em
pequenas escalas, de modo a permitir a introdução de um corte (cutoff ) no regime
ultravioleta. No entanto, logo após o artigo de Snyder, Yang [50] demonstrou que
embora usando essa álgebra não-comutativa, as divergências da teoria quântica de
campos permaneciam lá, causando um desinteresse sobre a álgebra não-comutativa
das coordenadas por algum tempo. Então, 50 anos depois, Seiberg e Witten [51]
demostraram que a álgebra resultante de um modelo de cordas abertas cujas extre-
midades estão Ąxadas em Dp-Branas, imersas em uma campo de Neveu-Schwarz
[52] (Que equivale a um campo magnético constante nas Dp-Branas) apresenta
uma álgebra não-comutativa. Despertando novamente o interesse nesta área.

Ao que se trata a não-comutatividade na MHD, pode-se citar o trabalho de
Z. Guralnik et al. [36], onde os autores usaram o produto estrela (Ou produto
Moyal) para analisar a não-comutatividade em eletrodinâmica, com a intenção de
construir a teoria que descreve um Ćuido carregado na presença de um campo
magnético intenso. Esse sistema leva as partículas ao nível de energia de Landau
mais baixo. E uma vez que o sistema encontra-se nesse nível, os parênteses de
Poisson entre as densidades de carga do Ćuido tornam-se não-comutativos.

Nesta tese, estendemos essa nova estrutura para um sistema onde temos uma
interação entre o Ćuido eletricamente condutor e o campo eletromagnético. Ade-
mais, o meio é assumido ter condutividade inĄnita. Além disso, propomos uma
Lagrangiana para a MHD e desenvolvemos uma generalização não-comutativa da
teoria. As variáveis não-comutativas foram introduzidas na teoria a partir dos
parênteses de Poisson. Veremos que a álgebra não-comutativa será realizada no
espaço de fase entre as componentes da velocidade. A motivação para introduzir
uma álgebra não-comutativa de velocidades na dinâmica dos Ćuidos é estudar a ex-
tensão não-comutativa da MHD. Deste modo, para a mecânica clássica é assumida
uma nova estrutura simplética, que é consistente com a álgebra de comutadores
da mecânica quântica não-comutativa. E em seguida analisamos as consequências
da introdução da álgebra não-comutativa das velocidades do Ćuido.

Além disso, ao Ąnal desta tese é apresentada a aplicação do método simplético
[53, 54, 55] a um Ćuido incompressível ideal relativístico, composto por partículas
massivas carregadas levando em consideração os vínculos presentes neste sistema
físico.

A tese é estruturada da seguinte maneira: no Capítulo 2 são apresentadas as
equações fundamentais da MHD, que descrevem a dinâmica do Ćuido condutor,
sendo esse considerado um meio dotado de condutividade inĄnita. É construída
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a densidade Lagrangiana para a MHD tendo como ponto de partida as equações
Tipo-Maxwell para um Ćuido viscoso em regime de turbulência completamente
desenvolvida. Ao Ąnal desse capítulo, é realiza uma análise do comportamento
ondulatório para a MHD, tendo como ponto de partida a Lagrangiana desenvol-
vida para nosso sistema físico. No Capítulo 3, é realizado um estudo acerca de
espaços não-comutativos através da relação entre operadores de coordenadas x̂i do
tipo

[
x̂i, x̂j

]
= iθij e como transportar esses conceitos para espaços de fase clássi-

cos. São apresentados dois exemplos de sistemas não-comutativos e suas relações
com o parâmetro não-comutativo θij . Em seguida, é construída uma MHD não-
comutativa nas velocidades. A partir desse novo modelo são obtidas a equação
de Navier-Stokes para a álgebra de velocidades não-comutativas, a equação para a
conservação da energia e a taxa de variação da circulação. Os resultados obtidos
neste capítulo foram publicados em [56]. No Capítulo 4 é apresentado o método
simplético, este é aplicado a um Ćuido ideal incompressível relativístico composto
por partículas carregadas e massivas. São obtidos os parênteses generalizados (pa-
rêntese de Dirac) para esse sistema, partindo da deĄnição de um novo tensor de
segunda ordem para a quadrivelocidade do Ćuido. Esse novo tensor leva em conta
o comportamento termodinâmico do sistema através da função entalpia, que entra
como um fator de peso para esse novo tensor. No Capítulo 5 é realizada a conclusão
do trabalho. Além de três apêndices. O primeiro trata da não-comutatividade e
do produto estrela, o segundo sobre a representação em coordenadas de Lagrange
e de Euler para um Ćuido e como se relacionam e o terceiro trata do termo de
pressão magnética presente na força de Lorentz para a MHD.



Capítulo 2

As Equações da Magnetohidrodinâmica

2.1 Introdução

A Magnetohidrodinâmica (MHD) descreve a dinâmica do Ćuido eletricamente con-
dutor em movimento em relação a um campo magnético externo. Sendo o Ćuido
um meio não magnético [6]. Alguns exemplos relacionados à Magnetohidrodinâ-
mica são: o estudo do campo magnético da terra (Mantido pelo movimento do
núcleo terrestre formado por uma liga metálica majoritariamente composta por
ferro e níquel em alta pressão), o estudo de manchas solares e erupções solares
causadas pelo campo magnético do sol, e o estudo de campos magnéticos galácti-
cos e sua atuação na poeira interestelar [6]. Além de sua aplicação nos processos
de siderurgia, por exemplo, na levitação de metais líquidos [6].

Em essência a MHD é baseada no movimento relativo entre o campo magné-
tico e o Ćuido condutor. Desse movimento relativo surge uma corrente induzida
que por meio da Lei de Ampére, permite observar o surgimento de um campo
magnético induzido. Esse campo magnético induzido irá se acoplar ao campo
magnético externo. Tal acoplamento obedece ao princípio de Lenz [57], ou seja, a
direção e intensidade do campo magnético induzido serão determinados de modo
a se opor à variação do Ćuxo magnético. Este efeito tem consequências bem in-
teressantes para a Magnetohidrodinâmica, como por exemplo, o transporte das
linhas de campo magnético pelo Ćuido (As linhas de campo passam a estar Ąxa-
das no Ćuido) ocasionando processos como as ondas de Alfvén (Ondas observadas
somente no contexto da Magnetohidrodinâmica) ocorridos quando a velocidade de
escoamento, condutividade elétrica, ou o comprimento característico do meio são
muito grandes. Ou no caso contrário, onde a velocidade, condutividade ou compri-
mento característico assumem valores pequenos (Por exemplo da ondem de ∼ 1m

s ,
∼ 106Ω−1m−1 e ∼ 0, 1m, respectivamente) onde o campo magnético externo per-
manece praticamente inalterado e passa a ter grande inĆuência na velocidade de

17
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escoamento [6].
Pode-se notar que a MHD deve ser descrita através de relações que levam

em conta a dinâmica do Ćuido (equações de movimento da mecânica dos Ćuidos)
juntamente à descrição dinâmica de partículas carregadas (eletrodinâmica). Para
obter essa descrição, são empregadas a equação da continuidade, equação de Euler
para o Ćuido, entre outras como a divergência do campo de velocidades, varia-
ção da entropia e equação de condução de calor, por exemplo. Para a descrição
do caráter eletromagnético são empregadas as equações de Maxwell e a força de
Lorentz. Para um escoamento à velocidades não-relativísticas (v << c, c a velo-
cidade da luz no vácuo), o campo elétrico pode ser negligenciado em comparação
aos termos contendo o campo magnético. Dessa forma, a força de Lorentz será
modiĄcada para a MHD, bem como a corrente de deslocamento que, para v << c
e meios condutores (condutores ideias) pode ser desprezada quando comparada
com o termo de densidade de corrente na equação de Ampère-Maxwell. Quando
as condições acima são aplicadas ao Ćuxo de um Ćuido condutor, a descrição desse
sistema está dentro do que se propõe a Magnetohidrodinâmica. A seção a seguir
tem como referência o tratamento ao tema da MHD apresentados em [6] e [58].

2.2 Equações da Magnetohidrodinâmica

Consideremos um Ćuido incompressível e condutor ideal em movimento, condu-
tor ideal, na ausência de campo gravitacional, porém, na presença de um campo
eletromagnético externo. Um condutor ideal é aquele cuja condutividade elétrica
tende ao inĄnito, σ → ∞. Nesta tese a condutividade elétrica será considerada
constante e uniforme ao longo de todo o volume. Em algumas partes deste capí-
tulo, σ será mantida ao decorrer dos cálculos, para ao Ąm ser aplicado o limite
σ →∞.

A frequência w do campo eletromagnético, sobre o qual o Ćuido condutor
está submetido, é de fundamental relevância para o comportamento dos portado-
res de cargas (elétrons e íons) [57]. Para baixas frequências é possível, em exce-
lente aproximação, negligenciar a corrente de deslocamento presente na equação de
Ampère-Maxwell. Essa aproximação é aplicável quando o escoamento é descrito
por velocidades não-relativísticas, ou seja,

(
v2

c2

)
<< 1 e é claro, baixas frequências

do campo eletromagnético externos (w < 20MHz). Além disso, para um Ćuido
condutor ideal espera-se que o campo eletromagnético varie em um comprimento
típico L e em um tempo típico T . Variações menores que os característicos L e
T , serão rapidamente atenuadas pelo rearranjo das cargas elétricas. Assim, tendo
como valores característicos L e T , esses deĄnem uma escala de comprimento L e
uma escala nos tempos T , de forma a tornar possível a identiĄcação ∇ = L−1 e
∂t = T−1 [58]. Fica assim deĄnido o valor característico para a velocidade, L

T = v.
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Em complemento, também é possível estimar a ordem de grandeza da corrente de
deslocamento através da expressão que relaciona a densidade de cargas ao tempo
de relaxamento das cargas elétricas em um condutor [6].

Para estimar a corrente de deslocamento no interior de um condutor com base
no tempo de relaxamento das cargas: consideremos um Ćuido condutor no qual
Ąxamos um referencial que se move junto a um determinado volume de Ćuido. Em
relação a esse referencial, a Lei de Ohm escreve-se

J⃗ = σE⃗f, (2.1)

onde E⃗f refere-se ao campo elétrico experimentado pelas cargas em relação ao
sistema de referência que move junto ao Ćuido. Aplicando a segunda Lei de New-
ton, igualando as forças por unidade de carga no referencial do laboratório com o
referencial que se move com o Ćuido, pode-se concluir

J⃗ = σE⃗f = σ

(
E⃗ +

1
c
v⃗ × B⃗

)
, (2.2)

onde o termo do lado direito de (2.2) é a força por unidade de carga medida no
referencial do laboratório, em relação ao qual o Ćuido move-se com velocidade
v⃗. Aplicando o divergente à equação (2.2), usando a equação da continuidade,
∇ · J⃗ = ∂ρe/∂t e a Lei de Gauss, resulta

∇ · J⃗ =
(
ρe

τe
+

1
c
σ∇ ·

(
v⃗ × B⃗

))
= −∂ρe

∂t
, τe = (4πσ)−1 . (2.3)

Analisando inicialmente um condutor estacionário, v⃗ = 0, e eq.(2.3) Ąca

∂ρe

∂t
+
ρe

τe
= 0 → ρe(t) = ρe(0)e(−t/τe). (2.4)

Onde τe é chamado de tempo de relaxamento da carga elétrica, sendo da ordem de
10−18s para metais [6] e ρe(0) uma dada distribuição inicial de cargas. A equação
(2.4) mostra que em um condutor estacionário, as cargas vão rapidamente para a
superfície por meio da ação de forças eletrostáticas, instante após estarem livres
para se moverem pelo condutor. Para o caso onde v⃗ ̸= 0 a derivada ∂ρe/∂t pode
ser negligenciada na eq.(2.3), quando essa é comparada a ρe/τe. Isso nos leva a

ρe = − 1
4πc
∇ ·

(
v⃗ × B⃗

)
, (2.5)

ou seja, quando o condutor está em movimento existe uma densidade de carga
diferente de zero dentro do condutor. Pela Lei de Ohm, o campo elétrico é da
ordem de E⃗ ∼ J⃗

σ e pela eq.(2.5) ρe ∼ 1
4πcv

B
L , onde foi usada a aproximação

para os operadores diferenciais em termos dos respectivos valores característicos
correspondentes as suas dimensões. Com isso o termo contendo o campo elétrico
na força de Lorentz

F⃗ = ρeE⃗ +
1
c
J⃗ × B⃗, (2.6)
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é da ordem de

ρeE⃗ ∼
(

1
4πc

v
B

L

)(
J⃗

σ

)
∼ vτe

Lc
BJ⃗, (2.7)

mostrando que o produto ρeE⃗ em relação a 1
c J⃗ × B⃗ pode ser negligenciado em

excelente aproximação. A força de Lorentz para a MHD é

F⃗ =
1
c
J⃗ × B⃗. (2.8)

As equações (2.6) ou (2.8) podem ser aplicadas ao elemento de Ćuido como se ele
fosse composto por espécies de cargas do mesmo tipo. Para isso, basta que o livre
caminho médio dos portadores de cargas seja muito menor em comparação às di-
mensões do elemento de Ćuido que os contém. As colisões ocorridas neste volume
irão fazer com que os efeitos individuais devido a força de Lorentz sejam redis-
tribuídos entre os portadores de cargas, resultando em um único comportamento
coletivo [58].

Para a equação da continuidade, devido a ρe ser muito pequeno para tempos
logo após o início da dinâmica e quase não variar com o tempo (Devido ao com-
portamento assintótico da exponencial em relação ao eixo dos tempos), chega-se à
equação para a corrente

∇ · J⃗ = 0. (2.9)

A Lei de Ampère-Maxwell também sofre modiĄcação. Para o rotacional do
campo magnético, escreve-se

∇× B⃗ =
4π
c
J⃗ +

1
c
∂tE⃗. (2.10)

Porém, E⃗ ∼ J⃗
σ e do segundo termo do lado direito de (2.10), temos

1
c
∂tE⃗ ∼

1
c

1
T

J⃗

σ
∼ 4π

c

1
T
τeJ⃗ << J⃗, (2.11)

ou seja, a corrente de deslocamento para um condutor pode ser negligenciada na
MHD, pois ela é muito menor que o primeiro termo do lado direito da eq.(2.10),
resultando na Lei de Ampère para a MHD

∇× B⃗ =
4π
c
J⃗. (2.12)

As equações de Maxwell restantes, Lei de Gauss, ∇ · B⃗ e a Lei de Faraday não
são alteradas. Deste modo pode-se escrever as equações de Maxwell nas condições
usadas na MHD, também chamadas de forma reduzida das equações de Maxwell
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para a MHD [6].

∇ · E⃗ = 4πρe, (2.13)

∇ · B⃗ = 0, (2.14)

∇× E⃗ = −1
c

∂B⃗

∂t
, (2.15)

∇× B⃗ =
4π
c
J⃗. (2.16)

Juntamente às equações para a força e densidade de corrente

F⃗ =
1
c
J⃗ × B⃗ e ∇ · J⃗ = 0. (2.17)

Para obtermos a equação de indução para o campo magnético, que expressa o
transporte, ou a difusão das linhas de campo magnético pelo meio, em nosso caso
o meio é o Ćuido, consideramos inicialmente a Lei de Ohm

J⃗ = σ

(
E⃗ +

1
c
v⃗ × B⃗

)
, (2.18)

e substituindo na Lei de Ampère para a MHD, resulta

c

4π
∇× B⃗ = σE⃗ +

σ

c
v⃗ × B⃗, → E⃗ =

c

4πσ
∇× B⃗ − 1

c
v⃗ × B⃗. (2.19)

A segunda equação em (2.19) apresenta uma alternativa para a obtenção do campo
elétrico em termos da velocidade v⃗ e do campo magnético B⃗. Substituindo na Lei
de Faraday, obtém-se

∂B⃗

∂t
= − c

4πσ
∇×

(
∇× B⃗

)
+∇×

(
v⃗ × B⃗

)
. (2.20)

A equação (2.20) é chamada equação de indução para o campo magnético. Para
o caso que queremos, σ →∞, a equação de indução torna-se

∂B⃗

∂t
= ∇×

(
v⃗ × B⃗

)
. (2.21)

Aplicando o mesmo limite em σ para a eq.(2.18), obtém-se

E⃗ +
1
c
v⃗ × B⃗ = 0. (2.22)

A equação de Navier-Stokes para um Ćuido composto por partículas carrega-
das, com a força de Lorentz para a MHD (2.17) é

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇) v⃗ = −1

ρ
∇P +

1
4πρ

(
∇× B⃗

)
× B⃗ + ν∇2v⃗, (2.23)
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A força de Lorentz foi reescrita utilizando a equação de Ampère J⃗ = c
4π∇ × B⃗.

Em (2.23) v⃗(t, x⃗) é a velocidade de escoamento do Ćuido, P (t, x⃗) é o campo de
pressão, ρ é densidade de massa do Ćuido, ν é a viscosidade cinemática deĄnida
por ν = η

ρ (η é a viscosidade dinâmica, que pode depender de quantidades do Ćuido
como a pressão, densidade e etc. Para nosso caso será considerada constante ao
longo de todo o espaço) e B⃗ é o campo magnético. O termo ν∇2v⃗ em (2.23) é
devido ao tensor1

σ̄ij = η

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
, onde

1
ρ

∂σ̄ij

∂xj
= ν

∂

∂xj

∂

∂xj
vi → ν∇2v⃗ (2.24)

para o Ćuido incompressível. Outro resultado importante para a MHD apresentado
nesta seção, é a taxa de variação da energia mecânica. Essa será dada pela soma
da variação da energia do campo magnético e a variação da energia cinética do
elemento do Ćuido. Para a variação da energia magnética, consideremos o teorema
de Poynting para o eletromagnetismo [57]

∂t (ucampos) = −∇ · S⃗ − J⃗ · E⃗, (2.25)

onde

ucampos =
1

8π

(
E2 +B2

)
, (2.26)

é a energia armazenada nos campos por unidade de volume.

S⃗ =
c

4π

(
E⃗ × B⃗

)
, (2.27)

é o vetor de Poynting. Aplicando a aproximação da MHD, reescrevendo o teorema
de Poynting usando

∇× B⃗ =
4π
c
J⃗ e E⃗ =

c

4πσ
∇× B⃗ − 1

c
v⃗ × B⃗, (2.28)

resultando na seguinte expressão

∂t

[
1

8π
B2
]

= −∇ · S⃗ − c

4π

(
∇× B⃗

)
·
(

c

4πσ
∇× B⃗ − 1

c
v⃗ × B⃗

)

= −∇ · S⃗ −
(
c

4π

)2 1
σ
♣∇ × B⃗♣2 +

1
4π

(
∇× B⃗

)
·
(
v⃗ × B⃗

)
.

(2.29)

A densidade de energia no campo elétrico pode ser negligenciada por ser muito
pequena em comparação à densidade de energia do campo magnético (E2 ∼

(
v
cB
)2)

1Componentes de um tensor simétrico de segunda ordem que representa a transferência
de momento causada pelas tensões de cisalhamento devidas a viscosidade η.
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[58]. O último termo do lado direito de (2.29) pode ser reescrito da seguinte forma

1
4π

(
∇× B⃗

)
·
(
v⃗ × B⃗

)
=

1
4π

(εijk∂jBk)
(
εimlvmBl

)
=

1
4π
εijkε

iml (∂jBk) vmBl

=
1

4π

(
δm

j δ
l
k − δl

jδ
m
k

)
(∂jBk) vmBl

=
1

4π
(∂jBk) vjBk −

1
4π

(∂jBk) vkBj

=
1

4π
1
2
vj∂j (BkBk)− 1

4π
vk∂j (BjBk)

=
1

4π
vi∂j

[
−BiBj +

1
2
B2δij

]
= −vi∂jM

(MHD)
ij . (2.30)

Onde foi deĄnido o tensor

M
(MHD)
ij =

1
4π

[
BiBj −

1
2
B2δij

]
. (2.31)

O termo δij é o delta de Kronecker e εijk é o símbolo de Levi-Civita. A equação
(2.31) é o tensor de Maxwell

Mij =
1

4π

[
EiEj +BiBj −

1
2

(
E2 +B2

)
δij

]
, (2.32)

com os produtos dos campos elétricos negligenciados, pois são pequenos em com-
paração aos demais termos em Mij (E ∼ v

cB). A equação (2.29) pode ser reescrita
da seguinte maneira

∂t

(
1

8π
B2
)

= −∇ · S⃗ − vi∂jM
(MHD)
ij . (2.33)

A eq.(2.33) é a taxa de variação da energia do campo magnético por unidade de
volume em relação ao tempo. Aqui não está presente o termo referente a perda de
energia devida à condutividade elétrica, pois para o Ćuido de nosso estudo, essa
é considerada muito grande (inĄnita). Agora, para obter a taxa de variação da
energia cinética, vamos tomar o produto escalar de v⃗ com (2.23)

v⃗ · ∂v⃗
∂t

+ v⃗ · (v⃗ · ∇) v⃗ = −1
ρ
v⃗ · ∇P +

1
4πρ

v⃗ ·
(
∇× B⃗

)
× B⃗ + νv⃗ · ∇2v⃗. (2.34)

Multiplicando a equação (2.34) por ρ e somando a equação da continuidade, seu
lado esquerdo pode ser reescrito como

ρ (vi∂tvi + vi (vj∂j) vi) =
1
2
ρ (∂tvivi) +

1
2
ρvj (∂jvivi)

=
1
2
ρ
(
∂tv

2
)

+
1
2
ρvj

(
∂jv

2
)

+
1
2
v2 [∂tρ+ ∂j(ρvj)]

= ∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

(
1
2
ρv2vj

)
. (2.35)
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Já o lado direito de (2.34) pode ser reescrito da seguinte forma

− vi∂iP +
1

4π
viεijk

(
εjlm∂lBm

)
Bk + vi∂j σ̄ij

= −∂i (viP ) + P∂ivi +
1

4π
viBk (∂kBi)−

1
8π
vi∂i (BkBk) + vi∂j σ̄ij

= −∂i (Pvi) +
1

4π
viBk (∂kBi)−

1
8π
vi∂iB

2 + ∂j (viσ̄ij)− σ̄ij∂jvi. (2.36)

Igualando as eqs.(2.35) e (2.36)

∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

(
1
2
ρv2vj

)
= −∂j (Pvj) +

1
4π
viBk (∂kBi)−

1
8π
vi∂iB

2

+ ∂j (viσ̄ij)− σ̄ij∂jvi. (2.37)

Rearranjando e usando a deĄnição de M (MHD)
ij , a equação (2.37) torna-se

∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

[(
1
2
ρv2 + P

)
vj − viσ̄ij

]
= −σ̄ij∂jvi + vi∂jM

(MHD)
ij . (2.38)

Somando as eqs.(2.38) e (2.33), seguinte equação é encontrada

∂t

(
1

8π
B2 +

1
2
ρv2

)
+∇ ·

[(
ρ
v2

2
+ P

)
v⃗ + S⃗ − ⃗̄σ

]
= −σ̄ij∂jvi. (2.39)

Onde ⃗̄σ tem componentes viσ̄ij . Para o termo do lado direito de (2.39) observa-se
o seguinte

σ̄ij∂jvi = η

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
∂vi

∂xj
= η



(
∂vi

∂xj

)2

+
∂vj

∂xi

∂vi

∂xj




= η



(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)2

− ∂vj

∂xi

∂vi

∂xj
−
(
∂vj

∂xi

)2



= η

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)2

− σ̄ij∂jvi. (2.40)

Que resulta em

σ̄ij∂jvi =
1
2
η

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)2

≥ 0. (2.41)

σ̄ij∂jvi é positivo, ou igual a zero. Ou seja, em uma integração num volume
qualquer que envolva o Ćuido, a soma de suas contribuições não resulta zero. Logo
é um termo dissipativo para (2.39). Esse termo representa a perda de energia
devido a viscosidade [58].
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A partir daqui, podemos organizar as equações que descrevem a dinâmica para
a Magnetohidrodinâmica como

∂tρ + ∇ · (ρv⃗) = 0, (2.42)

∂B⃗

∂t
= ∇×

(
v⃗ × B⃗

)
, (2.43)

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇) v⃗ = −1

ρ
∇P +

1
4πρ

(
∇× B⃗

)
× B⃗ + ν∇2v⃗ (2.44)

e

∇ · v⃗ = 0, (2.45)

∇ · B⃗ = 0. (2.46)

As equações (2.42)-(2.46) são necessárias para a MHD de um Ćuido condutor ideal
incompressível [58, 6, 59].

Assim, com as equações para a MHD apresentadas prosseguimos para as pró-
ximas seções deste capítulo.

2.3 Densidade Lagrangiana Para a MHD

No célebre trabalho de William A. Newcomb de 1962 [22], este propôs pela primeira
vez o princípio da ação para a MHD ideal, tanto em abordagem Lagrangiana,
quanto em abordagem Euleriana, abrindo caminho para outros autores [23, 24, 25,
26, 27, 28, 29].

Um dos trabalhos acerca da hidrodinâmica em regime turbulento que merece
destaque, é o de Haralambos Marmanis [21], onde através de equações obtidas em
regime de escoamento turbulento para um Ćuido incompressível, são elaborados
os conceitos de densidade de carga turbulenta e densidade de corrente turbulenta.
Essas novas equações de movimento são construídas por meio da analogia entre as
equações de Maxwell para o eletromagnetismo e as equações para a dinâmica do
Ćuido 2, levando em consideração um regime de escoamento turbulento [21]. Tais
equações descrevem os valores macroscópicos das quantidades dinâmicas do Ćuido
por meio de médias obtidas pela aplicação do método de Ąltragem de Russakoff
[57, 60]. Dentre essas quantidades a serem apresentadas por seus valores médios,
os campos fundamentais são a vorticidade w⃗ = ∇× v⃗ e o vetor de Lamb l⃗ = w⃗× v⃗.

Esta nova descrição da dinâmica de Ćuidos turbulentos foi apresentada por
H. Marmanis como um caminho alternativo ao uso dos valores médios de v⃗(t, r⃗)

2Equação da continuidade, equação de Euler, equação para a variação da entalpia em
termos da variação da pressão e da variação da entropia e a divergência do campo de
velocidade.
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e P (t, r⃗) em equações não-lineares (Eq. de Navier-Stokes) na descrição do es-
coamento turbulento. Em sua formulação para o Ćuido incompressível, também
chamada de Dinâmica MetaĆuida, H. Marmanis mostrou que a não-linearidade
encontra-se nos termos que passam a ser deĄnidos como fontes de turbulência para
as equações de movimento. Essas equações de movimento são chamadas equações
Tipo-Maxwell. Porém, vale ressaltar que estas fontes de turbulência (Densidade
de carga e densidade de corrente turbulenta) não fornecem uma solução analítica
para as equações Tipo-Maxwell, já que ambas são funções dos próprios campos que
descrevem a dinâmica. As equações Tipo-Maxwell são dadas através das seguintes
relações

∇ · w⃗ = 0, (2.47)
∂w⃗

∂t
= −∇× l⃗ + ν∇2w⃗, (2.48)

∇ · l⃗ = n(x⃗, t), (2.49)

∂l⃗

∂t
= c2

0∇× w⃗ − J⃗mf (x⃗, t) + ν∇n(x⃗, t)− ν∇2 l⃗, (2.50)

onde c2
0 =< v2 > é a média espacial do quadrado da velocidade de escoamento

do Ćuido. n(t, r⃗) e J⃗mf (t, r⃗) são a densidade de carga turbulenta e densidade de
corrente turbulenta, respectivamente. Essas densidades são construídas de maneira
que todos os termos que não podem ser expressos como funções somente de l⃗ e
w⃗ durante a obtenção do sistema de equações (2.47)-(2.50), são tratados como
termos para as densidades de carga e corrente turbulentas. n(t, r⃗) J⃗mf (t, r⃗) são
dadas por

n(x⃗, t) = −∇2ϕ, (2.51)

J⃗mf (x⃗, t) = v⃗n+∇× [(v⃗ · w⃗) v⃗] + w⃗ ×∇
(
ϕ+ v2

)
+ 2

(
l⃗ · ∇

)
v⃗, (2.52)

onde

ϕ(x⃗, t) =
1
ρ
P +

1
2
v2, (2.53)

é a função energia de Bernoulli [59]. Pode-se notar que, desta forma, as fontes de
turbulência estão estritamente vinculadas à geometria do sistema sob análise, ou
seja, dependentes do perĄl por onde ocorre o escoamento [21].

É possível estabelecer uma Lagrangiana para a dinâmica metaĆuida partindo
da analogia do sistema de equações Tipo-Maxwell (2.47)-(2.50) com as equações
de Maxwell. Essa Lagrangiana foi obtida para um Ćuido viscoso em regime tur-
bulento descrito por equações Tipo-Maxwell em [30]. Assim sendo, da densidade
Lagrangiana dos campos livres para o eletromagnetismo

L =
1
2

(
♣E⃗♣2 − ♣B⃗♣2

)
, (2.54)
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estabelece-se a densidade Lagrangiana homogênea para um Ćuido viscoso incom-
pressível em regime turbulento

L =
1
2

(
♣⃗l♣2 − a2

0♣w⃗♣2
)
, (2.55)

onde a2
0 =< v2 > é a média espacial do quadrado da velocidade de escoamento. O

vetor de Lamb é obtido a partir da equação de Navier-Stokes sem a presença da
força de Lorentz através de

l⃗ = −∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗, (2.56)

e a vorticidade w⃗ é dada por
w⃗ = ∇× v⃗. (2.57)

Substituindo as eqs.(2.56) e (2.57) em (2.55), obtém-se

L =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗

)2

− 1
2
a2

0 (∇× v⃗)2 . (2.58)

Se calcularmos as equações de Euler-Lagrange em relação a ϕ e v⃗ para a Lagran-
giana (2.58), obtemos as seguintes equações

∇ ·
(
−∂tv⃗ −∇ϕ+ ν∇2v⃗

)
= 0→ ∇ · l⃗ = 0, (2.59)

e a outra equação

∂

∂t

(
−∂tv⃗ −∇ϕ+ ν∇2v⃗

)
= a2

0 (∇× w⃗)− ν∇2
(
−∂tv⃗ −∇ϕ+ ν∇2v⃗

)

∂l⃗

∂t
= a2

0∇× w⃗ − ν∇2 l⃗. (2.60)

As eqs.(2.59) e (2.60) são as equações homogêneas para o sistema de equações
(2.47)-(2.50). As outras duas equações são obtidas, uma através do divergente de
(2.57) e a outra por meio da aplicação do rotacional à eq.(2.56) [30].

Agora, para que possamos estabelecer a conexão entre a dinâmica metaĆuida
e a Magnetohidrodinâmica, propomos o acoplamento mínimo entre os campos do
Ćuido e eletromagnético [31], [61]:

l⃗ → l⃗ +
e

m
E⃗, (2.61)

é o acoplamento mínimo entre o vetor de Lamb l⃗ e o campo elétrico E⃗.

w⃗ → w⃗ +
e

m
B⃗, (2.62)

é o acoplamento mínimo entre a vorticidade e o campo magnético. A carga elétrica
é e, e m é a massa do portador de carga. O vetor de Lamb agora passa a ser

l⃗ = −∂v⃗
∂t
−∇Ω + k⃗ +

e

m
E⃗, (2.63)
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onde Ω = h+ 1
2v

2 é chamada energia total, h é a entalpia por unidade de massa. k⃗ =
T∇s+ 1

ρ∇σ̄ contém as contribuições devido ao caráter estatístico e à viscosidade,
respectivamente. T é a temperatura e s é a entropia por unidade de massa.

Substituindo (2.62) e (2.63) em (2.55), obtém-se

L =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇Ω + k⃗ +

e

m
E⃗

)2

− 1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

, (2.64)

onde foi considerado a2
0 = 1.

Os acoplamentos mínimos propostos em (2.61) e (2.62) podem ter suas valida-
des testadas da seguinte maneira: calculando o momento conjugado à velocidade
v⃗ para a Lagrangiana (2.64)

π⃗ =
∂L
∂ ˙⃗v

=
∂v⃗

∂t
+∇Ω− k⃗ − e

m
E⃗ = −l⃗. (2.65)

a equação (2.65) com o uso de l⃗ = w⃗ × v⃗ onde w⃗ =→ w⃗ + e
mB⃗ pode ser reescrita

da seguinte maneira

∂v⃗

∂t
+∇Ω− k⃗ − e

m
E⃗ = −

[(
w⃗ +

e

m
B⃗

)
× v⃗

]
. (2.66)

E usando que Ω = h+ 1
2v

2 e k⃗ = T∇s+ 1
ρ∇σ̄, temos

∂v⃗

∂t
+∇h+∇

(
1
2
v2
)
− T∇s− 1

ρ
∇σ̄ − e

m
E⃗ + (∇× v⃗)× v⃗ = v⃗ × e

m
B⃗. (2.67)

Usando a relação para a variação de entalpia h, ∇h = 1
ρ∇P + T∇s, a equação

(2.67) Ąca

∂v⃗

∂t
+ w⃗ × v⃗ = −∇

(
1
ρ
P +

1
2
v2
)

+ ν∇2v⃗ +
e

m

[
E⃗ + v⃗ × B⃗

]
. (2.68)

A equação (2.68) descreve a dinâmica de um Ćuido carregado submetido a força de
Lorentz, ou seja, através do acoplamento mínimo (2.61) e (2.62) é possível escrever
uma densidade Lagrangiana que incorpora a dinâmica metaĆuida para um Ćuido
carregado imerso em um campo eletromagnético externo.

Na aproximação para a MHD de um Ćuido incompressível, considerando a
eq.(2.22), pode-se reescrever a Lagrangiana (2.64) da seguinte maneira

LMHD =
1
2

[
−∂v⃗
∂t
−∇

(
1
ρ
P +

1
2
v2
)

+ ν∇2v⃗ − e

m
v⃗ × B⃗

]2

− 1
2

[
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

]2

.

(2.69)
A Lagrangiana (2.69) traz a extensão da Dinâmica MetaĆuida para a MHD. A
ligação que fundamenta essa extensão é a força de Lorentz que está presente na
equação de Navier-Stokes para cargas elétricas na presença de campos eletromag-
néticos. Vale lembrar que a densidade Lagrangiana (2.69) leva em conta a aproxi-
mação para um condutor ideal realizada na seção anterior.
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Para a Lagrangiana (2.64) (ou (2.69) usando a expressão para Ω), pode-se
escrever as seguintes equações de movimento para o campo eletromagnético

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tΩ)

)
+∇ ·

(
∂L

∂(∇Ω)

)
− ∂L
∂Ω

= 0, (2.70)

que resulta

∇ ·
[
∂v⃗

∂t
+∇Ω− k⃗ − e

m
E⃗

]
= 0. (2.71)

Lembrando que l⃗ = −∂v⃗
∂t −∇Ω + k⃗, a eq.(2.71) Ąca

∇ · E⃗ +
m

e
∇ · l⃗ = 0 → ∇ · ˜⃗E = 0, (2.72)

onde ˜⃗
E = E⃗ + e

m l⃗. Para a outra equação de movimento

∂

∂t

(
∂L

∂ (∂tv⃗)

)
+∇ ·

(
∂L

∂ (∇v⃗)

)
− ∂L
∂v⃗

= 0 (2.73)

substituindo (2.64)

∂

∂t

[
∂v⃗

∂t
+∇Ω− k⃗ − e

m
E⃗

]
− ∂

∂v⃗

[
−1

2

(
w⃗ +

e

m
B⃗

)2
]

= 0. (2.74)

O segundo termo do lado esquerdo da eq.(2.74) pode ser substituído por

∂

∂vl

[
1
2

(
εijk∂jvk +

e

m
Bi

)2
]

= εimn∂m
∂vn

∂vl

(
εijk∂jvk +

e

m
Bi

)

= εijl∂l

(
εijl∂jvl +

e

m
Bi

)
, (2.75)

ou seja,

∇× B⃗ − ∂E⃗

∂t
=
m

e
J⃗l, (2.76)

onde J⃗l = ∂l⃗
∂t +∇ × w⃗. O rótulo l em J⃗l serve para indicar que a equação (2.76)

é oriunda dos acoplamentos mínimos (2.61) e (2.62). As equações (2.72) e (2.76)
são as equações de Maxwell para a MHD com termos de fonte devido ao Ćuido.
As outras duas equações de Maxwell permanecem as mesmas, Lei de Faraday e
divergente de B⃗.

Decorrente da aproximação não-relativística para a MHD, a Lei de Ampère é

J⃗ = ρev⃗ =
1

4π
∇× B⃗, (2.77)

onde como antes, ρe é a densidade de carga elétrica. Substituindo (2.77) em (2.64)
e usando

− e

m
v⃗ × B⃗ =

e

m

(
B⃗ ×∇× B⃗

) 1
4πρe

=
1

4πρ

[
1
2
∇
(
B⃗ · B⃗

)
− B⃗ · ∇B⃗

]
, (2.78)
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pois e
m

1
4π e

V
= V

4πm = 1
4πρ , obtém-se

LMHD =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ · ∇B⃗
)2

− 1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

, (2.79)

com ϕ deĄnido da seguinte maneira

ϕ =
1
ρ
p+

1
2
v2 +

B2

8πρ
. (2.80)

O terceiro termo do lado direito da equação (2.80) (Advindo da força de Lorentz
presente na equação de Navier-Stokes escrita na aproximação para a MHD de um
Ćuido condutor ideal) tem o caráter de um termo de pressão devido ao campo
magnético e a densidade do Ćuido [Apêndice C].

A equação de Navier-Stokes para esta formulação pode ser obtida através do
momento conjugado à velocidade, ou seja,

π⃗ =
∂LMHD

∂ ˙⃗v
=
∂v⃗

∂t
+∇ϕ− ν∇2v⃗ − 1

4πρ
B⃗ · ∇B⃗ = −l⃗, (2.81)

onde l⃗ = w⃗ × v⃗ é o vetor de Lamb, pois a equação de Navier-Stokes (2.23) pode
ser escrita da seguinte maneira

∂v⃗

∂t
+ l⃗ = −∇

(
1
ρ
P +

1
2
v2 +

B2

8πρ

)
+

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ + ν∇2v⃗. (2.82)

Realizando a transformação de Legendre H = π⃗ · ˙⃗v − LMHD (ou seja, π⃗ e v⃗
formam um par canônico), pode-se obter a densidade Hamiltoniana H

H = π2 − π⃗ · ∇ϕ+ νπ⃗ · ∇2v⃗ +
1

4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗

− 1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗

)2

+
1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

=
1
2
π2 − π⃗ · ∇ϕ+ νπ⃗ · ∇2v⃗ +

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ +

1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

.

(2.83)

Podemos obter de (2.83) as equações de movimento usando os parênteses de
Poisson. Os parênteses de Poisson para os campos básico vi(t, x⃗) e πj(t, x⃗) são

{
vi(x⃗, t), πj(y⃗, t)

}
=

∫
d3x′

3∑

k=1

{
δvi(x⃗, t)
δvk(x⃗′, t)

δπj(y⃗, t)
δπk(x⃗′, t)

− δvi(x⃗, t)
δπk(x⃗′, t)

δπj(y⃗, t)
δvk(x⃗′, t)

}

=
∫
d3x′

3∑

k=1

δi
kδ

(3)(x⃗− x⃗′)δj
kδ

(3)(y⃗ − x⃗′) = δj
i δ

(3)(x⃗− y⃗).

(2.84)
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Ou seja,
{
vi(x⃗, t), πj(y⃗, t)

}
= −

{
πj(x⃗, t), vi(y⃗, t)

}
= δj

i δ
(3)(x⃗− y⃗), (2.85)

¶vi(x⃗, t), vj(y⃗, t)♢ = ¶πi(x⃗, t), πj(y⃗, t)♢ = 0. (2.86)

Nas eqs.(2.84)-(2.86) os campos vi(t, x⃗) e πj(t, x⃗) são dados pelos funcionais

vi(x⃗, t) =
∫
d3x′δ(3)(x⃗− x⃗′)vi(x⃗′, t) (2.87)

e
πj(x⃗, t) =

∫
d3x′δ(3)(x⃗− x⃗′)πj(x⃗′, t). (2.88)

A partir da densidade Hamiltoniana (2.83) e das relações (2.85) e (2.86) obtém-se
a equação dinâmica para a velocidade

˙⃗v(x⃗) = ¶v⃗(x⃗), H(y⃗)♢ =
∫
d3y

∫
d3y′


δv⃗(x⃗)
δv⃗(y⃗ ′)

δH(y⃗)
δπ⃗(y⃗ ′)

− δv⃗(x⃗)
δπ⃗(y⃗ ′)

δH(y⃗)
δv⃗(y⃗ ′)



=
∫
d3yd3y′


δ(x⃗− y⃗ ′)

[
π⃗(y⃗)δ(y⃗ − y⃗ ′)−∇ϕ(y⃗)δ(y⃗ − y⃗ ′)

+ ν∇2v⃗(y⃗)δ(y⃗ − y⃗ ′) +
1

4πρ
(B⃗(y⃗) · ∇y)B⃗(y⃗)δ(y⃗ − y⃗ ′)

]
.

(2.89)

Resultando, portanto em

˙⃗v(x⃗) = π⃗(x⃗)−∇ϕ(x⃗) + ν∇2v⃗(x⃗) +
1

4πρ
(B⃗ · ∇)B⃗(x⃗), (2.90)

ou

π⃗ =
∂v⃗

∂t
+∇ϕ− ν∇2v⃗ − 1

4πρ
(B⃗ · ∇)B⃗ = −l⃗, (2.91)

que é a equação de Navier-Stokes (2.81). O resultado (2.91) reaĄrma a escolha de
(2.85) e (2.86).

A equação para a dinâmica de π⃗, momento conjugado à velocidade, é

π̇i(x⃗) = ¶πi(x⃗), H(y⃗)♢ =
∫
d3y ¶πi(x⃗),H(y⃗)♢

=
∫
d3y

∫
d3y′


δπi(x⃗)
δvk(y⃗ ′)

δH(y⃗)
δπk(y⃗ ′)

− δπi(x⃗)
δπk(y⃗ ′)

δH(y⃗)
δvk(y⃗ ′)



=
∫
d3y

∫
d3y′

{
−δikδ(x⃗− y⃗ ′)

[
δνπj(y⃗)∇2

yvj(y⃗)

δvk(y⃗ ′)
+

1
2
δ
(
εjlm∂lvm(y⃗) + e

mBj
)2

δvk(y⃗ ′)

]}

=
∫
d3y

∫
d3y′¶−δikδ(x⃗− y⃗ ′)[νπj(y⃗)∇2

yδjkδ(y⃗ − y⃗ ′)

+ εjlm∂
y
l δmkδ(y⃗ − y⃗′)(εjlm∂

y
l vm +

e

m
Bj)]♢

=
∫
d3y


−δijνπj∇2

yδ(x⃗− y⃗)− εjlm∂
y
l δimδ(x⃗− y⃗)

(
εjlm∂

y
l vm +

e

m
Bj

)

= −ν∇2
xπi − εjli∂

x
l

(
εjlk∂

x
l vk +

e

m
Bj

)
. (2.92)
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Em forma vetorial

˙⃗π = −ν∇2π⃗ +∇× w⃗ +
e

m
∇× B⃗. (2.93)

Note a dependência de ˙⃗π em termos do campo magnético B⃗ e da vorticidade w⃗
por meio do acoplamento mínimo (2.62).

2.4 Comportamento Ondulatório em MHD

O estudo do comportamento ondulatório dos campos que descrevem a Magnetohi-
drodinâmica, é de grande relevância devido à ocorrência de ondas, que só podem
ser observadas em um Ćuido eletricamente condutor na presença de campos mag-
néticos. Essas ondas devem-se essencialmente ao termo de tensão magnética

B2

4πρ
1
r
, (2.94)

onde B é o módulo do campo magnético e ρ é a densidade de massa. Como
mostrado na [Apêndice C], o termo (2.94) (Devido a força de Lorentz) age de
modo a tornar as linhas de campo magnético retas (Raio de curvatura inĄnito),
se opondo a qualquer curvatura imposta às linhas de campo magnético através
do Ćuxo descrito pelo campo de velocidade v⃗(t, r⃗). Este movimento transversal
das linhas de campo magnético devido a velocidade de escoamento do Ćuido causa
oscilações, e a essas é dado o nome de ondas de Alfvén [57].

As oscilações em um Ćuido eletricamente condutor podem ser divididas em
duas partes. A primeira, na qual são válidas para a interação do Ćuido com cam-
pos eletromagnéticos de baixa-frequência (w < 20MHz [62], por exemplo). E a
segunda, de oscilações em Plasmas, caracterizadas pela interação do Ćuido com
campos eletromagnéticos de alta-frequência (w > 20MHz). A segunda, gera sepa-
ração de cargas elétricas e dos íons no Ćuido carregado, ocasionando variação na
densidade de carga elétrica (Entre elétrons e íons), e por consequência, na densi-
dade de corrente. Essa separação é contrabalanceada por forças eletrostáticas de
alta-intensidade que tentam restaurar a conĄguração inicial das cargas, gerando
assim oscilações dos portadores de cargas, porém não do meio ao qual compõem.
A essas oscilações dá-se o nome oscilações em Plasma [57], [62]. Para baixas-
frequências ocorrem oscilações do próprio meio (oscilações do próprio Ćuido), a
essas dá-se o nome Ondas em Magnetohidrodinâmica [57]. Esses comportamen-
tos distintos dependentes dos valores de frequência w do campo eletromagnético
externo são provenientes de suas relações com a frequência de colisões dos porta-
dores de cargas, que além de imersos no campo eletromagnético, experimentam
uma força (força de arraste da forma warmv⃗, war é a frequência de colisões) que
se opõem ao seu movimento [57].
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Uma importante análise a ser feita sobre as linhas de campo magnético per-
tencentes ao Ćuido carregado, concerne à equação de indução do campo magnético
(2.20), ou seja,

∂B⃗

∂t
= − c2

4πσ
∇×

(
∇× B⃗

)
+∇×

(
v⃗ × B⃗

)
. (2.95)

Como já mencionado, a equação (2.95) é responsável pela descrição do transporte,
ou difusão das linhas de campo magnético pelo Ćuido. Iniciemos nossa análise pelo
fenômeno de transporte das linhas de campo magnético pelo Ćuido: suponhamos
que uma superfície γ mova-se junto ao Ćuido, ou seja, uma superfície material. O
Ćuxo de campo magnético através desta superfície é dado pela integral dupla

Φ =
∫∫

γ

B⃗ · dn⃗, (2.96)

onde dn⃗ é o elemento de área orientada da superfície γ. Para que possamos calcular
a variação do Ćuxo magnético, façamos: sejaγ a superfície no instante t e γ′ a
superfície em um instante de tempo posterior t+dt, devido ao movimento do Ćuido.
A superfície γ movimenta-se com velocidade v⃗(t, x⃗), de modo que no instante t+dt
é formado um volume fechado cujas "tampas"são γ, γ′ e com área lateral S com
elemento de área d⃗l× v⃗dt. d⃗l é o elemento de linha do contorno de γ. Das equações
de Maxwell sabemos que para um volume qualquer V , vale a igualdade

∫∫∫

V

(
∇ · B⃗

)
dV = 0. (2.97)

Sendo V o volume delimitado pelas superfícies γ, γ′ e S temos para o instante
t+ dt
∫∫∫

V

∇·B⃗dV = −
∫∫

γ

B⃗(t+dt)·dn⃗γ+
∫∫

γ′

B⃗(t+dt)·dn⃗γ′+
∫∫

S

B⃗(t+dt)·(d⃗l×v⃗dt) = 0.

(2.98)
O sinal negativo na primeira integral do lado direito de (2.98) é devido aos vetores
normais apontarem sempre para fora do volume. A variação do Ćuxo magnético é
dada por

dΦ =
∫∫

γ′

B⃗(t+ dt) · dn⃗γ′ −
∫∫

γ

B⃗(t) · dn⃗γ . (2.99)

Substituindo (2.98) em (2.99), obtém-se

dΦ =
∫∫

γ

B⃗(t+ dt) · dn⃗γ −
∫∫

γ

B⃗(t) · dn⃗γ −
∫∫

S

B⃗(t+ dt) · (d⃗l × v⃗dt)

=
∫∫

γ

[
B⃗(t+ dt) · dn⃗γ − B⃗(t) · dn⃗γ

]
−
∫∫

S

B⃗(t+ dt) · (d⃗l × v⃗dt).

(2.100)
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Para dt → 0, o integrando do primeiro termo do lado direito de (2.100) pode ser
reescrito da seguinte maneira

dΦ =
∫∫

γ

[
∂B⃗

∂t
· dn⃗γ

]
dt−

∮

∂γ

[
B⃗(t+ dt) · (d⃗l × v⃗)

]
dt. (2.101)

A segunda integral do lado direito de (2.101) é uma integral de linha cujo domínio
de integração é o contorno da superfície γ (∂γ). Em primeira ordem em dt, o
argumento do campo magnético na integral de linha pode ser trocado por B⃗(t).
Assim a equação (2.101) pode ser reescrita da seguinte maneira

dΦ
dt

=
∫∫

γ

∂B⃗

∂t
· dn⃗γ −

∮

∂γ

B⃗ ·
(
d⃗l × v⃗

)
. (2.102)

Aplicando permutação cíclica ao produto misto e o teorema de Stokes à segunda
integral, Ąca

dΦ
dt

=
∫∫

γ

[
∂B⃗

∂t
−∇×

(
v⃗ × B⃗

)]
· dn⃗γ = 0. (2.103)

A última igualdade é possível devido a equação de indução para um Ćuido condutor
ideal,

∂B⃗

∂t
−∇×

(
v⃗ × B⃗

)
= 0. (2.104)

A equação (2.103) prova que para um Ćuido condutor ideal, as linhas de campo
magnético estão Ąxadas no Ćuido de modo a acompanharem o escoamento, ou
seja, o Ćuxo magnético através de uma superfície que move-se junto ao Ćuido não
muda com o passar do tempo. O resultado (2.103) é conhecido como teorema de
Alfvén para um Ćuido condutor perfeito [63]. Agora, para o fenômeno de difusão
das linhas de campo magnético ao longo do Ćuido. Uma importante quantidade
adimensional usada para distinguir, por meio da equação de indução (2.95), se o
campo magnético encontra-se em um regime de transporte onde está "congelado"no
Ćuido, ou se está em um regime de difusão, é o número de Reynolds magnético
RM dado por

RM =
4πσ
c2

V

L
, (2.105)

onde c é a velocidade da luz, σ é a condutividade elétrica, V a velocidade caracte-
rística para o sistema e L o comprimento típico para o sistema. Para RM >> 1, o
campo magnético encontra-se em regime de transporte, por exemplo. Esse regime
pode se alcançado para uma condutividade muito grande, ou para um tempo de
observação do sistema muito menor que o tempo de difusão das linhas de campo
magnético. O tempo de difusão do campo magnético pelo Ćuido é dado por [57]

τ =
4πσL2

c2
. (2.106)
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O tempo de difusão τ é obtido considerando o regime no qual processos difu-
sivos são dominantes, ou seja, quando a condutividade do meio é pequena e/ou
a velocidade de escoamento é muito pequena de modo a não inĆuenciar o campo
magnético B⃗. Este regime é caracterizado por RM << 1. Quando a velocidade
v⃗(t, x⃗) é nula, a equação (2.95) pode ser reescrita da seguinte maneira

∂B⃗

∂t
=

c2

4πσ
∇2B⃗. (2.107)

A equação (2.107) descreve a difusão do campo magnético através do meio eletri-
camente condutor. Dessa equação é possível obter o tempo de difusão τ [57]. O
signiĄcado físico de (2.107) pode ser entendido através da analogia com a equação
de difusão de calor

∂T (t, x⃗)
∂t

= α∇2T (t, x⃗). (2.108)

Ou seja, assim como para a temperatura o campo magnético deve se difundir
através do meio partindo de um valor inicial B0 em um instante de tempo t0.
Na equação (2.108) T (t, x⃗) é a distribuição de temperatura no meio e α é uma
constante de proporcionalidade chamada coeĄciente de difusividade térmica e tem
dimensão de

(
m2

s

)
.

O estudo do comportamento ondulatório em MHD é realizado para RM >> 1,
ou seja, as linhas de campo magnético encontram-se movendo Ąxas ao Ćuido.

2.4.1 Relação de Dispersão em MHD

Após a descrição apresentada acima sobre a natureza do Ćuido condutor carregado
e o campo magnético que o permeia, analisemos as relações de dispersão associadas
às ondas em MHD. Para que se possa obter as relações e dispersão, faz-se necessário
um longo trabalho algébrico com as equações de onda. Por isso, a Ąm de simpliĄcar
tal trabalho, ao invés de partir das equações de Euler-Lagrange para a Lagrangiana
homogênea

LMHD =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇Φ + ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ · ∇B⃗
)2

− 1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

, (2.109)

onde3Φ = 1
ρP + 1

2v
2 + B2

8πρ , deĄnimos a Lagrangiana de interação responsável por
conter os termos de fonte turbulentas, ou seja, densidade de carga e densidade de
corrente turbulentas. A seguinte Lagrangiana de interação é deĄnida como sendo
[30]

Lint = J⃗mf · v⃗ − nϕ− νv⃗ · ∇n, (2.110)

3Usaremos nesta seção Φ para a expressão contendo o termo de pressão magnética e ϕ
setá reservado para a função energia de Bernoulli. No próximo capítulo, ϕ voltará a ser
como em (2.80), será indicado quando ocorrer essa troca.
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onde J⃗mf (equação (2.52)) é densidade de corrente e n (equação (2.51)) a densidade
de carga turbulenta. ν é a viscosidade cinemática e ϕ = 1

ρP+ 1
2v

2 é a função energia
de Bernoulli [64]. A nova Lagrangiana será dada por L = LMHD + Lint, ou seja,

L =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇Φ + ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ · ∇B⃗
)2

− 1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

+ J⃗mf · v⃗ − nϕ− νv⃗ · ∇n. (2.111)

Na ausência do campo eletromagnético a Lagrangiana (2.111), quando obtidas as
equações de Euler-Lagrange para os campos ϕ e v⃗, reproduz as equações (2.49) e
(2.50) que são as equações Tipo-Maxwell da dinâmica metaĆuida com os termos
de fonte [30].

Reescrevendo a Lagrangiana (2.111) como

L =
1
2

(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ ×
(
∇× B⃗

))2

− 1
2
a2

0

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

+ J⃗mf · v⃗ − nϕ− νv⃗ · ∇n, (2.112)

onde é possível manter somente ϕ = 1
ρP + 1

2v
2 em toda a expressão (2.112) e a2

0 foi
recuperada por análise dimensional, pois será vantajoso manter nos cálculos para
as relações de dispersão. Para a obtenção de (2.112) foi usado

e

m
E⃗ =

1
4πρe

e

m
B⃗ ×

(
∇× B⃗

)
=

1
4π

V

e

e

m
B⃗ ×

(
∇× B⃗

)
=

1
4πρ

B⃗ ×
(
∇× B⃗

)
,

(2.113)
na expressão (2.69), onde V é uma medida de volume.

Para a obtenção da equação de movimento, aplicamos a equação de Euler-
Lagrange

∂

∂t

(
∂L

∂(∂tvl)

)
+ ∂p

(
∂L

∂(∂pvl)

)
− ∂2

(
∂L

∂(∂2vl)

)
− ∂L
∂vl

= 0. (2.114)

Através da Lagrangiana (2.112), obtém-se a seguinte equação

∂

∂t
(−l̃l)− a2

0εipl∂p

(
εijk∂jvk +

e

m
Bi

)
− ν∂2(l̃l)− J(mf)l + ν∂ln = 0, (2.115)

onde

l̃i = −∂tvi − ∂iϕ+ ν∂2vi +
1

4πρ
εijkBjεkmn∂mBn. (2.116)

Em notação vetorial, (2.115) Ąca

∂

∂t
˜⃗
l = a2

0∇× ( ˜⃗w)− ν∇2˜⃗
l − J⃗mf + ν∇n, (2.117)
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que é a equação (2.76) com os termos de fonte e ˜⃗w = ∇ × v⃗ + e
mB⃗. Para que

possamos encontrar as relações de dispersão, explicitemos ˜⃗
l em (2.117)

∂

∂t

(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ ×
(
∇× B⃗

))
= a2

0∇×
(
w⃗ +

e

m
B⃗

)
− J⃗mf + ν∇n

− ν∇2
(
−∂v⃗
∂t
−∇ϕ+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

B⃗ ×
(
∇× B⃗

))
. (2.118)

SimpliĄcando,

− ∂2v⃗

∂t2
−∇∂ϕ

∂t
+
✚
✚
✚✚ν∇2∂v⃗

∂t
+

1
4πρ

∂

∂t

[
B⃗ ×

(
∇× B⃗

)]
= a2

0∇× (∇× v⃗) + a2
0

e

m
∇× B⃗

− J⃗mf +✘✘✘ν∇n+
✚
✚

✚✚ν∇2∂v⃗

∂t
+✘✘✘✘✘
ν∇2 (∇ϕ)− ν2∇4v⃗ − ν

4πρ
∇2
(
B⃗ ×

(
∇× B⃗

))
. (2.119)

Usando a identidade ∇× (∇× v⃗) = ∇(∇ · v⃗)−∇2v⃗, temos

∂2v⃗

∂t2
+∇∂ϕ

∂t
− 1

4πρ
∂

∂t

[
B⃗ ×

(
∇× B⃗

)]
− a2

0∇2v⃗ + a2
0

e

m
∇× B⃗ − J⃗mf − ν2∇4v⃗

− ν

4πρ
∇2
(
B⃗ ×

(
∇× B⃗

))
= 0. (2.120)

Decompondo J⃗mf (decomposição de Helmholtz) em uma componente J⃗(mf)∥ (lon-
gitudinal) e uma componente J⃗mf⊥ (solenoidal), isto é J⃗mf = J⃗mf∥ + J⃗mf⊥, onde

J⃗mf∥ = ∇
(

∂ϕ
∂t

)
, a equação (2.120) escreve-se

∂2v⃗

∂t2
− 1

4πρ
∂

∂t

[
B⃗ ×

(
∇× B⃗

)]
− a2

0∇2v⃗ + a2
0

e

m
∇× B⃗ − ν2∇4v⃗

− ν

4πρ
∇2
(
B⃗ ×

(
∇× B⃗

))
= J⃗mf⊥.

(2.121)

A partir de agora, consideremos o caso homogêneo, ou seja, sem termos de fonte.
Considerando que o sistema encontrasse em um estado de equilíbrio estacionário,
onde B⃗0 é um campo uniforme e constante, e v⃗0 (velocidade do estado estacionário)
é nula. A partir disso, suponhamos que ocorram pequenas variações dessas quan-
tidades representadas por B⃗1 e v⃗1, de modo que estes campos sejam representados
por

B⃗ = B⃗0 + B⃗1(x⃗, t), (2.122)

v⃗ = v⃗1(x⃗, t). (2.123)

Com o objetivo de que a eq.(2.121) seja linearizada nas quantidades com índice 1, os
termos de segunda ordem, ou maior, quantidades serão descartados. Substituindo
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(2.122) e (2.123) em (2.121), resulta

∂2v⃗1

∂t2
− 1

4πρ
∂

∂t

[
B⃗0 ×

(
∇× B⃗1

)]
− a2

0∇2v⃗1 + a2
0

e

m
∇× B⃗1 − ν2∇4v⃗1

− ν

4πρ
∇2
(
B⃗0 ×

(
∇× B⃗1

))
= 0. (2.124)

Para o segundo termo de (2.124), usando a equação de indução para a MHD ideal

∂B⃗

∂t
= ∇×

(
v⃗ × B⃗

)
, (2.125)

Ąca

∂

∂t

(
B⃗0 ×

(
∇× B⃗1

))
= B⃗0 ×

(
∇× ∂B⃗1

∂t

)
= B⃗0 ×

[
∇×

(
∇×

(
v⃗1 × B⃗0

))]
.

(2.126)
Assim, temos para a eq.(2.124)

∂2v⃗1

∂t2
− a2

0∇2v⃗1 + a2
0

e

m
∇× B⃗1 − ν2∇4v⃗1 − 1

4πρ
B⃗0 ×

[
∇×

(
∇×

(
v⃗1 × B⃗0

))]

− ν

4πρ
∇2
(
B⃗0 ×

(
∇× B⃗1

))
= 0.

(2.127)

Considerando as soluções em ondas planas para v⃗1(x⃗, t) e B⃗1(x⃗, t)

v⃗1(x⃗, t) = v⃗1e
ik⃗·x⃗−iwt, (2.128)

B⃗1(x⃗, t) = B⃗1e
ik⃗·x⃗−iwt. (2.129)

Substituindo na equação (2.127), obtém-se

−w2v⃗1 + a2
0k

2v⃗1 + a2
0

e

m
ik⃗ × B⃗1 − ν2k4v⃗1 +

1
4πρ

B⃗0 ×
[
k⃗ ×

(
k⃗ ×

(
v⃗1 × B⃗0

))]

+
ν

4πρ
ik2

(
B⃗0 ×

(
k⃗ × B⃗1

))
= 0.

(2.130)

Aplicando à equação de indução as relações (2.122) e (2.123), obtém-se

−wB⃗1 = k⃗ ×
(
v⃗1 × B⃗0

)
+ k⃗ ×

(
v⃗1 × B⃗1

)
, (2.131)

mantendo somente os termos de primeira ordem nas perturbações, (2.131) resulta
em

B⃗1 = − 1
w
k⃗ ×

(
v⃗1 × B⃗0

)
. (2.132)
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Com a equação (2.132), podemos escrever o terceiro e o sexto termo de (2.130) da
seguinte maneira

k⃗ × B⃗1 = − 1
w
k⃗ × k⃗ ×

(
v⃗1 × B⃗0

)
, (2.133)

em notação indicial, os produtos vetoriais do lado direito de (2.133) Ącam

εijkkj

[
εklmkl

(
εmnpv(1)nB(0)p

)]
= εijkkj

[
εmklε

mnpklv(1)nB(0)p

]

= εijkkj

[(
δn

k δ
p
l − δ

p
kδ

n
l

)
klv(1)nB(0)p

]

= εijkkj

[
klv(1)kB(0)l − klv(1)lB(0)k

]
.

= εijkkj

[(
klB(0)l

)
v(1)k −

(
klv(1)l

)
B(0)k

]
.

(2.134)

Em forma vetorial, pode-se escrever

k⃗ × B⃗1 = − 1
w

[(
k⃗ · B⃗0

(
k⃗ × v⃗1

))
−
(
k⃗ · v⃗1

(
k⃗ × B⃗0

))]
, (2.135)

e para o produto vetorial duplo

B⃗0 × k⃗ × B⃗1 = − 1
w
B⃗0 × k⃗ × k⃗ × v⃗1 × B⃗0. (2.136)

Vemos que o sexto termo em (2.130), após a uso de (2.132) é proporcional ao
quinto termo em (2.130). Assim temos

w2v⃗1 − a2
0k

2v⃗1 + ν2k4v⃗1 +
ia2

0e

wm

[(
k⃗ · B⃗0

) (
k⃗ × v⃗1

)
−
(
k⃗ · v⃗1

) (
k⃗ × B⃗0

)]

+
1

4πρ

(
1− iνk2

w

)[(
k⃗ · B⃗0

) (
B⃗0 · v⃗1

)
k⃗ −

(
k⃗ · B⃗0

) (
k⃗ · B⃗0

)
v⃗1 −

(
k⃗ · v⃗1

)
B2

0 k⃗

+
(
B⃗0 · k⃗

) (
k⃗ · v⃗1

)
B⃗0

]
= 0. (2.137)

A Ąm de extrair informações relacionadas às relações de dispersão da equação
(2.137), analisemos por partes. Primeiro caso, quando k⃗ ⊥ B⃗0, ou seja, k⃗ · B⃗0 = 0.
Da equação (2.137), aplicando k⃗ ⊥ B⃗0, obtêm-se

w2v⃗1 − a2
0k

2v⃗1 + ν2k4v⃗1 −
ia2

0e

wm

(
k⃗ · v⃗1

)
k⃗ × B⃗0 −

1
4πρ

(
1− iνk2

w

)(
k⃗ · v⃗1B

2
0 k⃗
)

= 0.

(2.138)

Tomemos, sem perda de generalidade, os seguintes vetores em termos da base
ortonormal ¶êx, êy, êz♢

B⃗0 = B0êz, (2.139)

v⃗a = vaêz, (2.140)
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onde v⃗a é a velocidade de Alfvén [57], dada pela expressão

v⃗a =
B⃗0√
4πρ

. (2.141)

E por Ąm
k⃗ = kxêx + kz êz (2.142)

e
v⃗1 = v1xêx + v1y êy + v1z êz. (2.143)

Substituindo (2.139), (2.140), (2.142) e (2.143) em (2.138), resulta a seguinte equa-
ção

w̃2v⃗1 +
ia2

0e

wm
(kxv1x + kzv1z) kxB0êy −

1
4πρ

(
1− iνk2

w

)
(kxv1x + kzv1z)B2

0 k⃗ = 0.

(2.144)

Onde w̃2 = w2 − a2
0k

2 + ν2k4. Separando as componentes da equação (2.144),
temos para a direção êx

w̃2v1x −A (kxv1x + kzv1z)B2
0k + x = 0,(

w̃2 − k2
xB

2
0A
)
v1x − kxkzAB

2
0v1z = 0, (2.145)

onde A = 1
4πρ

(
1− iνk2

w

)
. Para a componente na direção êy

w̃2v1y +D (kxv1x + kzv1z) kxB0 = 0,

k2B0Dv1x + w̃2v1y + kxkzB0Dv1z = 0, (2.146)

com D = ia2
0e

wm . Finalmente para a componente na direção êz

w̃2v1z −A (kxv1x + kzv1z)B2
0kz = 0,

−AB2
0kzkxv1x +

(
w̃2 −Ak2

zB
2
0

)
v1z = 0. (2.147)

As três componentes podem ser organizadas através do produtor de matrizes


w̃2 − k2

xB
2
0A 0 −AkxkzB

2
0

Dk2
xB0 w̃2 DkxkzB0

−AB2
0kxkz 0

(
w̃2 −Ak2

zB
2
0

)






v1x

v1y

v1z


 = 0. (2.148)

O sistema representado pelo produto de matrizes (2.148) admite uma solução não-
trivial, se o determinante da matriz 3× 3 for igual a zero. Desse modo, escreve-se
a equação característica

(
w̃2 − k2

xB
2
0A
)
w̃2
(
w̃2 −Ak2

zB
2
0

)
−A2k2

xk
2
zw̃

2 = 0. (2.149)
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Mas, como k⃗ ⊥ B0êz, então kx ̸= 0 e kz = 0. Logo a equação (2.149) resulta em

w̃4
(
w̃2 −Ak2

xB
2
0

)
= 0. (2.150)

Analisando a equação (2.150), pode-se extrair as seguintes relações de dispersão.
De w̃4 = 0, obtém-se

w2 − a2
0k

2
x + ν2k4

x = 0,

w = ±kx

√
a2

0 + ν2k2
x. (2.151)

Ou seja, a relação de dispersão é

w(kx) = ±a0kx

√

1− ν2k2
x

a2
0

. (2.152)

A relação de dispersão (2.152) é o mesmo resultado obtido por H. Marmanis [21]
e é independente do campo magnético.

De
(
w̃2 −Ak2

xB
2
0

)
= 0 pode-se extrair

w2 − a2
0k

2
x + ν2k4

x −Ak2
xB

2
0 = 0, (2.153)

ou

w2 = a2
0k

2
x − ν2k4

x +
1

4πρ

(
1− iνk2

x

w

)
k2

xB
2
0 . (2.154)

Usando a velocidade de Alfvén

v⃗a =
B⃗0√
4πρ

→ v2
a =

B2
0

4πρ
(2.155)

pode-se reescrever a equação (2.154)

w2 = a2
0k

2
x − ν2k4

x +

(
1− iνk2

x

w

)
k2

xv
2
a. (2.156)

Considerando o caso em que a viscosidade é muito pequena, ν → 0, temos da
equação (2.156)

w2 = a2
0k

2
x + k2

xv
2
a. (2.157)

Resultando na velocidade de fase

w

kx
=
√
a2

0 + v2
a. (2.158)

Voltando na equação (2.156),

w2 =
(
a2

0 + v2
a

)
k2

x − ν2k4
x −

iνk2
x

w
k2

xv
2
a (2.159)
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e da equação (2.158), ou seja considerando ainda ν muito pequeno mas não des-
prezível, podemos reescrever k2

x em termos de k2 já que k2
z = 0, ou seja,

k2
x = k2 =

w2

a2
0 + v2

a

. (2.160)

Substituindo (2.160) nos dois últimos termos de (2.159), w2 será aproximadamente

w2 ≈
(
a2

0 + v2
a

)
k2 − ν2 w2

(a2
0 + v2

a)
w2

(a2
0 + v2

a)
− iν

✚✚w

w✁2

(a2
0 + v2

a)
w2

(a2
0 + v2

a)
v2

a. (2.161)

Como ν é muito pequeno, vamos descartar o termo com ν2

(
a2

0 + v2
a

)
k2 ≈ w2 + i

νw3

(a2
0 + v2

a)2
v2

a

≈ w2
(

1 + i
νw

(a2
0 + v2

a)2
v2

a

)
. (2.162)

Explicitando o vetor de onda

k ≈ w√
a2

0 + v2
a

(
1 + i

νv2
a

(a2
0 + v2

a)2
w

) 1
2

. (2.163)

Fazendo a expansão em série de potências para o termo contendo ν, já que iνv2
aw

(a2
0+v2

a)2 <<

1, obtém-se

k ≈ w√
a2

0 + v2
a

+ iw2

(
νv2

a

2(a2
0 + v2

a)
5
2

)
. (2.164)

Podemos ver que a atenuação na amplitude da onda cresce rapidamente com a
frequência w, porém também decresce com o aumento do campo B⃗0, já que o
último termo em (2.164) é proporcional a

∼ iw
2

v3
a

, (2.165)

representando uma rápida diminuição na amplitude da onda.
Segundo caso, k⃗ ∥ v⃗a, com v⃗a = vaêz, k⃗ = kz êz e k⃗ × B⃗0 = 0. Da equação

(2.137), obtêm-se

w2v⃗1 − a2
0k

2v⃗1 + ν2k4v⃗1 +
ia2

0e

wm
kB0

(
k⃗ × v⃗1

)
+

1
4πρ

(
1− iνk2

w

)[
kB0

(
B⃗0 · v⃗1

)
k⃗

− k2B2
0 v⃗1 −

(
k⃗ · v⃗1

)
B2

0 k⃗ +B0k
(
k⃗ · v⃗1

)
B⃗0

]
= 0. (2.166)
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Como k⃗ ∥ B⃗0, então k⃗ = k
B0
B⃗0. Tendo k⃗ e B⃗0 o mesmo sentido. Substituindo nos

2 últimos termos da equação (2.166)

w2v⃗1 − a2
0k

2v⃗1 + ν2k4v⃗1 +
ia2

0e

wm
k✚✚B0

k

✚✚B0

(
B⃗0 × v⃗1

)
+

1
4πρ

(
1− iνk2

w

)[
k✚✚B0

(
B⃗0 · v⃗1

) k

✚✚B0
B⃗0

− k2B2
0 v⃗1 −

(
B⃗0 · v⃗1

)
✚✚B0

k2

�
�B2
0

B⃗0 +✚✚B0
k2

✚✚B0

(
B⃗0 · v⃗1

)
B⃗0

]
= 0. (2.167)

Melhorando a expressão anterior, Ąca

(
w2 − a2

0k
2 + ν2k4

)
v⃗1 +

ia2
0e

wm
k2
(
B⃗0 × v⃗1

)
+

1
4πρ

(
1− iνk2

w

)[

✘✘✘✘✘✘✘✘
k2
(
B⃗0 · v⃗1

)
B⃗0 − k2B2

0 v⃗1

−
✘✘✘✘✘✘✘✘
k2
(
B⃗0 · v⃗1

)
B⃗0 + k2

(
B⃗0 · v⃗1

)
B⃗0

]
= 0. (2.168)

Da expressão para a velocidade de Alfvén B2
0 = 4πρv2

a, a equação anterior passa a
ser escrita como

(
w2 − a2

0k
2 + ν2k4

)
v⃗1 + i

a2
0e

wm

√
4πρ (v⃗a × v⃗1) +

(
1− iνk2

w

)
k2
[

(v⃗a · v⃗1) v⃗a − v2
av⃗1

]
= 0.

(2.169)

Se além de k⃗ ∥ v⃗a(B⃗0), considerarmos v⃗1 ∥ k⃗, ou seja, v⃗1 ∥ v⃗a, temos v⃗a × v⃗1 = 0
de modo que a equação anterior, (2.169), torna-se
[
w2 − a2

0k
2 + ν2k4 −

(
1− iνk2

w

)
k2v2

a

]
v⃗1 +

(
1− iνk2

w

)
k2v2

av⃗1 = 0. (2.170)

Resultando na velocidade de fase já obtida antes, (2.152)

w2 =
(
a2

0 + ν2k2
)
k2, (2.171)

para v⃗a = va
v⃗1
v1

, ou seja, v⃗a e v⃗1 com mesmo sentido.
Sumarizando os resultados obtidos até aqui: para o primeiro caso considerado

k⃗ ⊥ B⃗0 foi obtido a relação de dispersão

w(kx) = ±a0kx

√

1− ν2k2
x

a2
0

. (2.172)

A relação de dispersão (2.172) mostra que w(kx) depende de maneira não-linear
em kx. EspeciĄcamente, a presença de ν introduz uma dependência não-linear em
w(kx), logo o meio de propagação da onda além de dissipativo, é também disper-
sivo. Pois ondas com diferentes valores de kx propagam com diferentes velocidades
[58] [57].
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Quando calculado o limite ν → 0 em (2.156) foi obtido a relação

w

kx
=
√
a2

0 + v2
a. (2.173)

A equação (2.173) mostra que para esse caso, k⃗ ⊥ B⃗0 e ν → 0, a velocidade de
propagação da onda depende de a2

0 e v2
a. a2

0 =< v2 > é a média quadrática espacial
da velocidade e pode ser considerada aproximadamente constante para o regime
de turbulência completamente desenvolvida, ou seja, Ćuxos com altos números de
Reynolds [21]. A expressão (2.173) é semelhante a velocidade de fase da onda
para um Ćuido incompressível ideal submetido a perturbações adiabáticas (cuja
entropia do estado estacionário é a mesma para o estado perturbado) dada por

w

kx
=
√
s2 + v2

a. (2.174)

Onde s2 =
(

∂P
∂ρ

)
é a velocidade do som à entropia constante. Essa ondas são

chamadas de magnetosônicas [57].
O terceiro resultado obtido trata a viscosidade ν muito pequena, porém não-

desprezível. De modo que

k ≈ w√
a2

0 + v2
a

+ iw2

(
νv2

a

2(a2
0 + v2

a)5/2

)
. (2.175)

Como mencionado, a atenuação na amplitude da onda cresce rapidamente com a
frequência w, e também é atenuada pelo aumento do módulo de B⃗0. Além disso,
se a viscosidade ν é dominante, a onda é drasticamente atenuada.

O segundo caso, no qual é considerado k⃗ ∥ v⃗a, k⃗ e B⃗0 tendo o mesmo sentido
e v⃗1 ∥ k⃗, ou seja, v⃗1 ∥ v⃗a obtemos o mesmo resultado que em (2.172), ou seja, o
comportamento ondulatório é o mesmo que para k⃗ × B⃗0.

Notamos que partindo da equação (2.137) as relações de dispersão são derivadas
de comportamentos ondulatórios distintos, que podem ser categorizados em duas
partes. A primeira para k⃗ ⊥ B⃗0 e a segunda parte quando k⃗ ∥ v⃗a, ou seja,
k⃗ ∥ B⃗0. Dentro do segundo caso, ainda é possível considerar juntamente à condição
k⃗ ∥ v⃗a duas situações distintas v⃗1 ∥ v⃗a, ou v⃗1 ⊥ v⃗a. Os cálculos para a segunda
possibilidade v⃗1 ⊥ v⃗a e v⃗1 ⊥ v⃗a, estão em andamento. As relações de dispersão
aqui obtidas (Todas aquelas contendo o termo a2

0) são um resultado original obtido
por nosso grupo.



Capítulo 3

Não-Comutatividade em MHD

3.1 Espaços Não-Comutativos

A álgebra da mecânica quântica formulada por Heisenberg em 1925 [65], onde os
observáveis são tratados como operadores lineares auto-adjuntos em um espaço de
Hilbert H [66], permitiu que a álgebra comutativa de grandezas clássicas pudesse
ser passada a uma álgebra não-comutativa de observáveis quânticos [67]. Essa
álgebra é obtida a partir da troca das grandezas clássicas por operadores Hermiti-
anos deĄnidos em um espaço de Hilbert. Esses operadores são funções de q̂i e p̂j

e devem obedecer as relações de comutação de Heisenberg

[
q̂i, q̂j

]
= 0, [p̂i, p̂j ] = 0,

[
q̂i, p̂j

]
= iℏδi

j , (3.1)

onde q̂i é o operador posição e p̂j o operador momento. A esse procedimento,
juntamente a uma escolha de ordenamento dos operadores de aniquilação e criação
é dado o nome quantização canônica1 [68].

A mecânica quântica tem um papel fundamental para a construção de espa-
ços não-comutativos, sendo esses objeto principal de estudos tanto para a me-
cânica quântica, quanto para a geometria não-comutativa [67]. Um espaço não-
comutativo, de modo semelhante à quantização do espaço de fase clássico [68], é
construído a partir da troca das grandezas posição xi e momento pj pelos opera-
dores Hermitianos posição x̂i e momento p̂j , respectivamente. A novidade é que
agora além do comutador entre x̂i e p̂j ser diferente de zero, o comutador entre as
coordenadas também será diferente de zero. Para este Ąm, a relação de comutação

1Sendo o mais comum o ordenamento normal onde os operadores de criação são postos
à esquerda dos operadores de aniquilação na deĄnição da Hamiltoniana Ĥ e operador
momento P̂j .

45
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entre os operadores de coordenadas passa a ser

[
x̂i, x̂j

]
= iθij . (3.2)

Aqui θij são as componentes de um tensor antissimétrico com valores reais e cons-
tantes com i, j = 1, 2, · · · , D sendo D a dimensão do espaço. A ideia de introduzir
coordenadas não-comutativas foi apresentada pela primeira vez de modo sistemá-
tico por Snyder [34], tendo essas ideias sua alvorada em 1930 com Heisenberg [69].
A proposta de Snyder se baseia na ausência da noção de ponto em escalas meno-
res que Λ ∼

√
♣θij ♣ (tendo em mente que a não-comutatividade das coordenadas

implica na troca do ponto por células de Planck da ordem de ℏ
2 [70]), onde para

uma descrição de um espaço não-comutativo, Λ serviria como um cutoff superior
nas integrais no espaço dos momentos para o cálculo de diagramas de Feynmann
[71]. Porém, essas ideias foram abandonadas devido ao sucesso dos procedimentos
de renormalização em desenvolvimento neste mesmo período.

Foi durante os anos de 1980 que a geometria não-comutativa voltou a ocupar
papel de destaque. Por volta desse período os matemáticos A. Connes, Woronowicz
e DrinfelŠd utilizando os teoremas de Gelfand e Naimark [72] generalizaram as es-
truturas diferenciais para os espaços não-comutativos [67]. Essas generalizações
resultaram em uma álgebra não-comutativa baseada na álgebra de funções sobre
esses espaços [71], tendo como base um importante resultado da geometria algé-
brica que diz que a álgebra de pontos em uma variedade diferenciável M tem sua
informação contida na álgebra de funções C∞(M) deĄnida em M [51], [67].

3.1.1 O Produto Estrela (⋆), ou Produto de Groenewold-Moyal

A não-comutatividade entre os operadores x̂i (por exemplo para a construção de
operadores na mecânica quântica não-comutativa) pode ser realizada através da
deformação das estruturas de Poisson, quantização por deformação [67], [73]. Essa
deformação é realizada por meio da troca do produto usual entre funções deĄni-
das no espaço de fase pelo produto estrela (também chamado apenas de produto
Moyal)[74]. O produto Moyal pode ser obtido através do produto de operadores
Ŵ [f ], sendo Ŵ operadores de Weyl. O processo de quantização de Weyl (do
qual decorre os operadores Ŵ [f ]) fornece uma correspondência um-a-um entre
operadores quânticos e funções deĄnidas em um espaço de fase clássico [71], [75].
Assim, para a construção do operador (também chamado de símbolo de Weyl) de
Weyl: seja f(x) uma função que satisfaz as condições de Schwartz, ou seja, f(x)
vai rapidamente a zero no inĄnito, bem como suas derivadas em qualquer ordem
tanto no espaço das posições, quanto no espaço dos momentos. Isso garante que
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f(x) possa ser representada pela transformada de Fourier

f̃(k) =
∫
dDxe−ikix

i

f(x). (3.3)

O operador de Weyl é deĄnido como

Ŵ [f ] =
∫

dDk

(2π)D
f̃(k)eikix̂

i

, (3.4)

ou ainda
Ŵ [f ] =

∫
dDx f(x)∆̂(x). (3.5)

Com

∆̂ =
∫

dDk

(2π)2 eikix̂
i

e−ikix
i

. (3.6)

Note a introdução dos operadores Hermitianos x̂i em (3.4), onde devido a relação
de comutatividade

[
x̂i, x̂j

]
= iθij resulta uma álgebra não-comutativa para os

operadores Ŵ [f ]. É interessante perceber que para θij = 0 (Caso comutativo),
∆̂(x) torna-se a função delta em R

D e Ŵ [f ] ♣θ=0 = f(x̂).
Considerando f e g funções sobre o espaço de fase clássico, o produto de ope-

radores Ŵ [f ] e Ŵ [g] para as coordenadas não-comutativas (θij ̸= 0)

Ŵ [f ] Ŵ [g] = Ŵ [f ⋆ g] , (3.7)

onde o produto de Moyal é escrito como [71]

f(x) ⋆ g(x) =
∫∫

dDk

(2π)2

dDk′

(2π)2 f̃(k)g̃(k′ − k)e− i
2

θijkik
′

j eik′

ix
i

= f(x) exp
(
i

2
←−
∂iθ

ij−→∂j

)
g(x)

= f(x)g(x) +
∞∑

n=1

(
i

2

)2 1
n!
θi1j1 · · · θinjn∂i1 · · · ∂inf(x)∂j1 · · · ∂jng(x).

(3.8)

Onde foi usada a relação de Baker-Campbell-Hausdorff para as exponenciais de
operadores ([Apêndice A]). Por meio de (3.8), nota-se que o caráter não-comutativo
da álgebra de operadores de Weyl Ŵ está codiĄcado no produto estrela entre
funções deĄnidas no espaço de fase clássico [71], [76].

A forma (3.8) é uma expressão particular do produto de Moyal [73]. De forma
genérica, o produto estrela pode ser deĄnido como uma deformação da álgebra
usual de funções em uma variedade A por meio da uma série de potências em um
parâmetro λ ∈ A. De modo que

f ⋆ g = f g +
∞∑

n=1

λnCn (f , g) , (3.9)
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onde Cn(f, g) é um operador local bidiferencial Cn : C∞(A)×C∞(A)→ C∞(A) [[λ]]
com C∞(A) a álgebra de funções f, g ∈ C∞(A) inĄnitamente diferenciáveis em A e
C∞(A) [[λ]] é formado por potências de λ e coeĄcientes em C∞(A) [76].

O produto estrela pode ser aplicado aos parênteses entre funções do espaço de
fase onde no lugar do produto usual passa a ser usado o produto estrela

¶f(x), g(x)♢M = f(x) ⋆ g(x)− g(x) ⋆ f(x)

= 2if(x) sin
(

1
2
←−
∂iθ

ij−→∂j

)
g(x). (3.10)

Os parênteses ¶ , ♢M entre as coordenadas xi e f(x) em termos do parâmetro
não-comutativo θij são dados por

{
xi, f(x)

}

M
= xi ⋆ f(x)− f(x) ⋆ xi = iθij∂jf(x). (3.11)

Quando aplicados às coordenadas do espaço de fase, reduz-se a
{
xi, xj

}

M
= iθij , (3.12)

que é equivalente à expressão (3.2). Deste modo, é possível notar que a troca do
produto usual pelo produto Moyal, torna a álgebra que antes era associativa e
comutativa em uma álgebra associativa, porém não-comutativa. Tanto a associ-
atividade, quanto a não-comutatividade podem ser obtidas através da veriĄcação
da álgebra dos operadores de Weyl [77], pois esses são deĄnidos de maneira uní-
voca em termos das funções do espaço de fase clássico [71]. Uma das vantagens
da utilização do produto estrela na descrição de álgebras não-comutativas, é que
a passagem ao limite comutativo é direta [76].

Um exemplo da aplicação do produto estrela pode ser encontrado na construção
da teoria de Yang-Mills não-comutativa.

3.1.2 Teoria de Yang-Mills Não-Comutativa

AĄm de ilustrar a aplicação do produto estrela, citamos brevemente a teoria de
Yang-Mills não-comutativa. SejaAi(x) um campo de gauge sobre RD e ta geradores
da álgebra de Lie em U(N), a = 1, 2, · · · , N2. O comutador entre os geradores
é [ta, tb] = ifab

ctc, sendo fab
c as constantes de estrutura do grupo. Assumindo

que a álgebra é simissimples, ou seja, trN (tatb) = δab. trN é o traço usual de
uma matriz. Como Ai(x) tem elementos pertencentes à álgebra U(N), o campo
de gauge pode ser expresso em termos dos geradores ta como Ai(x) = Aa

i (x)ta.
Para a obtenção da teoria de Yang-Mills não-comutativa deĄne-se o operador de
Weyl para Ai(x)

Ŵ [A]i =
∫
dDx∆̂(x)⊗Ai(x), (3.13)
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onde ∆̂(x) é dado por (3.6). Utilizando as relações de comutação [71]
[
∂i, x̂

j
]

= δj
i ; [∂i, ∂j ] = 0;

[
∂i, ∆̂(x)

]
= −∂i∆̂(x);

[
∂i, Ŵ [∂if]

]
= Ŵ [∂if ] ,

(3.14)

a ação para o campo de Yang-Mills puro não-comutativo é

SY M = − 1
4g2

Tr ⊗ trN

([
∂i, Ŵ [A]j

]
− ∂j , Ŵ [A]i − i

[
Ŵ [A]i , Ŵ [A]j

])2
. (3.15)

Onde Tr é o operador traço
(
TrŴ [f ] =

∫
dDxf(x)

)
. O termo g2 é o parâmetro

de gauge de Yang-Mills. Utilizando as relações de comutação entre derivadas e
operadores de Weyl (3.14), a forma integral para TrŴ [f ] e o produto Moyal
em termos de Ŵ [f ] Ŵ [g] = Ŵ [f ⋆ g] a ação para o campo de Yang-Mills não-
comutativo pode ser reescrita da seguinte maneira

SY M = − 1
4g2

∫
dDx trN

(
Fij(x) ⋆ F ij(x)

)
, (3.16)

onde o tensor de campo Fij é deĄnido em termos do campo de gauge Ai(x) como

Fij(x) = ∂iAj(x)− ∂jAi(x)− i (Ai(x) ⋆ Aj(x)−Aj(x) ⋆ Ai(x))

= ∂iAj(x)− ∂jAi(x)− i [Ai(x), Aj(x)] +
1
2
θkl(∂kAi(x)∂lAj(x)

− ∂kAj(x)∂lAi(x)) +O(θ2). (3.17)

A teoria de gauge não-comutativa torna-se a teoria de Yang-Mills com grupo de
simetria U(N) comutativa convencional para o limite θ = 0 [71]. Por exemplo,
temos para N = 1 e θ = 0 que (3.16) reproduz a eletrodinâmica pura.

3.1.3 O Problema de Landau e a Não-Comutatividade

Encerramos essa seção citando mais um exemplo: o problema de Landau [78]. Sua
notável importância é devida a esse ser um exemplo da ocorrência de coordenadas
não-comutativas em um sistema físico, e também à sua semelhança com a descrição
das coordenadas não-comutativas em teoria de cordas abertas, cujas extremidades
encontram-se Ąxadas em Dp-Branas (Hipersuperfícies de p-dimensões espaciais).
Os dois sistemas quando submetidos a um campo "magnético"constante apresen-
tam coordenadas não-comutativas. As aspas anteriores são devidas ao campo nas
Dp-Branas ser um campo constante tipo Neveu-Scwarz [52], que equivale a um
campo magnético constante nas Dp-Branas.
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O problema de Landau (de natureza quântica) consiste de uma partícula de
massa m e carga e sob a presença de um campo magnético constante de fundo B⃗.
A Lagrangiana para esse sistema é dada por

L =
1
2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+
e

c
(ẋAx + ẏAy + żAz) . (3.18)

Onde a Hamiltoniana correspondente é dada por

H =
1

2m

(
p⃗− e

c
A⃗

)2

. (3.19)

O momento canônico da partícula é dado por p⃗ = mv⃗ + e
c A⃗ (c é a velocidade

da luz no vácuo). Escolhendo a direção ẑ para o campo magnético (sem perda
de generalidade), a seguinte relação deve ser válida para A⃗, A⃗ = (0, xB, 0). Pois
∇× A⃗ = Bẑ. Para essa escolha de potencial vetor vemos que o operador Hamil-
toniano H comuta com os operadores de momento py e pz. De modo que para
|Ψ> autoestado de H, esse será autoestado simultâneo de py e pz. Isso possibilita
escrever py|Ψ>= ℏky|Ψ> e pz|Ψ>= ℏkz|Ψ>. Substituindo a expressão para o
potencial vetor A⃗ e os autovalores para py e pz, a Hamiltoniana H Ąca

H =
1

2m
(ℏkz)2 +

1
2m

[
p2

x +
(
eB

c

)2 (
x− cℏky

eB

)2
]
. (3.20)

As autoenergias associadas aos autoestados |Ψ>=|n, ky> são

En = ℏ
eB

mc

(
n+

1
2

)
. (3.21)

As energias (3.21) são chamadas de níveis de energia de Landau, ou apenas níveis
de Landau. Os valores de energia En são inĄnitamente degenerados em ky [78].

Para a obtenção do comutador entre as coordenadas não-comutativas, é neces-
sário projetar esse sistema (descrito pela Lagrangiana (3.18)) no nível de Landau
mais baixo, ou seja, aquele com n = 0. Para tanto observemos que a diferença de
energia entre dois autoestados adjacentes |n, k> e |n+1, k′> é da ordem de O( B

m).
Ou seja, para B →∞ (ou para o limite m → 0) somente o nível de Landau mais
baixo resta para ser ocupado pelo sistema. Sendo os demais níveis desacoplados
do sistema no inĄnito [78]. Desta forma, calculando o elemento de matriz para o
comutador entre as coordenadas, temos [78]

< 0, k♣ [x, y] ♣0, k′ >= −i ℏc
eB

< 0, k♣0, k′ > . (3.22)

Ou seja

[x, y] = −i ℏc
eB

. (3.23)
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O valor n = 0 corresponde ao índice do nível de Landau mais baixo, k = ℏky e as
autofunções no espaço das coordenadas são dados por

< x, y♣n, k >=
1√
2πℏ

eikyψn

(
x− eℏk

eB

)
, (3.24)

onde ψn = 1√
n!

(
1√

n+1

)n (
mw
πℏ

) 1
4 e− mwx2

2ℏ são as funções de onda normalizadas do

oscilador harmônico e w = eB
cm . O resultado anterior (3.23) é do tipo

[
x̂i, x̂j

]
= iθij

e ilustra o surgimento de coordenadas não-comutativas em um sistema quântico
composto por partículas de massa m e carga e na presença de um campo magnético
intenso.

É possível obter o comutador (3.23) através da construção de um sistema clás-
sico para um Ćuido carregado cujas equações da continuidade e de Euler são

ρ̇ (t, r⃗) = −∇ · (ρ (t, r⃗) v⃗ (t, r⃗)) (3.25)

e
mv̇i +mv⃗ · ∇vi =

e

c
εijvjB + f i, (3.26)

onde εij é o símbolo antissimétrico em duas dimensões e f i são as demais forças
presentes. Após a obtenção da descrição Hamiltoniana do sistema e a aplicação
do limite m → 0, ou B → 0, é possível obter o parêntese de Poisson entre as
densidades

{
ρ (r⃗) , ρ

(
r⃗ ′)} = − c

eB
εij ∂

∂ri
ρ (r⃗)

∂

∂r′j δ
(
r⃗ − r⃗ ′) . (3.27)

Quando esse sistema é quantizado os parenteses anteriores (3.27) resultam
[
ρ (r̂) , ρ

(
r̂′)] = iℏ

c

eB
εij∂iρ (r̂) ∂jδ

(
r̂ − r̂′) . (3.28)

Além disso, adotando a relação ρ (r̂) =
∑N

n=1 δ (r̂ − r̂n) (essa equação expressa a
ligação entre coordenadas de Lagrange e coordenadas de Euler [Apêndice B]) para
o operador densidade em (3.28), os operadores de coordenadas iram satisfazer a
relação [

r̂i, r̂j
]

= −iℏ c

eB
εij , (3.29)

que corresponde à (3.23). A descrição do Ćuido carregado com densidades não-
comutativas acima foi tratada por Z. Guralnik et al. em [36].

3.2 Álgebra Não-Comutativa dos Parênteses de Pois-
son

Após essa breve introdução aos espaços não-comutativos realizada na seção an-
terior, passamos agora à análise da não-comutatividade das estruturas deĄnidas
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pelos parênteses de Poisson no espaço de fase clássico. Vimos anteriormente, que
para a construção de uma mecânica quântica em um espaço não-comutativo, subs-
tituímos as relações de comutação canônicas (para ℏ = 1)

[
x̂i, x̂j

]
= 0;

[
x̂i, p̂j

]
= iδi

j ; [p̂i, p̂j ] = 0, (3.30)

pelas relações de não-comutatividade expressas pelo parâmetro não-comutativo θij

[71] da seguinte maneira
[
x̂i, x̂j

]
= iθij ;

[
x̂i, p̂j

]
= iδi

j ; [p̂i, p̂j ] = 0. (3.31)

Uma vez que a mecânica clássica pode ser considerada o limite clássico da
mecânica quântica (ou seja, ℏ → 0), a regra de correspondência de Dirac para a
quantização canônica diz que para tal limite, os comutadores quânticos devem ser
substituídos pelos parênteses de Poisson através da relação

[
Â, B̂

]
→ i ¶A,B♢ . (3.32)

Ou seja, podemos transportar a ideia de espaços não-comutativos concebida em
espaços munidos de uma álgebra de observáveis quânticos para um espaço com
uma álgebra de grandezas clássicas. Essa transposição é efetuada por intermédio
da relação (3.32). Resultando na estrutura de Poisson

{
xi, xj

}
= θij ;

{
xi, pj

}
= δi

j ; ¶pi, pj♢ = 0. (3.33)

A estrutura simplética (3.33) é coerente com as propriedades inerentes à álge-
bra de comutadores (3.31), ou seja, bilinearidade, antissimetria, regra de Leibniz
e identidade de Jacobi. A estrutura (3.33) resulta em uma modiĄcação dos pa-
rênteses de Poisson. Sendo as coordenadas do espaço de fase ξa = (xi, pj), cujos

parênteses
{
ξa, ξb

}
são elementos da matriz antissimétrica Λab =

{
ξa, ξb

}
. Os

parênteses de Poisson entre as funções A(ξ) e B(ξ) em termos da nova estrutura
simplética (3.33) são

¶A,B♢ =
∂A

∂ξa
Λab ∂B

∂ξb

=
∂A

∂xi
θij ∂B

∂xj
+
(
∂A

∂xi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂xi

)
. (3.34)

Onde índices repetidos implicam soma. A equação (3.34) representa o parên-
tese "deformado"de Poisson entre duas funções diferenciáveis arbitrárias de ξa. A
expressão (3.34) leva em conta a não-comutatividade entre as coordenadas. Apli-
cações da estrutura (3.34) podem ser encontradas em [79], [80] e [81]. Para o
caso onde além das coordenadas, os momentos também seguem uma relação de
não-comutatividade, ou seja, os parênteses de Poisson terão termos a mais que em
(3.34), [82]. Outro exemplo vem das relações que conectam as representações de
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Lagrange e Euler ([Apêndice B]), onde é possível introduzir a não-comutatividade
nas coordenadas de um Ćuido ideal. Deste modo os parênteses canônicos na for-
mulação de coordenadas de Lagrange não-comutativas Ąca [83]

{
Xi(x⃗), Ẋj(x⃗ ′)

}
=

1
ρ0
δijδ

(
x⃗− x⃗ ′) ;

{
Ẋi(x⃗), Ẋj(x⃗ ′)

}
= 0;

{
Xi(x⃗), Xj(x⃗ ′)

}
=

1
ρ0
θijδ

(
x⃗− x⃗ ′) , (3.35)

onde ρ0 é um valor constante para a densidade. Como a densidade ρ(r⃗) e o campo
de velocidades v⃗(r⃗) (ambos grandezas que caracterizam as coordenadas Eulerianas)
podem ser expressas em termos de X⃗ e Ẋi da seguinte maneira

ρ(r⃗) =
∫
ρ(x⃗)δ

(
X⃗(x⃗)− r⃗

)
dx, (3.36)

vi(r⃗) =

∫
ρ(x⃗)Ẋi(x⃗)δ

(
X⃗(x⃗)− r⃗

)
dx

∫
ρ(x⃗)δ

(
X⃗(x⃗)− r⃗

)
dx

, (3.37)

torna-se possível que os parênteses de Poisson (que passam a conter uma estru-
tura não-comutativa devido às (3.35)) combinados com a Hamiltoniana do sistema,
que é mantida inalterada, possam ser usados para o cálculo das novas equações
de movimento. Essas novas equações de movimento passam a conter termos de-
pendentes do parâmetro não-comutativo. Esse estudo acerca da introdução da
não-comutatividade entre coordenadas de Lagrange e seus resultados para os pa-
rênteses de Poisson entre os campos Eulerianos de um Ćuido ideal foi realizado em
[83].

Tendo como premissa a não-comutatividade no espaço de fase clássico, propo-
mos nesta tese a introdução da não-comutatividade entre as velocidades para a
descrição da MHD desenvolvida no Capítulo 2 dada por

H =
1
2
π2 − π⃗ · ∇ϕ+ νπ⃗ · ∇2v⃗ +

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ +

1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

(3.38)

e estrutura simplética
{
vi(x⃗), vj(y⃗)

}
= 0;

{
vi(x⃗), πj(y⃗)

}
= δi

jδ
3 (x⃗− y⃗) ; ¶πi(x⃗), πj(y⃗)♢ = 0. (3.39)

3.3 NC Entre as Componentes da Velocidade

Após essa breve apresentação acerca de como a não-comutatividade pode ser in-
troduzida em um espaço de fase clássico através do limite ℏ → 0 aplicado aos
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comutadores de observáveis de um espaço quântico não-comutativo, voltamos ao
nosso sistema para o Ćuido carregado, viscoso e na presença de um campo ele-
tromagnético externo. A equação de movimento para esse Ćuido, como vimos
anteriormente, é dada por

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇) v⃗ = −1

ρ
∇P +

1
4πρ

(
∇× B⃗

)
× B⃗ + ν∇2v⃗. (3.40)

Que em termos do momento conjugado à velocidade v⃗ e do vetor de Lamb l⃗ = w⃗×v⃗
Ąca

π⃗ =
∂LMHD

∂ ˙⃗v
=
∂v⃗

∂t
+∇ϕ− ν∇2v⃗ − 1

4πρ
B⃗ · ∇B⃗ = −l⃗. (3.41)

A equações (3.40) e (3.41) podem ser obtidas por meio dos parênteses de Pois-
son entre vi(t, r⃗) e a Hamiltoniana

H =
1
2
π2 − π⃗ · ∇ϕ+ νπ⃗ · ∇2v⃗ +

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ +

1
2

(
∇× v⃗ +

e

m
B⃗

)2

, (3.42)

sendo fornecida a estrutura simplética

{
vi(t, x⃗), πj(t, y⃗)

}
= −

{
πj(t, y⃗), vi(t, x⃗)

}
= δi

jδ
3(x⃗− y⃗), (3.43)

¶vi(t, x⃗), vj(t, y⃗)♢ = ¶πi(t, x⃗), πj(t, y⃗)♢ = 0. (3.44)

A introdução de não-comutatividade será realizada entre as componentes das
velocidades do espaço de fase por meio do parâmetro não-comutativo θij . A es-
trutura simplética anterior é redeĄnida como

¶vi(x⃗), vj(y⃗)♢ = θijδ
3(x⃗− y⃗), ¶vi(x⃗), πj(y⃗)♢ = δijδ

3(x⃗− y⃗), ¶πi(x⃗), πj(y⃗)♢ = 0.
(3.45)

Onde θij são as componentes constantes e reais do tensor antissimétrico de se-
gunda ordem. Para veriĄcar se a estrutura (3.45) é coerente com a álgebra de
comutadores, vejamos: seja M uma variedade diferenciável equipada com o bi-
vetor de Poisson Λ =

←−
∂i Λij−→∂j [76]. O parêntese de Poisson é um mapa bilinear

que deve satisfazer as condições de antissimetria, regra de Leibniz e a identidade
de Jacobi. Desse modo sendo compatível com a álgebra dos comutadores corres-
pondentes por quantização de Dirac. Para veriĄcar se (3.45) é compatível com a
álgebra de comutadores, escrevemos o parêntese de Poisson na forma

¶f, g♢ = Λij∂if ∂jg. (3.46)

Onde Λij =
{
ξi, ξj

}
e ξi são os campos que descrevem o espaço de fase (ξa =(

vi, πj
)
). A propriedade de antissimetria é veriĄcada imediatamente a partir do

fato que Λij = −Λji. Bem como a regra de Leibniz e a bilinearidade devido a
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linearidade da derivada parcial em (3.46). Para a identidade de Jacobi, temos

¶¶f, g♢ , h♢+ ¶¶g, h♢ , f♢+ ¶¶h, f♢ , g♢ = ΛmnΛij [(∂m∂if) ∂jg + ∂f (∂m∂jg)] ∂nh

+ ΛmnΛij [(∂m∂ig) ∂jh+ ∂ig (∂m∂jh)] ∂nf

+ ΛmnΛij [(∂m∂ih) ∂jf + ∂ih (∂m∂jf)] ∂ng

= ΛmnΛij (∂m∂if) ∂jg∂nh

− ΛmnΛij (∂m∂if) ∂jg∂nh

+ ΛmnΛij (∂m∂jg) ∂if∂nh

− ΛmnΛij (∂m∂jg) ∂if∂nh

+ ΛmnΛij (∂m∂jh) ∂ig∂nf

− ΛmnΛij (∂m∂jh) ∂ig∂nf = 0. (3.47)

Ou seja, a estrutura (3.45) é compatível com a álgebra de comutadores. A intro-
dução do parâmetro θij torna a álgebra das velocidades não-comutativa.

3.3.1 Equação de Navier-Stokes Não-Comutativa

Para a obtenção da equação de movimento de uma álgebra não-comutativa das
velocidades, mantemos a forma da densidade Hamiltoniana (3.42) inalterada2 e
calcula-se o parêntese de Poisson entre v⃗ e H e aplicando as relações (3.45). Assim
a generalização não-comutativa da equação de Navier-Stokes é obtida:

v̇i(x⃗) =
∫
d3y

[
vi(x⃗),

1
2
πjπj(y⃗)


−
{
vi(x⃗), πj(y⃗)∂y

j ϕ(y⃗)
}

+
{
vi(x⃗), νπj(y⃗)∂2

yvj(y⃗)
}

+
1

4πρ
{
vi(x⃗), πj(y⃗)

(
Bk∂

y
k

)
Bj(y⃗)

}
+

1
2

{
vi(x⃗),

(
εjlm∂

y
l vm(y⃗) +

e

m
Bj(y⃗)

)2
}]

.

(3.48)

Resolvendo cada termo da eq.(3.48), partindo do primeiro termo do lado direito
de (3.48) ao último termo, temos para o primeiro

∫
d3y


vi(x⃗),

1
2
πjπj(y⃗)


= πi(x⃗). (3.49)

2Caso contrário a Hamiltoniana deve ser redeĄnida em termos de novas variáveis expres-
sas em termos de relações lineares envolvendo o parâmetro não-comutativo, onde permane-
cem válidos os parênteses (3.43) e (3.44)[80]. A não-comutatividade é expressa diretamente
nas variáveis redeĄnidas.
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Para o segundo termo

∫
dy
{
vi(x⃗), πj(y⃗)∂y

j ϕ(y⃗)
}

=
∫
d3y

[
πj(y⃗)

{
vi(x⃗), ∂y

j ϕ(y⃗)
}

+ ∂y
j ϕ(y⃗) ¶vi(x⃗), πj(y⃗)♢

]

= ∂x
i ϕ(x⃗)−

∫
d3ylj(y⃗)

{
vi(x⃗), vk(y⃗)∂y

j vk(y⃗)
}

= ∂x
i ϕ(x⃗)

− θiklj(x⃗)∂x
j vk(x⃗) + vk(x⃗)∂x

j lj(x⃗)θik + θiklj(x⃗)∂x
j vk(x⃗).

∫
dy
{
vi(x⃗), πj(y⃗)∂y

j ϕ(y⃗)
}

= ∂x
i ϕ(x⃗) + θikvk(x⃗)∂x

j lj(x⃗),

(3.50)

onde ϕ =
(

1
ρP + 1

2v
2 + B2

8πρ

)
e πj(y⃗) = −lj(y⃗), como em (2.91). Para o terceiro

termo

∫
d3y

{
vi(x⃗), νπj(y⃗)∂2

yvj(y⃗)
}

=
∫
d3y

[
νπj(y⃗)

{
vi(x⃗), ∂2

yvj(y⃗)
}

+ ∂2
yvj(y⃗) ¶vi(x⃗), νπj(y⃗)♢

]

= ν∂2
xvi(x⃗) + νθij∂

2
xπj(x⃗). (3.51)

Para o quarto termo

∫
d3y

1
4πρ

{
vi(x⃗), πj(y⃗)

(
Bk∂

y
k

)
Bj(y⃗)

}
=

1
4πρ

(Bk∂
x
k )Bi(x⃗). (3.52)

E Ąnalmente para o quinto e último termo

∫
d3y

1
2

{
vi(x⃗),

(
εjlm∂

y
l vm(y⃗) +

e

m
Bj(y⃗)

)2
}

=
∫
d3y

(
εjlm∂

y
l vm(y⃗ +

e

m
Bj(y⃗))

)
vi(x⃗), εjlm∂

y
l vm(y⃗) +

e

m
Bj(y⃗)



=
∫
dy

(
εjlm∂

y
l vm(y⃗) +

e

m
Bj(y⃗)

){
vi(x⃗), εjkn∂

y
kvn(y⃗)

}

=
∫
d3y

(
εjlm∂

y
l vm(y⃗) +

e

m
Bj(y⃗)

)
∂y

kεjknθinδ
3(x⃗− y⃗)

= −θinεjlmεjkn∂
x
k∂

x
l vm(x⃗)− e

m
θinεjkn∂

x
kBj(x⃗). (3.53)

Por Ąm, substituindo (3.49)-(3.53) em (3.48) obtém-se a equação de movimento

v̇i(x⃗) = πi(x⃗)− ∂x
i ϕ(x⃗)− θikvk(x⃗)∂x

j lj(x⃗) + ν∂2
xvi(x⃗) + νθij∂

2
xπj(x⃗)

+
1

4πρ
(Bk∂

x
k )Bi(x⃗)− θinεjlmεjkn∂

x
k∂

x
l vm(x⃗)− e

m
θinεjkn∂

x
kBj(x⃗).

(3.54)
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Em forma vetorial

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇) v⃗ = −1

ρ
∇
(
P +

B2

8π

)
+ ν∇2v⃗ +

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ + νθ⃗ ×∇2 l⃗

+ θ⃗ ×
[
∇×

(
w⃗ +

e

m
B⃗

)]
+
(
θ⃗ × v⃗

)
∇ · l⃗. (3.55)

Podemos ver que para θij = 0 recupera-se a equação canônica de movimento
para a MHD (Navier-Stokes). Pode-se notar o surgimento de três termos associ-
ados ao parâmetro não-comutativo θ. O antepenúltimo termo do lado direito de
(3.55) acrescenta um termo de viscosidade devido a não-comutatividade entre as
velocidades. O penúltimo termo do lado direito de (3.55) adiciona à equação de
Navier-Stokes uma contribuição devida ao acoplamento entre o campo de vortici-
dade e o campo magnético. O último termo do lado direito de (3.55) adiciona o
divergente do vetor de Lamb. Porém ∇ · l⃗ = n (t, r⃗), onde n (t, r⃗) é a densidade
de carga turbulenta. Ou seja, a não-comutatividade adiciona uma densidade de
carga turbulenta ao escoamento do Ćuido. Além disso, da equação de Navier-Stokes
não-comutativa (3.55) (a equação para a aceleração do Ćuxo) podemos ver que os
termos não-comutativos aceleram (Podendo também desacelerar) o Ćuxo. Assim
permitindo-nos conjecturar se esses termos atuam como uma força de vorticidade.

3.3.2 Conservação de Energia na MHD Não-Comutativa

Analisemos agora as contribuições para a energia que a álgebra não-comutativa
das velocidades fornece. Para a análise da variação de energia, escreve-se de modo
análogo ao já feito na seção (1.2). Aplicando o produto escalar de ambos os lados
da eq.(3.55) com vi(t, r⃗)

vi
∂vi

∂t
+ vi (vj∂j) vi = −1

ρ
vi∂i

(
P +

B2

8π

)
+ νvi∂

2vi +
1

4πρ
vi (Bj∂j)Bi

− νεijkθjvi∂
2lk + εijkθjvi

(
εklm∂lwm

)
+ εijkθjvi

e

m

(
εklm∂lBm

)

+ vi (εijkθjvk) ∂nln. (3.56)
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E agora multiplicando ambos os lados por ρ, fazendo uso da equação de continui-
dade para este, temos

1
2
ρ∂t (vivi) +

1
2
ρvj (∂jvivi) +

1
2
v2 [∂tρ+ ∂j (ρvj)]

= −vi∂i

(
P +

B2

8π

)
+ ηvi∂

2vi +
1

4π
vi (Bj∂j)Bi − ηεijkθjvi∂

2lk

+ ρεijkθjvi

(
εklm∂lwm

)
+ εijkθjρ

e

m
vi

(
εklm∂lBm

)
+ ρvi (εijkθjvk) ∂nln.

(3.57)

Onde ν = η
ρ . Rearranjando

∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

(
1
2
v2vj

)
= −∂ (viP ) + P (∂ivi)− vi∂i

(
B2

8π

)
+ ηvi∂

2vi

+
1

4π
vi (Bj∂j)Bi − ηεijkθjvi∂

2lk + ρεijkθjvi

(
εklm∂lwm

)

+ ρ
e

m
εijkθjvi

(
εklm∂lBm

)
+ ρvi (εijkθjvk) ∂nln. (3.58)

O termo η∂2vi pode ser posto na forma ∂j σ̄ij (σ̄ij = η
(

∂vi

∂xj
+ ∂vj

∂xi

)
), pois o Ćuido

é incompressível. Assim

∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

(
1
2
v2vj

)
= −∂i (viP ) + vi∂j σ̄ij − vi∂i

(
B2

8π

)
+

1
4π
vi (Bj∂jBi)

− ηεijkθjvi∂
2lk + ρεijkθjvi

(
εklm∂lwm +

e

m
εklm∂lBm

)
,

(3.59)

ou ainda

∂t

(
1
2
ρv2

)
+ ∂j

(
1
2
v2vj

)
= −∂i (viP ) + ∂j (viσ̄ij)− σ̄ij∂jvi

+ vi∂j


1

4π

[
BiBj −

1
2
B2δij

]
− ηεijkθjvi∂

2lk

+ ρεijkθjvi

(
εklm∂lwm +

e

m
εklm∂lBm

)
. (3.60)

Do teorema de Poynting aplicado à MHD ideal, ou seja, σ → ∞, é possível
escrever

∂t

(
1

8π
B2
)

= −∂iSi − vi∂jM
(MHD)
ij (3.61)

onde

M
(MHD)
ij =

1
4π

[
BiBj −

1
2
B2δij

]
e Sj =

1
4π
εjklEkBl. (3.62)
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Sj é o vetor de Poynting. Agora, somando as (3.61) e (3.60), obtém-se

∂t

[
1
2
ρv2 +

1
8π
B2
]

+ ∂j

[(
1
2
v2 + P

)
vj − viσ̄ij

+ Sj + ηθikvi∂jlk + ρθinε
kjnvi

(
wk +

e

m
Bk

)]

= −σ̄ij∂jvi + ηθik (∂llk) (∂lvi)

− ρεimnθm (∂jvi) εnjk
(
wk +

e

m
Bk

)
.

(3.63)

O último termo da eq.(3.63) pode ser reescrito da seguinte maneira para um Ćuido
incompressível

−ρεimnε
njkθm∂jvi

(
wk +

e

m
Bk

)
= ρ

(
δj

i δ
k
i − δj

i δ
k
m

)
θm∂jvi

(
wk +

e

m
Bk

)

= ρθj (∂jvk)
(
wk +

e

m
Bk

)
, (3.64)

donde a eq.(3.63) torna-se

∂t

[
1
2
ρv2 +

1
8π
B2
]

+ ∂j

[(
1
2
v2 + P

)
vj − viσ̄ij + Sj + ηθikvi∂jlk

+ ρθinε
kjnvi

(
wk +

e

m
bk

)]

= −σ̄ij∂jvi + ηθik (∂llk) (∂lvi) + ρθj (∂jvk)
(
wk +

e

m
Bk

)
.

(3.65)

Podemos ver que nesse caso não é somente a viscosidade que contribui para que a
energia mecânica não seja conservada, também há participação do parâmetro de
não-comutatividade. É possível notar que os termos do lado direito da eq.(3.65)
não são nulos após uma integração sob um volume qualquer envolvendo o Ćuido,
ou seja, são termos que contribuem para a taxa de variação temporal da energia
mecânica.

Aplicando o limite para η → 0, um Ćuido não-viscoso, obtém-se

∂t

[
1
2
ρv2 +

1
8π
B2
]

+ ∂j

[(
1
2
v2 + P

)
vj − viσ̄ij + Sj + ρθinε

kjnvi

(
wk +

e

m
Bk

)]

= ρθj (∂jvk)
(
wk +

e

m
Bk

)
. (3.66)

Note que o termo não-comutativo responsável pela energia não ser conservada (No
limite η → 0), está relacionado ao acoplamento mínimo entre a vorticidade e o
campo magnético. A vorticidade passa a ocupar um papel importante para a
não-conservação da energia.
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3.4 A Circulação C

Um escalar de considerável importância para a descrição do Ćuxo de vórtices é a
circulação C no entorno de uma curva c, deĄnida como a integral de linha sobre o
circuito fechado c da componente da velocidade tangente a c ao longo de toda a
curva fechada. c é dita ser uma curva material, ou seja, move-se Ąxa ao Ćuido.

C =
∮

c
v⃗ · dx⃗ (3.67)

ou seja, v⃗ é a velocidade de um elemento pertencente à curva c e dx⃗ é o comprimento
deste elemento. A circulação, associada a uma quantidade física, calculada ao longo
de um circuito fechado, pode ser nula ou diferente de zero dependendo se esta
quantidade física é uma diferencial exata ou não. Por exemplo, se essa quantidade
for Tds (T a temperatura e s a entropia), a circulação pode ser diferente de zero
e irá medir o calor ganho em um ciclo termodinâmico quase-estático.

A circulação é relacionada à vorticidade e vice-versa, através da aplicação do
teorema de Stokes ao campo de vorticidade

∫∫

S
w⃗ · dS⃗ =

∮

c
v⃗ · dx⃗. (3.68)

Onde S é a superfície cujo contorno é limitado por c. Além disso, o lado esquerdo
da eq.(3.68) nada mais é que o Ćuxo Φ de vorticidade através de S

Figura 3.1: Tubo de vorticidade.

Fonte: P. A. Davidson, 2002, p. 72

A Ągura ilustra um tubo de vórtices, que assim como para um tubo de Ćuxo
magnético, é composto por várias linhas de vórtices e mostra seus Ćuxos através
do contorno c.

Da eq.(3.68), além de ser notável que a circulação C serve como fonte para o
Ćuxo de vorticidade através da superfície S, podemos extrair uma interpretação
geométrica para a vorticidade em uma direção n̂. Assim, seja dS⃗ um vetor normal
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inĄnitesimal à superfície S, ou seja, dS⃗ = dsn̂. A projeção de w⃗, w⃗ = ∇ × v⃗, na
direção n̂ pode ser escrita, por meio do uso de (3.68), da seguinte forma

n̂ · w⃗ = lim
ds→0

d

dS

∮

c
v⃗ · d⃗l. (3.69)

c é o contorno da superfície S. A equação (3.69) mostra que para um dado ponto no
espaço, onde o rotacional do campo de velocidades v⃗ é diferente de zero, existirá
uma densidade de vorticidade diferente de zero. Além disso, essa densidade de
vorticidade é devida à circulação do campo v⃗ (no sentido de ser a fonte).

Passamos agora ao cálculo da taxa de variação da circulação em relação ao
tempo em uma curva que se move com o Ćuido, levando em conta a presença do
parâmetro não-comutativo θ presente na equação (3.55). A taxa de variação da
circulação é

dC
dt

=
d

dt

∮

γ
v⃗ · dx⃗ =

∮

γ

[
∂v⃗

∂t
+ (∇× v⃗ × v⃗)

]
· dx⃗. (3.70)

Substituindo (3.55) na eq.(3.70), temos

dC
dt

=
∮

γ

[
∂vi

∂t
+ εijk

(
εjlm∂lvm

)
vj

]
dxi

=
∮

γ

[
− ∂i

(
1
2
v2
)
− 1
ρ
∂i

(
P +

B2

8π

)
+ ν∂2vi +

1
4πρ

(Bj∂j)Bi

− νθij∂
2lj − θinεjkn∂k

(
wj +

e

m
Bj

)
− θikvk∂jlj

]
dxi. (3.71)

Em forma vetorial, podemos escrever a eq.(3.71) na seguinte maneira

dC
dt

= −
∮

γ
∇ξ · dx⃗+ ν

∮

γ
∇2v⃗ +

1
4πρ

∮

γ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ · dx⃗− ν

∮

γ
∇2
(
θ⃗ × l⃗

)
· dx⃗

−
∮

γ
θ⃗ × v⃗

(
∇ · l⃗

)
· dx⃗−

∮

γ

(
θ⃗ · ∇

)(
w⃗ +

e

m
B⃗

)
· dx⃗

+
∮

γ
(dx⃗ · ∇)

[
θ⃗ ·
(
w⃗ +

e

m
B⃗

)]

(3.72)

onde foi usado θij = εijkθk e

ξ =
1
2
v2 +

1
ρ
P +

1
8πρ

B2. (3.73)

Podemos observar a partir da eq.(3.72), que o primeiro termo do lado direito
contribui para a taxa de variação de circulação se

∮

γ
∇ξ · dx⃗ =

∮

γ
dξ ̸= 0, (3.74)
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ou seja, se a força obtida pelo gradiente de energia ξ não for uma diferencial exata.
Além disso, há outras seis contribuições relativas à taxa de variação da circulação.
O segundo termo do lado direito da eq.(3.72) é a contribuição para a variação da
circulação devido a viscosidade. O terceiro termo do lado direito da eq.(3.72),
que é a contribuição devido ao campo magnético, também age como um termo
fonte para a vorticidade. Os últimos quatro termos da eq.(3.72) representam a
contribuição não-comutativa para a variação da circulação. Dois deles são funções
do vetor de Lamb l⃗, agindo como fonte de vorticidade. Considerando o segundo
termo não-comutativo na eq.(3.72), aquele que contém o divergente de l⃗, e por meio
da equação de Navier-Stokes, onde é possível ver que a divergência do vetor de
Lamb é o termo de fonte para a equação de Poisson da função de Bernoulli, temos a
presença de uma densidade de carga turbulenta, i.e., não-comutatividade introduz
uma densidade de carga turbulenta n(x⃗, t) (∇ · l⃗ = −∇2Φ = n(x⃗, t)), semelhante
ao ocorrido para a eq.(3.55). Consequentemente, a divergência do vetor de Lamb
na eq.(3.72) coloca a função de Bernoulli na taxa de variação da circulação.

Para Ćuxos irrotacionais, onde w⃗ = l⃗ = 0, somente os termos não-comutativos
contendo B⃗ são diferentes de zero. A saber, não-comutatividade não irá introduzir
densidade de carga turbulenta. Tendo dito isso, os termos relacionados a variá-
veis não-comutativas agem como fontes, que em principio podem ser consideradas
geradoras ou sorvedoras para a variação da circulação.



Capítulo 4

Método Simplético e o Fluido Relati-
vístico

4.1 Introdução

O método simplético é uma formulação para a descrição da mecânica Hamilto-
niana de sistemas vinculados. Trata-se de uma abordagem, que pode ser vista
como uma opção à abordagem de Dirac para sistemas Hamiltonianos vinculados.
Talvez a principal característica que diferencie o método simplético do tratamento
dado por Dirac em 1964, [84], acerca da dinâmica Hamiltoniana, é o fato de o mé-
todo simplético ter seus pilares na geometria simplética, bem como na geometria
diferencial [85], o que possibilita a identiĄcação e descrição de objetos da mecâ-
nica Hamiltoniana (e Lagrangiana) com grandezas geométricas como variedades,
subvariedades, espaços vetoriais e formas diferenciais, por exemplo.

Este capítulo tem o objetivo de descrever o método simplético, os parênte-
ses generalizados, a técnica de obtenção desses apresentada por Faddeev-Jackiw
[53], bem como o algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani [54]. E por Ąm
aplicá-los a um Ćuido relativístico ideal carregado, tendo como ponto de partida a
Lagrangiana homogênea dos campos do Ćuido e eletromagnético acoplados. Este
acoplamento entre os campos foi apresentado por S. M. Mahajan em [86]. Ao Ąnal
deste capítulo obtivemos os parêntese de Dirac (ou parênteses generalizados) para
o sistema físico descrito acima.

63
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4.2 O Método Simplético

A mecânica clássica pode ser construída sem a identiĄcação, ou alusão da geome-
tria simplética. Porém, é possível através dos conceitos da geometria simplética,
construir uma visão mais geral e provavelmente mais fundamental sobre a dinâmica
Hamiltoniana, principalmente ao que se refere à natureza do espaço de fase.

4.3 Os Parênteses Generalizados

Dirac em 1964 desenvolveu um método para tratar a quantização de sistemas
Hamiltonianos vinculados, por meio do qual é realizada a classiĄcação dos vínculos,
relações funcionais entre as coordenadas do espaço de fase em vínculos primários,
ou vínculos secundários. E esses em de primeira classe e segunda classe.

• Vínculo Primário. São relações entre as variáveis do espaço de fase para
a formulação Hamiltoniana. Essas relações são oriundas da forma da La-
grangiana para um dado sistema físico e ocorrem devido à matriz Hessiana
ser singular, ou seja, det

(
∂2L

∂q̇iq̇j

)
= 0.

• Vínculos Secundários. Vínculos primários devem ser preservados no
tempo. Isso dá lugar a uma condição de consistência para os vínculos primá-
rios. Uma vez que a condição de consistência não é identicamente satisfeita,
ou não determinar univocamente os multiplicadores de Lagrange, serão gera-
dos novos vínculos a partir da condição de consistência. Esses novos vínculos
são chamados de secundários [87].

• Vínculos de Primeira Classe e de Segunda Classe. Uma função (ou
vínculo) é dita de primeira classe se o seu parêntese de Poisson com os vín-
culos resultar zero. Porém, se a função tiver parêntese de Poisson diferente
de zero com pelo menos um vínculo, essa é dita de segunda classe1.

Em seu trabalho Dirac mostra que em teorias com presença de vínculos, os
parêntese de Poisson devem ser trocados por outra estrutura. Estrutura esta cha-
mada de parêntese de Dirac, ou parênteses generalizados [87]

1As aĄrmações anteriores acerca dos vínculos, consideram a dinâmica do sistema na
hipersuperfície deĄnida pelos vínculos no espaço de fase, onde não é necessário usar o
conceito de igualdade fraca, presente no formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos
vinculados.
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¶A,B♢D = ¶A,B♢ − ¶A,Ωm♢Cmn ¶Ωn, B♢ (4.1)

onde Ωm são as relações funcionais entre as coordenadas que deĄnem os vínculos
e (Cmn) = (Cmn)−1, a qual é deĄnida como (Cmn) = (¶Ωm,Ωn♢). ¶·, ·♢ são os
parênteses de Poisson. Dirac, com esse trabalho, propõe que devem ser usados
os parênteses (4.1) na substituição por comutadores na quantização de sistemas
vinculados, ao invés dos de Poisson.

¶A,B♢D → −
i

ℏ

[
Â, B̂

]
. (4.2)

Â, B̂ são os operadores associados aos campos A, B e ℏ é a constante de Planck.
Mais tarde, Ludvig Faddeev e Roman Jackiw mostraram que a quantização de
sistemas Hamiltonianos vinculados pode ser realizada por meios mais modernos.
Meios esses que levam em consideração parênteses generalizados induzidos por
estruturas simpléticas [53]. Tal método proposto por Faddeev e Jackiw foi, alguns
anos depois, aprimorado por Barcelos Neto, Wotzasek e Montani [54, 85, 55]. A
esse desenvolvimento feito por Faddeev e Jackiw [53] foi dado o nome de método
simplético.

O conceito de formas simpléticas é importante para o desenvolvimento do mé-
todo simplético. Assim, vejamos

• DeĄnição 1. Uma forma simplética f ∈ Ω2(N), onde N é uma variedade
com dimensão par e Ω2(N) ⊂ N é o espaço vetorial que contém as 2-formas,
onde f : TξN × TξN → R tem as duas propriedades: (1) f é fechada, ou
seja, df = 0; (2) f é não-degenerada, ou seja, ∀ζ ̸= 0,∃η ♣ f(ζ, η) ̸= 0, com
ζ ∈ TxN .

N deve ter dimensão par, pois 2-formas não-degeneradas só ocorrem nestas varie-
dades. A saber, seja f = 1

2 fαβdξ
α ∧ dξβ uma 2-forma não-degenerada, onde (fαβ) é

uma matriz antissimétrica.

det
(
fαβ

)
= det

[(
fαβ

)T
]

= det
(
fβα

)
= (−1)dimN det

(
fαβ

)
(4.3)

Se dimN (dimensão de N) for ímpar, det
(
fαβ

)
= 0, ou seja, f é degenerada.

Logo para que f seja não-degenerada, dimN deve ser par.

• DeĄnição 2. Seja N uma variedade 2n-dimensional munida de uma 2-forma
simplética f : TxN × TxN → R. (N, f ) é uma variedade simplética.

TxN é o espaço vetorial tangente à variedade N no ponto x.
Uma vez que os coeĄcientes de f são constantes em todos os pontos de uma

variedade 2n-dimensional, fαβ pode ser escrita, através de transformações de co-
ordenadas, da seguinte maneira
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(
fαβ

)
=

[
0n×n −In×n

In×n 0n×n

]
(4.4)

com o ordenamento da base {qi}, {pj}. A forma (4.4) é chamada forma canônica.
Agora consideramos um caso mais geral. Seja Ne uma variedade (2n + 1)-

dimensional (+1 representa o parâmetro que corresponde ao tempo t), munida
da 2-forma fe de posto máximo (P = 2n) para um tempo t Ąxo, uma variedade
simplética. Pode-se notar, por construção, que fe possui um, e somente um, vetor
ν(ξ) de autovalor nulo linearmente independente. À ν(ξ) dá-se o nome modo-zero.
ν(ξ) pode ser obtido através da 1-forma considerada a seguir.

Da densidade Lagrangiana escrita em termos da 1-forma aα(ξ)dξα

L(ξ) = aα(ξ)dξα −H(q, p)dt, (4.5)

H(q, p) é uma função deĄnida em Ne, constante para todo t. A partir da derivada
exterior de L(ξ), obtém-se a 2-forma

dL = d (aα(ξ)dξα)− d (H(q, p)dt) = [(daα(ξ)) ∧ dξα + (−1)aα(ξ) ∧ d(dξα)]

− dH(q, p) ∧ dt− (−1)H(q, p)d(dt). (4.6)

Através da propriedade de nilpotência da derivada exterior, ou seja, d(dw) = 0,
onde w é uma k-forma qualquer, a eq.(4.6) Ąca

dL(ξ) = daα(ξ) ∧ dξα − dH(q, p) ∧ dt. (4.7)

O primeiro termo do lado direito da equação (4.7) pode ser apresentado da seguinte
maneria

daα(ξ) ∧ dξα =
∂aα(ξ)
∂ξβ

dξβ ∧ dξα, (4.8)

onde usando a propriedade de antissimetria do produto externo, a eq.(4.8) é rees-
crita como

daα(ξ) ∧ dξα =
1
2
∂aα(ξ)
∂ξβ

dξβ ∧ dξα +
1
2
∂aα(ξ)
∂ξβ

dξβ ∧ dξα

=
1
2
∂aβ(ξ)
∂ξα

dξα ∧ dξβ − 1
2
∂aα(ξ)
∂ξβ

dξα ∧ dξβ

=
1
2

(
∂aβ(ξ)
∂ξα

− ∂aα(ξ)
∂ξβ

)
dξα ∧ dξβ

=
1
2

fe(αβ)dξ
α ∧ dξβ. (4.9)

Onde a 2-forma fe deĄnida em Ne para um dado t Ąxo, ou seja, em um espaço de
dimensão 2n passa a compor f do seguinte modo
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dL = f =
1
2

feαβ
dξα ∧ dξβ. (4.10)

E o produto fe(αβ)ν(ξ) = 0 irá fornecer o modo-zero ν(ξ). Pois f ∈ N é não-
degenerada devido a fe ser não-degenerada por construção. Sendo f não-degenerada,
associado à feαβ

haverá apenas um modo-zero, como mencionado anteriormente.
A esse modo-zero está relacionada a dinâmica do espaço de fase para cada instante
de tempo t e pela existência de somente um modo-zero, a evolução temporal das
coordenadas do espaço de fase encontra-se determinada. Ou seja, pode-se estabe-
lecer a relação ξ̇ = ν(ξ), onde ξ assume os valores das coordenadas e momentos
conjugados às coordenadas do espaço de fase. Caso f seja degenerada, então fe
não será de posto máximo na variedade N (2n)-dimensional. Nesse caso, f é cha-
mada de forma pré-simplética e será denotada por h. Esse caso será tratado mais
adiante.

Os parênteses de Poisson para o espaço de fase R
2n descrito pelas coordenadas

q1, · · · , qn, pi, · · · , pn fornece a evolução temporal dessas coordenadas com o auxílio
da função Hamiltoniana H : R2n → R (0-forma), através das relações

q̇i =
{
qi, H

}
, ṗi = ¶pi, H♢ , (4.11)

com os parênteses de Poisson fundamentais

{
qi, pj

}
= −

{
pj , q

i
}

= δi
j (4.12)

e {
qi, qj

}
= ¶pi, pj♢ = 0, (4.13)

onde i = 1, · · · , n.
Uma maneira muito comum de escrever as equações de Hamilton em forma

compacta é alcançada através da redeĄnição de coordenadas e deĄnição de uma
nova matriz. Seja ξi = qi e ξn+i = pi com i = 1, · · · , n, ou melhor, ξα, onde
α = 1, · · · , n︸ ︷︷ ︸

q′s

, n+ 1, · · · , 2n︸ ︷︷ ︸
p′s

. Donde

ξ̇α = σαβ ∂H

∂ξβ
, α, β = 1, · · · , 2n. (4.14)

A matriz
(
σαβ

)

(
σαβ

)
=

(
0 δi

j

−δi
j 0

)
, (4.15)

é uma matriz 2n× 2n. Para os parênteses fundamentais

{
ξα, ξβ

}
= σαβ . (4.16)
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A partir dessa notação, os parênteses de Poisson entre duas funções X(ξ), Y (ξ) ∈
R

2n tornam-se

¶X(ξ), Y (ξ)♢ =
∂X(ξ)
∂ξα

σαβ ∂Y (ξ)
∂ξβ

. (4.17)

De imediato, pode-se notar que a matriz (σαβ) é a inversa da matriz simplética
(canônica)

(
fαβ

)
(4.4). Os parênteses de Poisson são invariantes diante de trans-

formações canônicas. Seja a transformação ξ para ξ′ canônica, temos

¶X,Y ♢ξ =
∂X

∂ξα
σαβ ∂Y

∂ξβ
=
∂X

∂ξα

∂ξα

∂ξ′γ σ
γδ ∂ξ

β

∂ξ′δ
∂Y

∂ξβ
=

∂X

∂ξ′γ σ
γδ ∂Y

∂ξ′σ = ¶X,Y ♢ξ′

(4.18)
foi aplicada a propriedade σ = MTσM , com M a matriz Jacobiana da transforma-
ção. Sendo a forma simplética independente da base e responsável pela estrutura
canônica vinculada a evolução do sistema, a relação (4.17) pode ser reescrita

¶A,B♢∗ =
∂A

∂ξα
f αβ ∂B

∂ξβ
, (4.19)

onde
(
f αβ

)
=
(
fαβ

)−1
. A igualdade (4.19) teve sua validade demonstrada por

Montani em [55]. ¶ , ♢∗ são chamados de parênteses generalizados. Assim, vemos
que a forma simplética, e sua inversa, são responsáveis pala descrição dinâmica
do sistema. A 2-forma simplética f = 1

2 fαβdξ
α ∧ dξβ é obtida, como visto ante-

riormente, a partir do setor cinético de Lagrangianas escritas em primeira ordem
nas derivadas temporais das coordenadas do espaço de fase, ou seja, Lagrangianas
escritas da seguinte forma

L = aα(ξ)ξ̇α − V (ξ), (4.20)

onde α = 1, · · · , 2n. A forma (4.20) não e restritiva ao que se trata sua repre-
sentatividade para um sistema físico qualquer, pois (4.20) pode ser escrita com a
ajuda de campos auxiliares, sendo possível assim escrever qualquer Lagrangiana
desta forma. O formalismo de Faddeev-Jackiw [53] trata justamente da obtenção
de (fαβ) a partir de (4.20).

4.3.1 Método de Faddeev-Jackiw

Atribuindo 2n-coordenadas independentes ao espaço de fase R
2n

ξi = pi, e ξi+n = qi, i = 1, · · · , n (4.21)

a esse, associamos a 2n-dimensional 1-forma Ldt
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Ldt = d
(
piq

i
)
− dpiq

i −Hdt

=
1
2
ξαfαβdξ

β +
1
2
d
(
piq

i
)
−H(ξ)dt

=
1
2
ξαfαβdξ

β −H(ξ)dt, (4.22)

onde α, β = 1, · · · , 2n e a matriz fαβ é

fαβ =

(
0 −δi

j

δj
i 0

)

2n×2n

(4.23)

é a matriz simplética canônica [53].
As equações de Euler-Lagrange para a Lagrangiana L com a 1-forma qualquer

aα(ξ)dξ̇α, ou seja,

L = aα(ξ)dξ̇α − V (ξ), (4.24)

onde V (ξ) é o potencial generalizado, obtido por meio do processo que torna L
de primeira ordem em derivada temporal nas "velocidades"(daí chamar o primeiro
termo do lado direito de (4.24) de setor cinético), são

d

dt

(
∂L

∂ξ̇α

)
− ∂L

∂ξα
= 0.

∂L

∂ξα
= −∂V (ξ)

∂ξα
,

∂L

∂ξ̇α
= aα(ξ) (4.25)

d

dt
aα(ξ) =

∂aβ

∂ξα
ξ̇β − ∂aα

∂ξβ
ξ̇β . (4.26)

Resultando em

∂aβ

∂ξα
ξ̇β − ∂aα

∂ξβ
ξ̇β =

∂V

∂ξα
. (4.27)

∂αV = (∂αaβ − ∂βaα) ξ̇β = hαβ ξ̇
β, (4.28)

onde ∂α = ∂/∂ξα e hαβ = ∂αaβ − ∂βaα.
Analisando a forma do tensor hαβ , conclui-se que esse pode ser visto como as

componentes da 2-forma diferencial h. A derivada total da 1-forma aα(ξ)dξα que
compõe a 2-forma h, resulta em

h = daβ ∧ dξβ = ∂αaβdξ
α ∧ dξβ

=
1
2
∂αaβdξ

α ∧ dξβ +
1
2
∂αaβdξ

α ∧ dξβ

=
1
2
∂αaβdξ

α ∧ dξβ − 1
2
∂βaαdξ

α ∧ dξβ

=
1
2

(∂αaβ − ∂βaα) dξα ∧ dξβ =
1
2
hαβdξ

α ∧ dξβ . (4.29)
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Por construção, h é uma forma fechada, dh = 0. Nosso objetivo é identiĄcar h
com a 2-forma simplética f . Como h é fechada, falta essa ser não-degenerada.

A este ponto, vemos que para que seja possível a determinação dos parênteses
generalizados para um sistema físico, primeiramente é necessário obter a Lagran-
giana em primeira ordem nas "velocidades"para assim determinar hαβ , dada por

hαβ =
∂aβ(ξ)
∂ξα

− ∂aα(ξ)
∂ξβ

, (4.30)

a partir das 1-formas aα(ξ). Porém, é mais provável que (hαβ) seja degenerada,

tornando assim falsa sua identiĄcação com a matriz simplética
(
fαβ

)
, responsável

pela obtenção dos parênteses generalizados. É sobre como manipular hαβ , chamada
de matriz pré-simplética, até que esta seja de posto máximo (2n) na variedade (2n)-
dimensional N , portanto não-degenerada, que se trata o algoritmo de Barcelos
Neto-Wotzasek-Montani [54], [55].

4.3.2 Algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani

A Ąm obter (hαβ) de posto máximo, P = N = 2n, com a Ąnalidade de determinar
ξα dado por (4.28), analisemos o que podemos aĄrma de interessante sobre (hαβ)
e seus modos-zero. Associado à matriz (hαβ) de posto P < N , existem να

m(ξ)
modos-zero não nulos (m = 1, 2, · · · , N − P ) cujos autovalores associados a (hαβ)
são nulos.

να
mhαβ = 0. (4.31)

Multiplicando a equação de movimento (4.28) por να
m(ξ), obtêm-se

να
m∂αV = να

mhαβ ξ̇
β = 0, m = 1, 2, · · · , N − P. (4.32)

A eq.(4.32) mostra que o potencial generalizado está relacionado a inter-relações
(vínculos) entre as coordenadas do espaço de fase. να

m∂αV são os vínculos no mé-
todo simplético, esses são chamados de vínculos verdadeiros, e são denominados
por

Ωm = να
m∂αV = 0. (4.33)

A condição de consistência para os mesmos implica

Ω̇m =
∂Ωm

∂ξα
ξ̇α = 0. (4.34)

Operacionalmente, esses vínculos devem ser acrescentados na Lagrangiana
(4.24) à parte cinemática, ou seja,
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L(1) = aα(ξ)ξ̇α + λ̇mΩm − V (ξ)
∣∣∣∣
Ωm=0

, (4.35)

a derivada temporal pode ser transferida para o multiplicador de Lagrange λm a
menos de uma derivada total, que é um termo de superfície para a Lagrangiana.
Adicionar o vínculo Ωm à parte cinética leva em consideração a estabilidade dos
vínculos, além de restringir o potencial generalizado à superfície de vínculos. O
termo

V (ξ)
∣∣∣∣
Ωm=0

(4.36)

signiĄca que deve-se tomar o potencial da lagrangiana

L = aα(ξ)ξ̇α − V (ξ) (4.37)

e nesse eliminar os vínculos, quando presentes, do potencial V (ξ). o índice (1)
na Lagrangiana (4.35) serve para ilustrar que L(1) foi obtida de (4.24) após a
adição dos vínculos obtidos através da condição (4.33). De modo mais claro, a
Lagrangiana (4.35) poderia ser escrita com os seguintes índices

L(1) = a(1)
α (ξ)ξ̇α + λ̇mΩm − V (1)(ξ), (4.38)

onde V (1) = V (0)♣Ωm=0. Para a Lagrangiana (4.38), a nova matriz pré-simplética
é dado por

h
(1)
αβ =

∂a
(1)
β

∂ξ(1)α
− ∂a

(1)
α

∂ξ(1)β
(4.39)

com o espaço de fase passando às coordenadas ξ(1)α =
(
ξ(0) λm

)
. O índice zero

em ξ(0) refere-se às coordenadas do espaço de fase antes da obtenção dos vínculos,
cuja Lagrangiana era

L(0) = a(0)
α (ξ)ξ̇α − V (0)(ξ). (4.40)

Se
(
h

(1)
αβ

)
, que terá a forma

(
h

(1)
αβ

)
=


 h

(0)
αβ

∂Ωm

∂ξ(0)α

− ∂Ωm

∂ξ(0)β 0


 , (4.41)

ainda for degenerada, repete-se os passos anteriores até que (h(n)
αβ ) seja não-degenerada.

Esse é o caso para sistemas compostos por vínculos de segunda classe, segundo a
nomenclatura do método de Dirac. Mas se após n iterações deste algoritmo

(
h

(n)
αβ

)

continuar degenerada, signiĄca que este sistema também é composto por vínculos
de primeira classe. Os quais são geradores de simetrias de calibre, segundo a con-
jectura de Dirac [84] e/ou geram correlações entre as coordenadas do espaço de
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fase. Para o caso da presença de simetria de calibre, os Ąxadores de calibre devem
ser adicionados ao setor cinético da Lagrangiana, assim como feito para os víncu-
los. O número de iterações será Ąnito e menor ou igual ao número de coordenadas
usadas para descrever o sistema, já que vínculos além destes serão combinações
lineares dos demais.

Como mostrado em [55], [88] a existência de uma inversa da matriz pré-
simplética está relacionada à presença de vínculos de segunda classe, apesar de
tal classiĄcação não se fazer necessária para todo o desenvolvimento do método
simplético. Considerando a seguinte Lagrangiana

L = aα(ξ)ξ̇α − V (ξ), α = 1, 2, · · · , 2n (4.42)

segundo o formalismo de Dirac, esta Lagrangiana possui Ωα = Πα−aα(ξ) vínculos
primários, com Πα = ∂L

∂ξ̇α
. Os parêntese de Poisson entre estes vínculos resultam

em

¶Ωα,Ωβ♢ =
∂Ωα

∂ξσ

∂Ωβ

∂Πσ
− ∂Ωβ

∂ξδ

∂Ωα

∂ξδ

= −∂aα(ξ)
∂ξα

δβ
δ +

∂aβ(ξ)
∂ξα

δα
δ = ∂αaβ − ∂βaα

= hαβ (4.43)

Logo, se este sistema físico possui vínculos de segunda classe, (hαβ) terá inversa,
caso contrário existem vínculos de primeira classe ou relações entre as coordenadas
do espaço de fase que devem ser levados em conta, como mencionado anteriormente.
Quando Ąnalmente

(
hαβ

)
= (hαβ)−1 é não-degenerada, essa pode ser usada na

eq.(4.19) para obtenção dos parênteses generalizados.
As próximas seções deste texto irão se dedicar à aplicação do método des-

crito acima a um Ćuido ideal relativístico carregado, através de uma Lagrangiana
contendo o tensor com acoplamento entre os campos do Ćuido com os campos
eletromagnéticos.

4.4 Tensor Energia-Momento do Fluido Ideal Relati-
vístico

Considerando o tensor energia-momento para partículas massivas relativísticas

Tαβ = nmuαuβ . (4.44)
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n é a concentração de partículas de massa m, onde m é a massa de repouso
das partículas, ou seja, a massa de uma partícula medida em um referencial que
se move junto à esta mesma partícula. Grandezas medidas dessa maneira são
chamadas de grandezas próprias. O termo uα é a quadrivelocidade da partícula
e Tαβ é um tensor de segunda ordem simétrico. Para um referencial que se move
junto a um Ćuido (pode ser um gás de partículas relativísticas ideal), ou seja, a
quadrivelocidade assume a forma uα = (1, 0, 0, 0), o tensor em (4.44) tem suas
componentes dadas por

(Tαβ) =




ρI 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P


 (4.45)

ρI é a densidade de energia interna do Ćuido medida no referencial de repouso
e P é a pressão experimentada pelo volume de Ćuido. A métrica é dada por
ηαβ=diag(−1, 1, 1, 1). Consideremos o caso mais geral, onde um sistema de coorde-
nadas K ′ move-se com velocidade v⃗ em relação a um outro sistema de coordenadas
K, no qual o Ćuido encontra-se em repouso. Sendo Λ(v⃗) a matriz da transforma-
ção de Lorentz entre os referenciais K e K ′, cuja direção de v⃗ é arbitraria, Tαβ

transforma-se da seguinte maneira

Tαβ = Λα
µ(v⃗)TµνΛβ

ν (v⃗) = huαuβ + Pηαβ . (4.46)

h = ρI +P é a entalpia relativística e pode ser expressa por2 h = nmK3(mc2/KBT )
K2(mc2/KBT )

.

Kν(mc2/KBT ) são as funções de Bessel modiĄcadas de índice ν. ΛT (v⃗) é a matriz
transposta de Λ(v⃗) dada por [90]

Λ(v⃗) =

(
γ −γvj

−γvi δij + (γ − 1) vivj

v2

)
. (4.47)

Onde γ = (1− v2)−1/2, c = 1 e i, j = 1, 2, 3. A densidade de energia ρI , relaciona
N (número de partículas), ε̄ (energia média da partícula) e o volume V da seguinte
maneira

ρI =
Nε̄

V
. (4.48)

Onde ϵ̄ é dado por

ε̄ =
1
Z

∫
e−ε/KBTd3p = mc2 k3(mc2/KBT )

K2(mc2/KBT )
−KT, (4.49)

e
Z =

∫
e−ε/KBTd3p = 4πm2c2K2(mc2/KBT ). (4.50)

2A entalpia dada em termos da razão de funções de Bessel modiĄcadas de segundo tipo
advém do uso da distribuição de Maxwell relativística para as velocidades [89]
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ε é dada pela relação entre momento e energia ε =
√
c2p⃗ 2 + c4m2. Desse modo

ρI = nmc2h − P , relacionando assim a energia interna do gás e sua pressão à
entalpia.

4.5 Campo Tensorial Com Acoplamento Mínimo

O acoplamento mínimo para um sistema de partículas relativísticas carregadas,
onde existe a presença do campo eletromagnético é introduzido através da seguinte
substituição

pµ → pµ + qAµ e mUµ → mUµ + qAµ, (4.51)

onde pµ é o quadrimomento, Uµ a quadrivelocidade (nesta seção e na próxima a
quadrivelocidade será representado por Uµ, ao invés de uµ), q é a carga do elétron,
Aµ é o quadripotencial eletromagnético e m é a massa do elétron. Por meio desse
acoplamento entre os quadrivetores é possível transmitir a presença da força de
Lorentz à variação do momento das partículas carregadas. Com o intuito de obter
o acoplamento que relacione o tensor de campo eletromagnético e os campos do
Ćuido, realizemos a seguinte análise.

Para a descrição de um gás de partículas relativísticas carregadas livres, faz-se
necessário as equações de Maxwell

∂νF
µν = Jµ, (4.52)

∂νFµν = 0, (4.53)

a equação de movimento para o Ćuido

∂νT
µν
(α) = qFµνΓν(α). (4.54)

Onde o índice (α) serve para dizer que essa equação de movimento se aplica ao vo-
lume de Ćuido constituído por espécies (componentes) rotuladas com o índice (α).
Por exemplo, para um plasma de duas espécies, uma espécie é carregada positi-
vamente, a outra negativamente. Porém, pelas mesmas considerações feitas sobre
o livre caminho médio das partículas no capítulo 2, sabemos não ser necessário
carregar estes índices, uma vez que essas considerações são satisfeitas. A última
equação para suplementar a descrição, é a equação da continuidade

∂νΓν = 0. (4.55)

Pois apesar da eq.(4.54) conter a conservação da energia e do momento, a equação
da continuidade deve ser aplicada para a obtenção das equações de movimento [59].



4.5. CAMPO TENSORIAL COM ACOPLAMENTO MÍNIMO 75

Na eq.(4.55), Γν = nUν , onde n é o número de partículas por unidade de volume
próprio, ou seja, n é a densidade numérica de partículas no referencial próprio do
volume de Ćuido. Fµν é o tensor de campo eletromagnético Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.
Seu dual é dado por Fµν = 1

2ε
µναβFαβ .

O tensor energia-momento relativístico para o Ćuido é

Tµν = hUµUν + Pηµν (4.56)

onde h é a densidade de entalpia, P é a pressão e Uµ é a quadrivelocidade, Uµ =(
γ, γV⃗

)
e γ =

(
1− V 2

)− 1
2 . Vamos utilizar kB = 1 e c = 1, kB é a constante de

Boltzmann.
A densidade de corrente é um importante termo para a construção do acopla-

mento, e é dada por

Jµ = qnUµ. (4.57)

A partir de agora, passemos a identiĄcar a densidade de entalpia com a função
f(t) da seguinte forma

h = mn
K3(m

T )
K2(m

T )
= mnf(T ). (4.58)

f : R
3 → R é uma função somente da temperatura. Esse sistema físico será

considerado relativístico também nas temperaturas.
Finalmente, para a obtenção do acoplamento entre os campos do Ćuido e eletro-

magnético, é necessário deĄnir em analogia ou tensor de campo eletromagnético,
o tensor de segunda ordem antissimétrico para os campos do Ćuido

Sµν = ∂µfUν − ∂ν fUµ (4.59)

onde f = f(T ). Seguindo a analogia com o eletromagnetismo, deĄne-se dois novos
vetores

Si0 = Qi, Sij = Rk, i, i, k = 1, 2, 3 (4.60)

com a segunda equação de (4.60) válida para permutações cíclicas de i, j, k. Por
construção, é valida para Q⃗ e R⃗

∇ · R⃗ = 0 e
∂R⃗

∂t
+∇× Q⃗ = 0 (4.61)

onde

Q⃗ = −
[
∂fU⃗

∂t
+∇f γ

]
(4.62)

R⃗ = ∇× fU⃗ (4.63)
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Tendo essas equações e deĄnições, façamos as seguintes combinações. Uti-
lizando a equação para a entalpia (4.58) no tensor energia-momento (4.54), a
equação de movimento (4.54) Ąca

∂ν [Pηµν +mnf(T )] = qFµνnUν , (4.64)

∂µP +mnUν∂ν (f(T )Uµ) + f(T )Uµ∂ν (mnUν) = qFµνnUν . (4.65)

Usando a equação da continuidade ∂µΓµ = ∂µ(nUµ) = 0.

∂µP +mnUν∂ν (f(T )Uµ) = qFµνnUν (4.66)

Agora, fazendo o produto interno de Uµ com Sµν , obtém-se

UµS
µν = Uµ∂

µ (f(T )Uν)− Uµ∂
ν (f(T )Uµ)

= Uµ∂
µ (f(T )Uν)− UµU

µ∂ν f(T )− Uµf(T )∂νUµ. (4.67)

Dado que UµU
µ = −1, Uµ∂

νUµ = 0, escreve-se

UµS
µν − ∂ν f(T ) = Uµ∂

µ (f(T )Uν) . (4.68)

Substituindo (4.68) na (4.66)

∂νP +mn [UµS
µν − ∂ν f(T )] = qnF νµUµ,

∂νP +mnUµS
µν −mn∂ν f(T ) = qnF νµUµ. (4.69)

Rearranjando e equação (4.69), chega-se a

1
mn

∂νP − ∂ν f(T ) =
q

m

(
F νµ +

m

q
Sνµ

)
Uµ. (4.70)

Para n constante, a eq.(4.70) pode ser reescrita como

T∂νσ = qMµνUµ, (4.71)

onde T∂νσ é a equação relativística para a variação da entropia dada por

T∂νσ = ∂ν
(
h

n

)
− 1
n
∂νP, (4.72)

e o tensor Mµν foi deĄnido como

Mµν = Fµν +
m

q
Sµν . (4.73)

Mµν é escrito por meio de um acoplamento semelhante ao (4.51). Esse tensor
representa a uniĄcação do campo do Ćuido com o campo eletromagnético [86].
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Através da contração de Uν com a equação (4.71), é possível obter as equações
de movimento para um Ćuido homentrópico (entropia constante) por conta da
antissimetria do tensor Mµν . A saber

TUν∂
νσ = qUνM

µνUµ = 0. (4.74)

Ou seja, ao longo de uma linha de Ćuxo a entropia permanece constante

TUν∂
νσ = γT

dσ

dt
= 0. (4.75)

Com isso a equação de movimento

UµM
µν = 0 (4.76)

contém a dinâmica para um Ćuido homentrópico relativístico carregado imerso
em um campo eletromagnético. Dessa equação (4.76), podemos observar que na
ausência de campo eletromagnético, (4.76) deve se reduzir a UµS

µν = 0, implicando
que quando na presença de campo eletromagnético tanto o tensor quanto os campos
devem obedecer a seguinte composição

Sµν +
q

m
Fµν e f(T )Uµ +

q

m
Aµ (4.77)

ou seja, um acoplamento mínimo semelhante ao apresentado em (4.51). E assim é
respondida a questão aberta no início desta seção.

Testando o limite não-relativístico de (4.76) com a Ąnalidade de recuperar
resultados clássicos, realiza-se a aproximação γ = 1 e f(T ) = 1 para todos os termos
onde estes estão presentes, exceto para os envolvendo o gradiente do produto γf(T ).
Para ∇(fγ), é necessário manter os termos em primeira ordem

γ ≈ 1 +
V 2

2
e f(T ) =

K3(m
T )

K2(m
T )
≈ 1 +

5
2
T

m
. (4.78)

Da equação de movimento para o Ćuido isentrópico

Uµ

[
∂µ (f(T )Uν)− ∂ν (f(T )Uµ) +

q

m
(∂µAν − ∂νAµ)

]
= 0. (4.79)

Variando os índices µ, ν = 0, 1, 2, 3, obtêm-se

−∂tV⃗ −∇
[
V 2

2
+

5
2
T

m

]
+

q

m

[
E⃗ + V⃗ ×

(
∇× A⃗+

m

q
∇× V⃗

)]
= 0 (4.80)

A eq.(4.80) é a equação de movimento para um Ćuido homentrópico para tem-
peraturas da ordem de mc2 >> kBT , ou seja, é a equação para um Ćuido carregado
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clássico, cuja pressão é proporcional a n5/3 [86]. Quando aplicado o limite não-
relativístico à eq.(4.62), Q⃗ passa a ser dado pela expressão

Q⃗ = −
[
∂V⃗

∂t
+∇

(
V 2

2
+

5
2
T

m

)]
, (4.81)

onde por meio da equação de movimento (4.80) (Navier-Stokes) é possivel associar
o vetor de Lamb da seguinte forma

l⃗ = Q⃗+
q

m

[
E⃗ + v⃗ × (∇× A⃗)

]
. (4.82)

Relações semelhantes à (4.82), porém para escoamentos onde a viscosidade está
presente foram obtidos em [31] e [61].

A introdução do tensor Sµν possibilitou a construção do acoplamento mínimo
entre os campos do Ćuido e eletromagnético, esse resultado foi expresso através do
tensor Mµν , que relaciona os campos livres.

O resultado (4.73) foi obtido por S. M. Mahajan em [86]. Em seu trabalho,
Mahajan lançou algumas questões pertinentes ao acoplamento entre os campos
do Ćuido e o campo eletromagnético. como por exemplo a obtenção de um aco-
plamento mínimo de forma que os campos do Ćuido carregado em alta tempera-
tura quando imersos em um campo eletromagnético, possam ser apresentados de
forma compacta em uma equação de movimento para um escoamento homentró-
pico (eq.(4.76)). Dessa forma Mahajan foi capaz de compactar a dinâmica de um
Ćuido carregado em alta temperatura com entropia constante em uma equação
relativamente simples.

A próxima seção trata da obtenção dos parênteses generalizados para um gás de
partículas relativísticas livres carregadas na presença de campo eletromagnético.

4.6 Aplicação do método Simplético ao Fluido Carre-
gado

O objetivo desta seção é aplicar o método simplético a um Ćuido relativístico ideal
carregado, tendo como ponto de partida a Lagrangiana homogênea dos campos
livres descrita pelo acoplamento obtido na seção anterior

Mµν = Fµν +
m

q
Sµν (4.83)

Da equação (4.76), a qual contém a dinâmica para um Ćuido isentrópico re-
lativístico composto por partículas massivas carregadas, imerso em um campo
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eletromagnético, obtemos a seguinte densidade Lagrangiana

L = −1
4

[
SµνSµν + g2FµνFµν

]
− gfUµ∂νFµν , (4.84)

onde Sµν = ∂µ(fUν) − ∂ν(fUµ), f(T ) = K3(m/T )
K2(m/T ) , Uµ = (γ, γV i) = (U0, U i) é a

quadrivelocidade, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ com Aµ o quadrivetor eletromagnético e
g := q

m é a razão carga-massa das partículas constituintes do Ćuido. O tensor
métrico é tal que ηµν = diag(−1, 1, 1, 1).

A densidade Lagrangiana (4.84) pode ser reescrita na seguinte forma

L =
1
2

[
− ∂

∂t
(fU⃗)−∇(fU0)

]2

− 1
2

(∇× (fU⃗))2 +
g2

2

[
− ˙⃗
A−∇A0

]2

− 1
2
g2(∇× A⃗)2 − gfUµ∂νFµν . (4.85)

Trabalhando com os índices do último termo

L =
1
2

(
−(f ˙⃗

U)−∇(fU0)
)2

− 1
2

(∇× (fU⃗))2 +
g2

2
(− ˙⃗
A−∇A0)2 − 1

2
g2(∇× A⃗)2

− gfU0∂i(∂0Ai − ∂iA0)− gfU i∂0(∂iA0 − ∂0Ai)− gfU i∂j(∂iAj − ∂jAi).

(4.86)

DeĄne-se agora o campo auxiliar Σµ = (∂0A
µ, ϕ), onde3 ϕ é seu momento

conjugado. A deĄnição de campos auxiliares é um procedimento padrão para a
obtenção de Lagrangianas de primeira ordem nas "velocidades". Assim

L =
1
2

(
−(f ˙⃗

U)−∇(fU0)
)2

− 1
2

(∇× (fU⃗))2 +
g2

2
(−Σ⃗−∇A0)2 − 1

2
g2(∇× A⃗)2

− gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0)− gfU⃗(∇Σ0 + ˙⃗Σ)− gfU⃗(∇×∇× A⃗). (4.87)

Agora, calcula-se os momentos conjugados referentes às variáveis canônicas
(Uµ, pµ),(Aµ, πµ),(Σµ, ϕµ). Os quais resultam

pµ =
∂L

∂ (∂0Uµ)
= f Sµ0, (4.88)

ϕµ =
∂L

∂ (∂0Σµ)
= gf Ukηkµ, (4.89)

πµ =
∂L

∂ (Σµ)
− ∂0

∂L
∂ (∂0Σµ)

− 2∂k
∂L

∂ (∂kΣµ)

= g2Fµ0 − S0kηkµg + ∂k (f Uk) gηµ0. (4.90)

3Neste capítulo ϕ não deve ser confundido com as deĄnições para ϕ dos capítulos
anteriores.
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Em seguida é feita a identiĄcação desses momentos na Lagrangiana em primeira
ordem nas "velocidades".

L =
1
2

(
−∂0(fU⃗)−∇(fU0)

)2
−
(
∇× (fU⃗)

)2
+ g2(−Σ⃗−∇A0)2 − g2(∇× A⃗)2



− gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0)− gfU⃗(∇Σ0 + ˙⃗Σ)− gfU⃗(∇×∇× A⃗). (4.91)

Levando em conta p⃗ = f(−∂0(fU⃗)−∇(fU0)), onde ∂0 = ∂
∂t , escreve-se

(−∂0(fU⃗)−∇(fU0)) · (−∂0(fU⃗)−∇(fU0)) = (−∂0(fU⃗)−∇(fU0)) · (−f
˙⃗
U −∇(fU0))

= −p⃗ · ˙⃗
U − p⃗

f
· ∇(fU0). (4.92)

Onde foi considerado que f(T ) = f não depende explicitamente do tempo. Reescre-

vendo a eq.(4.91) e observando que p⃗2

f2
pode ser escrita como p⃗ 2

f 2 =
(
−∂0(fU⃗)−∇(fU0)

)2
,

ou seja,

p⃗ 2

f 2 = −p⃗ · ˙⃗
U − p⃗

f
· ∇(fU0), (4.93)

obtém-se

L =
1
2

{
p⃗ 2

f 2 +
p⃗ 2

f 2 −
p⃗ 2

f 2 − (∇× (fU⃗))2 + g2(−Σ⃗−∇A0)2 − g2(∇× A⃗)2

}

− gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0)− gfU⃗ · (∇Σ0 + ˙⃗Σ)− gfU⃗ · (∇×∇× A⃗). (4.94)

Notando que as componentes espaciais de ϕµ são ϕ⃗ = gfU⃗ , somando e subtraindo
πµȦ

µ = πµΣµ, podemos escrever a densidade lagrangiana de primeira ordem em
derivadas temporais das "velocidades"

L(0) = −p⃗ · ˙⃗
U − ϕ⃗ · ˙⃗Σ + πµȦ

µ − V (0), (4.95)

onde

V (0) = πµΣµ +
1
2
p⃗ 2

f 2 +
p⃗

f
· ∇(fU0) +

1
2

(∇× (fU⃗))2 − g2

2
(−Σ⃗−∇A0)2

+
g2

2
(∇× A⃗)2 + gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0) + ϕ⃗ · ∇Σ0 + ϕ⃗ · (∇×∇× A⃗).

(4.96)

O índice (0) em (4.95) será importante para numerar os passos de iteração do
algoritmo simplético.
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O conjunto de variáveis que deĄnem o espaço de fase estendido é dado por
ξ(0) = (Uk, Pk, U

0;Ak, πk;A0, π0; Σk, ϕk,Σ0). Para a obtenção da 2-forma pré-
simplética(que chamaremos de f

(0)
ij (x⃗, y⃗), calculamos os momentos canônicos asso-

ciados aos campos

0aU
k = −pk; 0ap

k = 0; 0aU0

0 = 0; 0aA
k = πk; 0aπ

k = 0; 0aA0

0 = π0;
0aπ0

0 = 0; 0aΣ
k = −ϕk; 0aϕ

k = 0; 0aΣ0

0 = 0. (4.97)

Os únicos termos diferentes de zero da matriz f
(0)
ij (x⃗, y⃗), cujos elementos são

dados pela 2-forma f
(0)

ij (x⃗, y⃗), são

f
(0)U⃗ p⃗
ij (x⃗, y⃗) =

δ(0ap
j (y⃗))

δU i(x⃗)
− δ(0aU

i (x⃗))
δpj(y⃗)

= δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.98)

f
(0)A⃗π⃗
ij (x⃗, y⃗) =

δ(0aπ
j (y⃗))

δAi(x⃗)
− δ(0aA

i (x⃗))
δπj(y⃗)

= −δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.99)

f
(0)Σ⃗ϕ⃗
ij (x⃗, y⃗) =

δ(0aϕ
j (y⃗))

δΣi(x⃗)
− δ(0aΣ

i (x⃗))
δϕj(y⃗)

= δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.100)

f
(0)π0A0

00 (x⃗, y⃗) =
δ(0aA0

0 (y⃗))
δπ0(x⃗)

− δ(0aπ0
0 (x⃗))

δA0(y⃗)
= δ(3)(x⃗− y⃗). (4.101)

A matriz
(
f

(0)
ij (x⃗, y⃗)

)
tem a seguinte forma

(f (0)
ij (x⃗, y⃗)) =




0 δij 0 0 0 0 0 0 0 0
−δij 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −δij 0 0 0 0 0
0 0 0 δij 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 δij 0
0 0 0 0 0 0 0 −δij 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




δ(3)(x⃗− y⃗),

(4.102)
que é uma matriz degenerada, ou seja, deve-se obter os modos-zero para esta
matriz. Calculando o modo-zero através de

∫
d3xf

(0)
ij (x⃗, y⃗)v(0)

j (y⃗) = 0, com

v(0)T

(y⃗) = (v(0)U
j (y⃗), v(0)p

j (y⃗), v(0)U0

0 (y⃗), v(0)A
j (y⃗), v(0)π

j (y⃗), v(0)A0

0 (y⃗), v(0)π0

0 (y⃗),

v
(0)Σ
j (y⃗), v(0)ϕ

j (y⃗), v(0)Σ0

0 (y⃗)), (4.103)
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resulta

∫
d3y




δijv
(0)p
j (y⃗)δ(3)(x⃗−y⃗)

−δijv
(0)U
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)

0 · v(0)U0

0 (y⃗)
−δijv

(0)π
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

δijv
(0)A
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

−v(0)π0

0 (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

v
(0)A0

0 (y⃗)δ(x⃗− y⃗)
δijv

(0)ϕ
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

−δijv
(0)Σ
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)

0 · v(0)Σ0

0 (y⃗)




= 0. (4.104)

Essa matriz tem dois modos-zero, v(0)U0

0 (x⃗) e v(0)Σ0

0 (x⃗). A saber,

1v(0)(x⃗) = (0, 0, v(0)U0
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) (4.105)

e

2v(0)(x⃗) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, v(0)Σ0
), (4.106)

que são completamente arbitrários. Aplicando
∫
d3x v

(0)φ
γ (x⃗) δ

δφ(x⃗)

∫
d3y U (0)(y⃗) =

0, obtém-se os vínculos verdadeiros. Para 1v(0)(x⃗)

1Ω(0) =
∫
d3x v(0)U0

(x⃗)
δ

δU0(x⃗)

∫
d3y V (0)(y⃗) = 0. (4.107)

Os únicos termos diferentes de zero após a aplicação da derivada funcional são

1Ω(0) =
∫
d3x v(0)U0 δ

δU0(x⃗)

∫
d3y

[
p⃗

f
· ∇(fU0) + gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0)

]

=
∫
d3x v(0)U0

(x⃗)
δ

δU0(x⃗)

∫
d3y

[
p⃗ · ∇U0 +

U0

f
p⃗ · ∇f + gfU0(∇ · Σ⃗−∇2A0)

]

=
∫
d3x v(0)U0

(x⃗)
∫
d3y

[
p⃗ · ∇δ(x⃗− y⃗) +

p⃗

f
· ∇fδ(x⃗− y⃗)

+ gf(∇ · Σ⃗−∇2A0)δ(x⃗− y⃗)
]

=
∫
d3x v(0)U0

(x⃗)
[
−∇ · p⃗+

p⃗

f
· ∇f + gf(∇ · Σ⃗−∇2A0)

]
= 0. (4.108)

Resultando no seguinte vínculo
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1Ω(0) = ∇ · p⃗− p⃗

f
· ∇f− gf(∇ · Σ⃗−∇2A0) = 0. (4.109)

Para o segundo vínculo 2Ω(0)

2Ω(0) =
∫
d3x v(0)Σ0

(x⃗)
δ

δΣ0(x⃗)

∫
d3y

[
π0Σ0 + ϕ⃗ · ∇Σ0

]

=
∫
d3x v(0)Σ0

(x⃗)
∫
d3y

[
π0δ(x⃗− y⃗) + ϕ⃗ · ∇δ(x⃗− y⃗)

]

=
∫
d3x v(0)Σ0

(x⃗)
[
π0 −∇ · ϕ⃗

]
= 0

2Ω(0) = π0 −∇ · ϕ⃗ = 0. (4.110)

Introduzindo os dois vínculos na Lagrangiana, através do produto com a derivada
temporal dos multiplicadores de Lagrange, resulta a seguinte expressão

L(1) = −p⃗ · ˙⃗
U − ϕ⃗ · ˙⃗Σ + πµȦ

µ + λ̇1
1
Ω(0) + λ̇2

2
Ω(0) − V (1), (4.111)

onde o potencial generalizado é

V (1) = V (0)

∣∣∣∣
1Ω=2Ω=0

= π⃗ · Σ⃗ +
1
2
p⃗ 2

f 2 +
1
2

(∇× (fU⃗))2 − g2

2
(−Σ⃗−∇A0)2

+
g2

2
(∇× A⃗)2 + ϕ⃗ · (∇×∇× A⃗), (4.112)

Ficamos assim com o novo conjunto de variáveis para o espaço de fase estendido
ξ(1) = (Uk, pk;Ak, πk, A

0, π0; Σk, ϕk;λ1, λ2). Os momentos canônicos para esse
novo conjunto de variáveis são

1aU
k = −pk; 1ap

k = 0; 1aA
k = πk; 1aπ

k = 0; 1aA0

0 = π0;
1aπ0

0 = 0; 1aΣ
k = −ϕk; 1aϕ

k = 0; 1aλ1 =1 Ω(0); 1aλ2 =2 Ω(0). (4.113)

Os elementos da matriz (f (1)
ij (x⃗.y⃗)) diferentes de zero, dados pela 2-forma pré

simplética são
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f
(1)U⃗ p⃗

ij (x⃗, y⃗) =
δ(1ap

j (y⃗))

δU i(x⃗)
− δ(1aU

i (x⃗))
δpj(y⃗)

= δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.114)

f
(1)A⃗π⃗

ij (x⃗, y⃗) =
δ(1aπ

j (y⃗))

δAi(x⃗)
− δ(1aA

i (x⃗))
δπj(y⃗)

= −δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.115)

f
(1)Σ⃗ϕ⃗

ij (x⃗, y⃗) =
δ(1aϕ

j (y⃗))

δΣi(x⃗)
− δ(1aΣ

i (x⃗))
δϕj(y⃗)

= δijδ
(3)(x⃗− y⃗), (4.116)

f
(1)π0A0

00 (x⃗, y⃗) =
δ(1aA0

0 (y⃗))
δπ0(x⃗)

− δ(1aπ0
0 (x⃗))

δA0(y⃗)
= δ(3)(x⃗− y⃗), (4.117)

f
(1)p⃗λ1

i (x⃗, y⃗) =
δ(1aλ1)(y⃗)
δpi(x⃗)

− δ(1ap
i (x⃗))

δλ1(y⃗)
=

(
∂y

i −
∂y

i f

f

)
δ(3)(x⃗− y⃗),(4.118)

f
(1)A0λ1

0 (x⃗, y⃗) =
δ(1aλ1(y⃗))
δA0(x⃗)

− δ(1aA0

0 (x⃗))
δλ1(y⃗)

= −gf ∂2
yδ

(3)(x⃗− y⃗), (4.119)

f
(1)Σ⃗λ1

i (x⃗, y⃗) =
δ(1aλ1(y⃗))
δΣi(x⃗)

−
δ(1aΣ

j (x⃗))

δλ1(y⃗)
= −gf∂y

i δ
(3)(x⃗− y⃗), (4.120)

f
(1)π0λ2

0 (x⃗, y⃗) =
δ(1aλ2(y⃗))
δπ0(x⃗)

− δ(1aπ0
0 (x⃗))

δλ2(y⃗)
= δ(3)(x⃗− y⃗), (4.121)

f
(1)ϕ⃗λ2

i (x⃗, y⃗) =
δ(1aλ2(y⃗))
δϕi(x⃗)

− δ(1aϕ⃗
i (x⃗))

δλ2(y⃗)
= −∂y

i δ
(3)(x⃗− y⃗). (4.122)

A matriz (f (1)
ij (x⃗, y⃗)) é




0 δij 0 0 0 0 0 0 0 0

−δij 0 0 0 0 0 0 0
(
∂y

i −
∂y

i
f

f

)
0

0 0 0 −δij 0 0 0 0 0 0
0 0 δij 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 −gf∂2

y 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 δij −gf∂y

i 0
0 0 0 0 0 0 −δij 0 0 −∂y

i

0
(
−∂x

j +
∂x

j f

f

)
0 0 gf∂2

x 0 gf∂x
j 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 ∂x
j 0 0




δ(x⃗−y⃗).

(4.123)
Que também é degenerada. Para obtermos os modos-zero desta nova matriz,

∫
d3y f

(1)
ij (x⃗, y⃗)v(1)

j (y⃗) = 0. (4.124)

Onde
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v(1)T (y⃗) = (v(1)U
j (y⃗), v(1)p

j (y⃗), v(1)A
j (y⃗), v(1)π

j (y⃗), v(1)A0
(y⃗), v(1)π0(y⃗),

v
(1)Σ
j (y⃗), v(1)ϕ

j (y⃗), v(1)λ1

j (y⃗), v(1)λ2

j (y⃗)), (4.125)

resulta

∫
d3y




δijv
(1)p⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

−δijv
(1)U⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗) +

(
∂y

i −
∂y

i
f

f

)
δ(x⃗− y⃗)v(1)λ1(y⃗)

−δijv
(1)π⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

δijv
(1)A⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)

−v(1)π0(y⃗)δ(x⃗− y⃗)− gf∂2
yδ(x⃗− y⃗)v(1)λ1(y⃗)

v(1)A0
(y⃗)δ(x⃗− y⃗) + v(1)λ2(y⃗)δ(x⃗− y⃗)

δijv
(1)ϕ⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)− gf∂y

i δ(x⃗− y⃗)v(1)λ1(y⃗)

−δijv
(1)Σ⃗
j (y⃗)δ(x⃗− y⃗)− ∂y

i δ(x⃗− y⃗)v(1)λ2(y⃗)(
−∂x

j +
∂x

j f

f

)
δ(x⃗− y⃗)v(1)p⃗

j (y⃗) + gf∂2
xδ(x⃗− y⃗)v(1)A0

(y⃗) + gf∂x
j δ(x⃗− y⃗)v(1)Σ⃗

j (y⃗)

−v(1)π0(y⃗)δ(x⃗− y⃗) + ∂x
j δ(x⃗− y⃗)v(1)ϕ⃗

j (y⃗)




= 0.

(4.126)
De onde vem as seguintes relações

v
(1)p
i (x⃗) = 0; v(1)π

i (x⃗) = 0; v(1)A
i (x⃗) = 0; v(1)Σ

i (x⃗) = ∂iv
(1)λ2(x⃗);

v
(1)A0

0 (x⃗) = −v(1)λ2(x⃗); v(1)π0

0 (x⃗) = ∂2
x

(
gfv(1)λ1(x⃗)

)
;

v
(1)ϕ
i (x⃗) = −∂x

j

(
gfv(1)λ1(x⃗)

)
; v(1)U

i (x⃗) = −∂x
i v

(1)λ1(x⃗)− ∂if

f
v(1)λ1(x⃗),

(4.127)

onde v(1)λ1(x⃗) e v(1)λ2(x⃗) são funções arbitrárias. O modo-zero é

v(1)T = (v(1)U
j (x⃗); 0; 0; 0; v(1)A0

0 (x⃗); v(1)π0

0 (x⃗); v(1)Σ
j (x⃗);

v
(1)ϕ
j (x⃗); v(1)λ1(x⃗); v(1λ2)(x⃗)). (4.128)

Resultando no vínculo

∫
d3x v

(1)φ
j (x⃗)

δ

δφj(x⃗)

∫
d3yV (1)(y⃗) = 0. (4.129)

Aplicando à (4.128), vem
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∫
d3x

[
v

(1)U
j (x⃗)

δ

δU j(x⃗)
+ v

(1)A0

0 (x⃗)
δ

δA0(x⃗)
+ v

(1)Σ
j (x⃗)

δ

δΣj(x⃗)

+ v
(1)ϕ
j (x⃗)

δ

δϕj(x⃗)

] ∫
d3yV (1)(y⃗) = 0. (4.130)

Substituindo V (1)(y⃗)

∫
d3x

[
v

(1)U
j (x⃗)

δ

δU j(x⃗)
+ v

(1)A0

0 (x⃗)
δ

δA0(x⃗)
+ v

(1)Σ
j (x⃗)

δ

δΣj(x⃗)

+ v
(1)ϕ
j (x⃗)

δ

δϕj(x⃗)

] ∫
d(3)y

[
πiΣi +

1
2
p2

f 2 +
1
2

(∇× (fU⃗))2

− g2

2

(
ΣiΣi + (∂iA

0)2 + 2Σi∂iA
0
)

+
g2

2
(∇× A⃗)2 + ϕi(∇×∇× A⃗)i

]
= 0.

(4.131)

Que pode ser escrita

∫
d3x [v(1)A0

0 (x⃗)
∫
d3y(−g2

[(
∂jA

0
)

+ Σj
]
∂jδ

(3)(x⃗− y⃗))]

+ v
(1)Σ
j (x⃗)

∫
d3y

[
πiδijδ

(3)(x⃗− y⃗)− g2
(
Σi + ∂iA

0
)
δijδ

(3)(x⃗− y⃗)
]

+ v
(1)ϕ
j (x⃗)

∫
d3y(∇×∇× A⃗)j ] = 0. (4.132)

Realizando uma integração por partes no segundo termo, e relacionando v(1)A0

0 (x⃗)
e v(1)Σ

j (x⃗) através das eq.(4.127), a equação anterior Ąca

∫
d3x


v

(1)A0

0 (x⃗)∂jπ
j + v

(1)ϕ
j (x⃗)

∫
d3y (∇×∇× A⃗)jδ(3)(x⃗− y⃗)


= 0. (4.133)

Realizando uma integração por partes no último termo, levando em conta a de-
pendência de v(1)ϕ

j (x⃗) dada na eq.(4.127), obtém-se

−
∫
d3x v(1)λ2(x⃗)∂jπ

j(x⃗) = 0 → 3Ω(1) = ∇ · π⃗ = 0. (4.134)

Adicionando o vínculo à densidade Lagrangiana, escreve-se

L(2) = −p⃗ · ˙⃗
U − ϕ⃗ · ˙⃗Σ + πµȦ

µ + λ̇1
1Ω(0) + λ̇2

2Ω(0) + λ̇3
3Ω(1) − V (2), (4.135)



4.6. APLICAÇÃO DO MÉTODO SIMPLÉTICO AO FLUIDO CARREGADO87

onde

V (2) = V (1)

∣∣∣∣
3Ω=0

= π⃗ · Σ⃗ +
1
2
p⃗ 2

f 2 +
1
2

(∇× (fU⃗))2 − g2

2
(−Σ⃗−∇A0)2

+
g2

2
(∇× A⃗)2 + ϕ⃗ · (∇×∇× A⃗). (4.136)

Com isso, obtém-se o conjunto de variáveis para o espaço de fase estendido

ξ(2) ≡
(
Uk, pk;Ak, πk, A

0, π0; Σk, ϕh;λ1, λ2, λ3

)
. (4.137)

Os momentos canônicos são

2aU
k = −pk; 2ap

k = 0; 2aA
k = πk; 2aπ

k = 0; 2aA0

0 = π0; 2aπ0
0 = 0;

2aΣ
k = −ϕk; 2aϕ

k = 0; 2aλ1 =1 Ω(0); 2aλ2 =2 Ω(0); 2aλ3 =3 Ω(2). (4.138)

A nova matriz (f (2)
ij (x⃗, y⃗)), difere da anterior pelo acréscimo de uma linha e uma

coluna referente à λ3. O único termo dessa nova linha diferente de zero é

f
(2)π⃗λ3

i (x⃗, y⃗) =
δ(2aλ3(y⃗))
δπi(x⃗)

−
δ(2aπ

j (x⃗))

δλ3(y⃗)
= δij∂

y
j δ

(3)(x⃗− y⃗). (4.139)

Levando à matriz (f (2)
ij (x⃗, y⃗))




0 δij 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−δij 0 0 0 0 0 0 0
(
∂y

i −
∂y

i
f

f

)
0 0

0 0 0 −δij 0 0 0 0 0 0 0
0 0 δij 0 0 0 0 0 0 0 ∂y

i

0 0 0 0 0 −1 0 0 −gf∂2
y 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 δij −gf∂y

i 0 0
0 0 0 0 0 0 −δij 0 0 −∂y

i 0

0
(
−∂x

j +
∂x

j f

f

)
0 0 gf∂2

x 0 gf∂x
j 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 ∂x
j 0 0 0

0 0 0 −∂x
j 0 0 0 0 0 0 0




δ(3)(x⃗−y⃗).

(4.140)
A matriz (f (2)

ij (x⃗, y⃗)) é degenerada. Repete-se o processo para a busca de novos

vínculos. Desta matriz, tem-se
∫
d3y f

(2)
ij (x⃗, y⃗)v(2)(y⃗) = 0. O modo-zero é

v(2)T ≡ (v(2)U
j (y⃗); v(2)p

j (y⃗); v(2)A
j (y⃗); v(2)π

j (y⃗); v(2)A0

0 (y⃗); v(2)π0

0 (y⃗);

v
(2)Σ
j (y⃗); v(2)ϕ

j (y⃗); v(2)λ1(y⃗); v(2)λ2(y⃗); v(2)λ3(y⃗)). (4.141)
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Daí, temos

∫
d3y




δijv
(2)p
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)

−δijv
(2)U
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗) +

(
∂y

i −
∂y

i
f

f

)
δ(3)(x⃗− y⃗)v(2)λ1(y⃗)

−δijv
(2)π
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)

δijv
(2)A
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗) + ∂y

i δ
(3)(x⃗− y⃗)v(2)λ3(y⃗)

−v(2)π0

0 (y⃗)δ(3)(x⃗− gf∂2
yδ

(3)(x⃗− y⃗)v(2)λ1(y⃗)

v
(2)A0

0 (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗) + v(2)λ2(y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)
δijv

(2)ϕ
j (y⃗)− gf∂y

i δ
(3)(x⃗− y⃗)v(2)λ1(y⃗)

−δijv
(2)Σ
j (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗)− ∂y

i δ
(3)(x⃗− y⃗)v(2)λ2(y⃗)(

−∂x
j +

∂x
j f

f

)
δ(3)(x⃗− y⃗)v(2)p

j (y⃗) + gf∂2
xδ

(3)(x⃗− y⃗)v(2)A0

0 (y⃗) + gf∂x
j δ

(3)(x⃗− y⃗)v(2)Σ
j (y⃗)

−v(2)π0

0 (y⃗)δ(3)(x⃗− y⃗) + ∂x
j δ

(3)(x⃗− y⃗)v(2)ϕ
j (y⃗)

−∂x
j δ

(3)(x⃗− y⃗)v(2)π
j (y⃗)




,

(4.142)
que deve ser igual à matriz coluna nula. Da eq.(4.142)

v(2)T (x⃗) = (v(2)U
j (x⃗); 0; v(2)A

j (x⃗); 0; v(2)A0

0 (x⃗); v(2)π0

0 (x⃗);

v
(2)Σ
j (x⃗); v(2)ϕ

j (x⃗); v(2)λ1(x⃗); v(2)λ2(x⃗); v(2)λ3(x⃗)). (4.143)

Da contração deste modo-zero, v(2)(x⃗) com o gradiente do potencial V (2), aparecem
dois termos novos em relação à contração de v(1)(x⃗), isto é

∫
d3x(−v(2)λ2(x⃗))∂jπ

j(x⃗)

+
∫
d3xv

(2)A
j (x⃗)

δ

δAj(x⃗)

∫
d(3)y

[
g2

2
(∇× A⃗)2 + ϕi(∇×∇A⃗)i

]
= 0.

(4.144)

Porém, o segundo termo é nulo. O vínculo obtido, é o mesmo que anteriormente em
(4.134). Como os vínculos provenientes da contração do gradiente do potencial com
o modo zero foram esgotados, ou seja, não são gerados novos vínculos (Indicativo
de estarmos frente a uma teoria com gauges a serem Ąxados), façamos as seguintes
escolhas: Ąxamos o calibre de Coulomb e juntamente adicionamos a condição de
incompressibilidade para um Ćuido relativístico [91]

A0 = 0; 4Ω(2) ≡ ∇ · A⃗; 5Ω(2) ≡ ∂µU
µ. (4.145)

É necessário adicionar 5Ω(2) como vínculo, pois a Ąxação do calibre de Coulomb
não é suĄciente para tornar a matriz simplética. Enquanto que para o eletromag-
netismo, os calibres de Coulomb (∇ · A⃗ = 0) e de Lorentz (∇ · A⃗ + ∂ϕ

∂t = 0) não
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alteram o sistema físico envolvido, a relação ∂µU
µ = 0 está diretamente relacio-

nada à natureza do Ćuido. Sendo ∂µU
µ = 0 (lembrando que Uµ =

(
γ, γV i

)
, onde

γ é o fator de Lorentz e V i as componentes espaciais da velocidade) a caracterís-
tica apresentada por um Ćuido incompressível. O sistema físico que analisamos,
trata-se de um Ćuido incompressível, caracterizando assim, a escolha desse vínculo
para a quadrivelocidade Uµ.

4Ω(2) e 5Ω(2) são acrescentados à densidade lagrangiana por meio dos multipli-
cadores de Lagrange.

L = −p⃗ · ˙⃗
U− ϕ⃗ · ˙⃗Σ+ π⃗ · ˙⃗

A+ λ̇1
1Ω(0) + λ̇2

2Ω(0) + λ̇3
3Ω(1) + λ̇4

4Ω(2) + λ̇5
5Ω(2)−V (3)

(4.146)
onde

V (3) = V (2)

∣∣∣∣
A0=4Ω=5Ω=0

= π⃗ · Σ⃗ +
p2

2f 2 +
1
2

(∇× (fU⃗))2 − g2

2
(Σ⃗)2 +

+
g2

2
(∇× A⃗)2 − ϕ⃗ · ∇2A⃗. (4.147)

As coordenadas do espaço de fase estendido Ącam dadas por

ξ(3) ≡
(
Uk, pk; Ak, πk, π0; Σk, ϕk; λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)
, (4.148)

e os momentos canônicos são

3aU
k = −pk; 3ap

k = 0; 3aA
k = πk; ;3 aπ

k = 0 3aπ0
0 = 0; 3aΣ

k = −ϕk; 3aϕ
k = 0;

3aλ1 =1 Ω(0);3 aλ2 =2 Ω(0); 3aλ3 =3 Ω(1); 3aλ4 =4 Ω(2); 3aλ5 =5 Ω(2).

(4.149)

Os novos elementos diferentes de zero para a matriz f
(3)

ij (x⃗, y⃗) são

f
(3)U⃗λ5

i (x⃗, y⃗) =
δ(3aλ5(y⃗))
δU i(x⃗)

− δ(3aU
i (x⃗))

δλ5(y⃗)
= δij∂

y
j δ

(3)(x⃗− y⃗), (4.150)

f
(3)A⃗λ4

i (x⃗, y⃗) =
δ(3aλ4(y⃗))
δAi(x⃗)

− δ(3aA
i (x⃗))

δλ4(y⃗)
= δij∂

y
j δ

(3)(x⃗− y⃗). (4.151)

A matriz (f (3)
ij (x⃗, y⃗)) tem a seguinte forma
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


0 δij 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ∂y
i

−δij 0 0 0 0 0 0
(

∂
y
i

−

∂
y
i

f

f

)
0 0 0 0

0 0 0 −δij 0 0 0 0 0 0 ∂y
i 0

0 0 δij 0 0 0 0 0 0 ∂y
i 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 δij −gf∂y

i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −δij 0 0 −∂y

i 0 0 0
0

(
−∂x

j
+

∂x
j

f

f

)
0 0 0 gf∂x

j 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 ∂x
j 0 0 0 0 0

0 0 0 −∂x
j 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −∂x
j 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−∂x
j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




δ(3)(x⃗−y⃗).

(4.152)
Finalmente, a matriz f

(3)
ij (x⃗, y⃗) é não-degenerada, portanto, possui inversa.

Para a obtenção de sua inversa, escreve-se a seguinte equação
∫
d3x′ f

(3)−1

nk (x⃗, x⃗ ′)f (3)
km (x⃗ ′, x⃗′′) = δnmδ

(3)(x⃗− x⃗′′) (4.153)

onde k,m, n = 1, 2, ..., 12. f
(3)−1

nk (x⃗, x⃗ ′) são os elementos da matriz inversa de

f
(3)

km (x⃗ ′, x⃗′′), os índices n e k, ou k e m representam as linhas e as colunas das
matrizes, respectivamente, δnm é o delta de Kronecker e δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) é a distri-
buição delta. Após um longo trabalho algébrico, podem ser obtidos os elementos

de
(
f

(3)−1

ij (x⃗, x⃗′′)
)

, inversa da matriz simplética.

Os parêntese generalizados, ou de Dirac, para este sistema físico composto por
um Ćuido incompressível ideal de partículas relativísticas imerso em um campo
eletromagnético podem ser obtidos por meio de

¶A(ξ), B(ξ)♢∗ =
∂A

∂ξi
f ij ∂B

∂ξj
. (4.154)

Fazendo a seguinte correspondência entre as coordenadas do espaço de fase es-
tendido e a numeração correspondente aos índices de linha e coluna da matriz(
f

(3)−1

ij (x⃗, x⃗′′)
)

,

ξ(3) ≡
(
Uk, pk; Ak, πk, π0; Σk, ϕk; λ1, λ2, λ3, λ4, λ5

)

ξ(3) ≡ (1, 2; 3, 4, 5; 6, 7; 8, 9, 10, 11, 12) , (4.155)

é possível mapear os índices da eq.(4.154) por i, j = 1, 2, · · · , 12. Assim, os parên-
teses generalizados entre os campos básicos deste sistema físico são diretamente
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determinados pelos elementos da matriz
(
f

(3)−1

ij (x⃗, x⃗′′)
)

. Prosseguindo para a

obtenção dos elementos f
(3)−1

ij (x⃗, x⃗′′) usando (4.154), os parênteses generalizados
(também chamados de Parêntese de Dirac) diferente de zero são

{
Σi(x⃗), ϕj(x⃗ ′′)

}∗
= −δi

jδ
(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.156)

{
λ2(x⃗), π0(x⃗ ′′)

}∗ = δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.157)
{
λ3(x⃗), πi(x⃗ ′′)

}∗ = − ∂x
i

∇2
x′′

δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) (4.158)

{
λ4(x⃗), Ai(x⃗ ′′)

}∗
= − ∂x

i

∇2
x′′

δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.159)

{
λ5(x⃗), U i(x⃗ ′′)

}∗
= − ∂x

i

∇2
x′

δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) (4.160)

{
U i(x⃗), pj(x⃗ ′′)

}∗
= −δijδ

(3)(x⃗− x⃗ ′′) +
∂x′′

i ∂x′′

j

∇2
x

δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.161)

{
pi(x⃗), ϕj(x⃗′′)

}∗ = gfδijδ
(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.162)

{
pj(x⃗), π0(x⃗ ′′)

}∗ = g∂x′′

j

[
fδ(3)(x⃗− x⃗ ′′)

]
(4.163)

{
λ5(x⃗), π0(x⃗ ′′)

}∗ = −g∂x′′

i

[
f
∂x

i

∇2
x′′

δ(3)(x⃗− x⃗′′)

]
(4.164)

{
p(x⃗), λ1(x⃗ ′′)

}∗ =
∂x

i

∇2
x′′

δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.165)

{
λ1(x⃗), λ5(x⃗ ′′)

}∗ = − 1
∇2

x′′

δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.166)

{
Ai(x⃗), πj(x⃗ ′′)

}∗
=

[
δi

j −
∂x′′

i ∂x′′

j

∇2
x

]
δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) (4.167)

{
π0(x⃗),Σi(x⃗ ′′)

}∗
= −∂x′′

i δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.168)

{
λ3(x⃗), λ4(x⃗ ′′)

}∗ =
∂x′′

j

∇2
x′′

∂x
j

∇2
x′′

δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) (4.169)

Desses parênteses generalizados, aqueles entre campos físicos são (4.156), (4.161),
(4.162), (4.163), (4.167) e (4.168). A saber
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{
Σi(x⃗), ϕj(x⃗ ′′)

}∗
= −δi

jδ
(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.170)

{
U i(x⃗), pj(x⃗ ′′)

}∗
= −δi

jδ
(3)(x⃗− x⃗ ′′) +

∂x′′

i ∂x′′

j

∇2
x

δ(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.171)

{
pi(x⃗), ϕj(x⃗′′)

}∗ = gfδijδ
(3)(x⃗− x⃗ ′′) (4.172)

{
pj(x⃗), π0(x⃗ ′′)

}∗ = g∂x′′

j

[
fδ(3)(x⃗− x⃗ ′′)

]
(4.173)

{
Ai(x⃗), πj(x⃗ ′′)

}∗
=

[
δi

j −
∂x′′

i ∂x′′

j

∇2
x

]
δ(3) (x⃗− x⃗ ′′) (4.174)

{
π0(x⃗),Σi(x⃗ ′′)

}∗
= −∂x′′

i δ(3)(x⃗− x⃗ ′′). (4.175)

Pois, a matriz simplética tem a seguinte estrutura

(
f ij
)

=

(
f ij ∂Ωm

∂ξ(0)α

− ∂Ωm

∂ξ(0)β 0

)
, (4.176)

onde o setor contendo f ij é formado a partir da aplicação da 2-forma simplética
para os momentos conjugados aos campos físicos. Além disso, os parêntese gene-
ralizados entre os multiplicadores de Lagrange resultam zero, setor nulo de

(
f ij
)
,

mostrando que esses não são variáveis físicas [55].
Pode-se notar a presença de (4.174), o mesmo parêntese obtido pelo método de

Dirac para o campo eletromagnético [92]. É notável a semelhança de (4.171) com
o Parêntese generalizado para os campos Ai(x⃗) e πi(x⃗). Resultados semelhantes a
(4.171) foram obtidos para o Ćuido clássico incompressível em [30], e para o Ćuido

clássico compressível em [32]. f(T ) =
K3( m

T
)

K2( m
T

) está presente nos parênteses genera-
lizados que relacionam campos com momentos conjugados de campos diferentes
desse. Em outras palavras, f(T ) que contém o caráter estatístico do sistema físico,
está presente nos parênteses generalizados que acoplam os campos do Ćuido aos
campos relacionados a altas derivadas do campo eletromagnético.



Capítulo 5

Conclusão

Podemos dizer que dentre os métodos de introdução da não-comutatividade em
uma teoria física, ressaltamos aqui dois deles. Um deles é a utilização direta do
produto Moyal, onde é utilizada a relação

[
x̂i, x̂j

]
= iθij , para obter a extensão

não-comutativa da teoria original. A outra forma, mais apropriada para aplicar
dentro do formalismo do Ćuido, signiĄca começar com o modelo do Ćuido descrito
por uma Lagrangiana escrita em coordenadas de Lagrange [83], introduzir as coor-
denadas não-comutativas, construindo assim a nova álgebra não-comutativa e em
seguida utilizar o mapa que atua como uma ponte entre as coordenadas de La-
grange e de Euler para o Ćuido. Assim, construindo uma estrutura Hamiltoniana
para reĆetir os efeitos não-comutativos na teoria de campos do Ćuido. Nesta tese
seguimos a segunda abordagem, mas em vez de construir um espaço com coordena-
das não-comutativas, descrevemos um espaço de fase não-comutativo com variáveis
dinâmicas não-comutativas. Ou seja, construímos uma álgebra não-comutativa
entre as velocidades, mantendo seus momentos conjugados comutativos entre si.
Com essa nova álgebra não-comutativa, construímos a versão não-comutativa da
equação de Navier-Stokes para a MHD. Calculamos a extensão não-comutativa da
taxa de variação da energia mecânica, onde o termo não-comutativo que quebra a
conservação de energia, apresenta um acoplamento mínimo típico entre a vortici-
dade e o campo magnético. Esse resultado, por sua vez, motivou a cálculo da taxa
de variação da circulação, que descreve o Ćuxo de vórtices. Os termos devido à
não-comutatividade que possuem o vetor de Lamb em seu interior, que poderiam
atuar como uma espécie de fonte de vorticidade, possuem sinal negativo e aca-
bam por reduzir a taxa de variação da circulação. Por outro lado, na equação de
Navier-Stokes não-comutativa para a MHD, ou seja, a equação para a aceleração
do Ćuxo, podemos ver claramente que os termos não-comutativos aceleram o Ćuxo.
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Assim, podemos conjecturar se esses termos atuam como uma força de vorticidade,
ou seja, cumprem o papel de vetores de Lamb. Pode-se ver que quando θ = 0,
recuperamos a equação de Navier-Stokes para a MHD munida de uma álgebra de
velocidades comutativas.

Através da análise das relações de dispersão para ondas em MHD, a partir da
Lagrangiana LMHD,foi possível a obtenção de quatro relações de dispersão, sendo
três delas referentes ao vetor de onda k⃗ ser perpendicular ao campo magnético
aplicado B⃗0.Sendo dois desses três, obtidos através da análise de casos limite para a
viscosidade ν do meio. A quarta relação, caso para o qual k⃗ é paralelo à velocidade
da Alfvén v⃗a, k⃗ e B⃗ tem o mesmo sentido e v⃗1 também é paralelo a v⃗a, obtivemos o
mesmo resultado que para quando k⃗ ⊥ B⃗0, responsável pelas três outras relações de
dispersão, porém para o caso onde ν não é analisado em um caso limite. Revelando
o mesmo comportamento ondulatório, embora sejam caracterizados por arranjos
distintos.

Foi possível também, através do método simplético, obter parênteses generali-
zados para um Ćuido relativístico incompressível carregado na presença de campo
eletromagnético, onde por meio da deĄnição de um novo tensor que relaciona a
quadrivelocidade e a entalpia relativística, é estabelecido um acoplamento entre
esse novo tensor de campo para o Ćuido e o tensor de campo eletromagnético de
Maxwell. O tensor resultante desse acoplamento possibilita escrever as equações de
movimento para um plasma de forma compacta. O método simplético tem a van-
tagem de não exigir a classiĄcação dos vínculos em primários, secundários e anida
de primeira e segunda classe. Embora a classiĄcação desses em primeira classe,
ajude a investigar a existência de simetrias de calibre, já que estes são os geradores
de simetria de calibre segundo Dirac [84] e/ou inter-relações das coordenadas do
espaço de fase. E os vínculos de segunda classe estejam ligados a existência da
matriz simplética. Tendo em vista que esta é a inversa da matriz inicialmente
pré-simplética. O parêntese obtido entre a velocidade e seu momento conjugado
possuem estrutura semelhante ao parêntese entre o potencial vetor e seu momento
conjugado. Isso se deve à estrutura familiar (por construção) entre Sµν e Fµν . Já
os parênteses entre os campos pi(t, x⃗), ϕi(t, x⃗) e π0(t, x⃗), representam uma mistura
entre os momentos conjugados dos campos do Ćuido e do campo eletromagnético.
Essa mistura se deve à presença da função f(T ), entalpia, responsável pelo caráter
estatístico do sistema físico, bem como, pela presença de partículas massivas e
carregadas que compõem o Ćuido.



Apêndice A

Não-Comutatividade e o Produto Es-
trela ⋆

Seja uma variedade M munida de uma álgebra de funções A associativa e comuta-
tiva em relação à multiplicação usual de funções, (A, ·). Se realizarmos a troca do
produto usual pelo produto estrela de Moyal, a nova álgebra de funções A em M
continua sendo associativa, porém não mais comutativa, A = (A, ⋆). Um exemplo
dessa realização pode ser visto no processo de quantização de Weyl [93].

Inicialmente, propomos que as coordenadas xµ do espaço sejam substituídas
por operadores hermitianos x̂µ deĄnidos em um espaço de HilbertH, que obedecem
a relação [

x̂i, x̂j
]

= iθij . (A.1)

Onde, como mencionado anteriormente, θij são componentes constantes e reais
de um tensor antissimétrico. Essa é a maneira mais simples de introduzir a não-
comutatividade no espaço de coordenadas. A seguir, para funções f(x) pertencentes
a um espaço euclidiano R

D, que sejam funções de Schwartz, ou seja, que vão a
zero rapidamente no inĄnito, de modo que suas derivadas de qualquer ordem sejam
nulas no inĄnito, com transformada de Fourier dado por

f̃(k) =
∫
dDx exp

(
−ikjx

j
)

f(x), onde j = 1, 2, · · · , D (A.2)

deĄne-se o operador de Weyl, levando em consideração
[
x̂i, x̂j

]
= iθij , pela seguinte

formula

Ŵ [f ] =
∫

dDk

(2π)D
f̃(k)eikj x̂j

. (A.3)

Através do operador Hermitiano ∆̂(x) é possível estabelecer um mapeamento entre
as funções f(x), deĄnidas no espaço de fase comutativo, e os operadores Ŵ [f ]
pertencente ao espaço não-comutativo H, da seguinte maneira

Ŵ [f ] =
∫
dDxf(x)∆̂(x), (A.4)
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onde ∆̂ é dado pela seguinte expressão [71]

∆̂(x) =
∫

dDk

(2π)D
e(ikj x̂j−ikjxj) (A.5)

É importante notar que a equação (A.4) associa operadores em um espaço não-
comutativo, à funções que dependem das variáveis do espaço de fase clássico [75].
Agora, para a obtenção de uma expressão notável, analisemos o produto de ope-
radores Ŵ [f(x)] Ŵ [g(x)]

Ŵ [f(x)] Ŵ [g(x)] =
∫

dDk1

(2π)D

dDk2

(2π)D
f̃(k1)g̃(k2)eik1,j x̂j

eik2,j x̂j

. (A.6)

A equação (A.6) pode ser expressa de forma a apresentar sua dependência em θij

explicitamente, por meio do uso da fórmula de Backer-Campbell-Hausdorff para o
produto de exponencial de dois operadores Â e B̂

eÂ · eB̂ = eÂ+B̂+ 1
2

[Â,B̂]+ 1
12

[Â,[Â,B̂]]+ 1
12

[B̂,[B̂,Â]]+···. (A.7)

Para os operadores x̂j , seus comutadores são o número complexo constante iθij ,
ou seja, [x̂i, [x̂i, x̂j ]] = 0, que reduz (A.7) à

eik1,j x̂j · eik2,mx̂m

= e− i
2

k1,jθjmk2,mei(k1,j+k2,j)x̂j

(A.8)

Dessa forma, o produto de operadores (A.6) pode ser escrito como

Ŵ [f(x)] Ŵ [g(x)] = Ŵ [f(x) ⋆ g(x)] , (A.9)

onde produto de Moyal, no lado direito da igualdade anterior, é

f(x) ⋆ g(x) =
∫

dDk1

(2π)D

dDk2

(2π)D
f̃(k1)g̃(k2)e− i

2
k1,jθjlk2,lei(k1,j+k2,j)x̂j

. (A.10)

O produto estrela, ou produto Moyal, (A.10) pode ser escrito na forma diferencial
como apresentado anteriormente, eq.(3.8).



Apêndice B

Representação das Coordenadas de um
Fluido

A descrição das coordenadas de Lagrange se baseia na observação das partículas
que compõe o Ćuido, individualmente, caracterizando suas posições por X⃗(t) [94].
Para uma partícula, não-relativística, de massa m submetida a uma força F⃗ (X⃗(t)),
sua equação de movimento na descrição em coordenadas de Lagrange é

Ẍi(t) =
1
m
F i(X⃗(t)), (B.1)

que essencialmente, se trata da equação de Newton [94]. Já a formulação de Euler
para a dinâmica de Ćuidos, trata-se da densidade ρ, da velocidade v⃗ e da equação
de Euler para a dinâmica. As duas representações podem ser relacionadas através
de funções delta, mesmo tendo como ponto de partida a descrição de Lagrange
para o "Ćuido"de uma partícula, eq.(B.1).

A descrição completa, deve tratar o Ćuido como um meio contínuo. Assim,
considerando um "Ćuido"composto por N partículas idênticas, onde a n-ésima
partícula está submetida à força F⃗ . A dinâmica da n-ésima partícula será dada
pela eq.(B.1) modiĄcada do seguinte modo

Ẍn(t) =
1
m
F i
(
X⃗n(t);

{
X⃗k; k ̸= n

})
, (B.2)

pois F⃗ deve ser invariante diante da troca das coordenadas corresponde às partícu-
las restantes [94]. A conexão entre a representação de Lagrange e a representação
de Euler, requer a deĄnição da densidade de massa Euleriana

ρ(t, r⃗) = m
N∑

n=1

δ(X⃗n(t)− r⃗). (B.3)

A equação de continuidade pode ser obtida de (B.3) realizando uma derivada
temporal

ρ̇(t, r⃗) = m
N∑

n=1

∂

∂Xj
δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj

n(t) = m
N∑

n=1

[
− ∂

∂rj

(
δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj

n(t)
)]
.

(B.4)
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DeĄnindo a velocidade Euleriana como v⃗n(t) = X⃗n(t), a equação (B.4) torna-se

ρ̇(t, r⃗) = −∇ · (v⃗n(t, r⃗)ρ(t, r⃗)) , (B.5)

que é a equação da continuidade. A partir da equação (B.5), deĄne-se a densidade
de corrente

j⃗(t, r⃗) = v⃗(t, r⃗)ρ(t, r⃗) = m
N∑

n=1

δ
(
X⃗n(t)− r⃗

) ˙⃗
Xn(t). (B.6)

Para obter a equação de Euler para a dinâmica, realiza-se a derivada temporal da
densidade de corrente e emprega-se a equação de continuidade (B.5)

v̇i(t, r⃗)ρ(t, r⃗) + vi(t, r⃗)ρ̇(t, r⃗) = m
N∑

n=1

Ẍi(t)δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)

+
N∑

n=1

mẊi
n(t)

∂

∂Xj
δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj(t)

(B.7)

Utilizando a equação da continuidade do lado esquerdo da igualdade, resulta

ρ(t, r⃗)v̇i(t, r⃗) − m
N∑

n=1

∂

∂rj

(
δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj(t)

)
Ẋi

n(t) = m
N∑

n=1

Ẍi
n(t)δ

(
X⃗n(t)− r⃗

)

− m
N∑

n=1

∂

∂rj

[
Ẋi

n(t)δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj
]

(B.8)

Resultando em

ρ(t, r⃗)v̇i(t, r⃗) = m
N∑

n=1

Ẍi
n(t)δ

(
X⃗n(t)− r⃗

)
−m

N∑

n=1

δ
(
X⃗n(t)− r⃗

)
Ẋj(t)

∂

∂rj
Ẋi(t)

(B.9)

v̇i(t, r⃗) + vj(t, r⃗)∂jv
i(t, r⃗) =

1
m
F i(r⃗). (B.10)

que é a equação de Euler para um Ćuido ideal submetido a uma força F i(r⃗). É
importante frisar que a equação (B.10) só é válida para o ponto onde r⃗ = X⃗.

A passagem do discreto (Lagrange), para o contínuo (Euler) é realizada através
da troca do índice discreto n, pela coordenada, "índice"contínuo, x⃗. Através dessa
troca, as coordenadas de Lagrange Xi

n(t) passam a ser representadas por Xi
n(t, x⃗),

ou seja, n passa a ser representada pela coordenada x⃗ cujo domínio de valores
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assumidos, é contínuo. Com isso a equação para a dinâmica do Ćuido em coor-
denadas de Lagrange, e para as coordenadas de Euler, os campos ρ(t, r⃗), v⃗(t, r⃗) e
também j⃗(t, r⃗) são, respectivamente [94] [83],

Ẍi(t, x⃗) =
1
m
F i
(
X⃗(t, x⃗)

)
; (B.11)

ρ(t, r⃗) = ρ0

∫
dxδ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)
; (B.12)

vi(t, r⃗) =

∫
dxẊi(t, x⃗)δ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)

∫
dxδ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

) ; (B.13)

ji(t, r⃗) = vi(t, r⃗)ρ(t, r⃗) = ρ0

∫
dxẊi(t, x⃗)δ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)
. (B.14)

As integrais devem ser tomadas sobre todo o volume, de modo que quando re-
alizada para ρ(t, r⃗), resulte a massa total. Como para o caso do "Ćuido"com n
partículas, as equações (B.12) e (B.14) obedecem a equação de continuidade. Elas
também podem ser relacionadas, como anteriormente, para a obtenção da equação
de Euler.

A Hamiltoniana para o Ćuido também dependerá da descrição utilizada, como
pode ser observado para a Hamiltoniana da MHD obtida no capítulo anterior.
Para o método de Lagrange, essa pode ser escrita na forma usual para a mecânica
clássica, já que em essência a descrição de Lagrange é a abordagem Newtoniana
de um sistema físico no qual leva-se en conta a descrição da dinâmica de cada
partícula. Logo HL (Hamiltoniana para o Ćuido de Lagrange) é

HL =
∫
dx

(
1

2m
p2 + ν(X⃗)

)
, (B.15)

onde a força sobre a qual as partículas estão submetidas é proveniente de um po-

tencial, F⃗ = −∇ν(X⃗) e p⃗ = m
˙⃗
X. Pode-se notar que os parêntese de Poisson

entre X⃗, p⃗ e a Hamiltoniana (B.15), reproduz a equação dinâmica para X⃗, (B.11),
com o uso dos parêntese fundamentais

{
Xi(x⃗), pj(x⃗ ′)

}
= δi

jδ (x⃗− x⃗ ′). Já a Ha-
miltoniana que reproduz a equação da continuidade (B.5) e a equação de Euler
(B.10), pode ser obtida realizando a transformação das coordenadas de Lagrange
em (B.15) resultando em uma Hamiltoniana em coordenadas Eulerianas (HE). A
Hamiltoniana HE será dada por

HE = H =
∫
dr

(
1
2
ρv2 + V (ρ)

)
. (B.16)

Onde multiplica-se a equação (B.15) pela unidade escrita na forma
∫
drδ

(
X⃗ − r⃗

)
,

e o potencial ν(X⃗) é reescrito de forma que sua derivada em relação à densidade,
se relaciona à pressão P (ρ), Ćuido barotrópico, como a seguir

P (ρ) = ρV ′(ρ) + V (ρ). (B.17)
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a linha refere-se à derivada em ralação à ρ. V ′(ρ) é chamado de entalpia [94].
Um jeito de veriĄcar a validade da Hamiltoniana H, (B.16), é através da reali-

zação de seu parêntese de Poisson com ρ(t, r⃗) e v⃗(t, r⃗), por meio dos quais deve-se
encontrar a equação da continuidade e a equação de Euler. Porém, para tal Ąm
é necessário conhecer os parênteses entre ρ e v⃗. Para a obtenção dos parênteses,
exploramos as relações de ρ(t, r⃗) e v⃗(t, r⃗) (para o último lembramos que j⃗ = v⃗ρ)
dadas pelas equações

ρ(t, r⃗) = ρ0

∫
d3xδ

(
X⃗(t, x⃗− r⃗)

)
, (B.18)

j⃗(t, r⃗) = v⃗(t, r⃗)ρ(t, r⃗) = ρ0

∫
d3x

˙⃗
X(t, r⃗)δ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)
. (B.19)

E levando em conta que o único parêntese diferente de zero para as coordenadas de
Lagrange é

{
Xi(x⃗), Ẋj(x⃗ ′)

}
= 1

ρ0
δijδ (x⃗− x⃗ ′), é possível escrever os parênteses

para os campos, em termos das coordenadas Xi(x⃗) e Ẋi(x⃗).

{
ρ(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
=
∫

d3x⃗ρ0δ
(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)
,

∫
d3y⃗ρ0δ

(
X⃗(t, y⃗)− r⃗ ′

)
= 0. (B.20)

{
ρ(r⃗), ji(r⃗ ′)

}
=

∫
d3x⃗ρ0δ

(
X⃗(t, x⃗)− r⃗

)
,

∫
d3y⃗ρ0Ẋ

i(X⃗(t, y⃗)− r⃗ ′)


=
∫
d3X⃗

∣∣∣∣
∂xi

∂Xj

∣∣∣∣ρ0

∂δ
(
X⃗(t, x⃗− r⃗)

)

∂Xk(t, x⃗)
δi

kδ
(
X⃗(t, x⃗)− r⃗ ′

)

= ρ(r⃗ ′)
∂

∂r′i δ
(
r⃗ − r⃗ ′) . (B.21)

Desse parênteses, (B.21), usando j⃗(r⃗) = v⃗(r⃗)ρ(r⃗), pode-se expressar o parêntese
entre v⃗(r⃗) e ρ(r⃗)

{
ρ(r⃗), ρ(r⃗ ′)vi(r⃗ ′)

}
=

{
ρ(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
vi(r⃗ ′) + ρ(r⃗ ′)

{
ρ(r⃗), vi(r⃗ ′)

}

= ρ(r⃗ ′)
{
ρ(r⃗), vi(r⃗ ′)

}
= ρ(r⃗ ′)

∂

∂r′i δ
(
r⃗ − r⃗ ′) ,(B.22)

ou seja,
{
ρ(r⃗), vi(r⃗ ′)

}
=

∂

∂r′i δ
(
r⃗ − r⃗ ′) . (B.23)

Para o parenteses entre as densidades de corrente, onde assim como para os campos
anteriores, esse é escrito em termos de um funcional expresso nas coordenadas de
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Lagrange, temos

{
ji(t, r⃗), jj(t, r⃗ ′)

}
=

∫
d3x⃗

[
δji(t, r⃗)
δXk(t, x⃗)

δjj(t, r⃗ ′)

δ(ρ0(X⃗)Ẋk(t, x⃗))
− ∂jj(t, r⃗ ′)
∂Xk(t, x⃗)

∂ji(t, x⃗)
∂(ρ0Ẋk(t, x⃗))

]

=
∫
d3x⃗

[
ρ0Ẋ

i∂δ(X⃗(t, x⃗)− r⃗)
∂Xk(t, x⃗)

δj
kδ(X⃗(t, r⃗)− r⃗ ′)

− ρ0Ẋ
j(t, x⃗)

∂δ(X⃗(t, x⃗)− r⃗ ′)
∂Xk(t, x⃗)

δi
kδ(X⃗(t, x⃗)− r⃗ ′)

]

= ji(t, r⃗ ′)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂r′j − jj(t, r⃗)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂ri

= jj(t, r⃗)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂r′i + ji(t, r⃗ ′)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂r′j . (B.24)

Ainda utilizando a expressão j⃗ = v⃗ρ, omitido t, pois os parênteses são calculados
para o mesmo instante de tempo, escreve-se

{
ji(r⃗), jj(r⃗ ′)

}
=

{
vi(r⃗)ρ(r⃗), vj(r⃗ ′)ρ(r⃗ ′)

}

= vi(r⃗)
{
ρ(r⃗), vj(r⃗ ′)

}
ρ(r⃗ ′) +

{
vi(r⃗ ′), vj(r⃗ ′)

}
ρ(r⃗ ′)ρ(r⃗)

+ vj(r⃗ ′)vi(r⃗)
{
ρ(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
+ vj(r⃗ ′)

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
ρ(r⃗).

(B.25)

Explicitando o segundo termo do lado direito da igualdade

{
vi(r⃗), vj(r⃗ ′)

}
ρ(r⃗)ρ(r⃗ ′) = ji(r⃗ ′)

∂δ(r⃗ − r⃗ ′)
∂r′j − jj(r⃗)

∂δ(r⃗ − r⃗ ′)
∂ri

− vi(r⃗)ρ(r⃗ ′)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂r′j + vj(r⃗ ′)ρ(r⃗)
∂δ(r⃗ − r⃗ ′)

∂ri
.

(B.26)

Levando em conta que, após uma integração em r⃗, os únicos termos do lado direito
da eq.(B.26), diferentes de zero são

ρ(t, r⃗ ′)
∂vj(t, r⃗ ′)

∂′i − ρ(t, r⃗ ′)
∂vi(t, r⃗ ′)
∂r′j , (B.27)

ou para uma uma integração em r⃗ ′

ρ(t, r⃗)
∂vj(t, r⃗)
∂ri

− ρ(t, r⃗)
∂vi(t, r⃗)
∂rj

. (B.28)

Assim, pode-se escrever a eq.(B.26) na seguinte forma

{
vi(r⃗), vj(r⃗ ′)

}
=

1
ρ(r⃗)

ωij(r⃗)δ(r⃗ − r⃗ ′). (B.29)
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Onde ωij(r⃗) = ∂ivj − ∂jvi(r⃗) é chamada de vorticidade [94] [95].

Sumarizando os resultados obtidos para os parênteses entre os campos de Euler,
temos

{
ρ(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
= 0, (B.30)

{
ρ(r⃗), ji(r⃗ ′)

}
= ρ(r⃗ ′)

∂

∂r′i δ(r⃗ − r⃗
′), (B.31)

{
ji(r⃗), jj(r⃗ ′)

}
= jj(r⃗)

∂

∂r′i δ(r⃗ − r⃗
′) + ji(r⃗ ′)

∂

∂r′j δ(r⃗ − r⃗
′), (B.32)

{
ρ(r⃗), vi(r⃗ ′)

}
=

∂

∂r′i δ(r⃗ − r⃗
′), (B.33)

{
vi(r⃗), vj(r⃗ ′)

}
=

1
ρ(r⃗)

ωij(r⃗)δ(r⃗ − r⃗ ′). (B.34)

Esses parênteses são obtidos através da representação dos campos em termos das

coordenadas pontuais X⃗ e suas derivadas ˙⃗
X. Além disso, pode-se usá-los para a

veriĄcação da Lagrangiana H. A saber

ρ̇(r⃗) = ¶ρ(r⃗), H♢ =

ρ(r⃗),

∫
dr⃗ ′

(
1
2
ρ(r⃗ ′)v2(r⃗ ′)

)
+ V (ρ)



=
∫
dr⃗ ′


ρ(r⃗),

1
2
ρ(r⃗ ′)v2(r⃗ ′)


+
∫
dr⃗ ′ ¶ρ(r⃗), V (ρ)♢

=
∫
dr⃗ ′ρ(r⃗ ′)vi(r⃗ ′)

{
ρ(r⃗), vi(r⃗ ′)

}
=
∫
dr⃗ ′ρ(r⃗ ′)vi(r⃗ ′)

∂

∂r′i δ(r⃗ − r⃗
′)

= − ∂

∂ri

(
vi(r⃗)ρ(r⃗)

)
. (B.35)

Ou seja, a equação da continuidade,

ρ̇(t, r⃗) = −∇ · (v⃗(t, r⃗)ρ(t, r⃗)) . (B.36)
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Para a equação de Euler, escreve-se

v̇i(r⃗) =
{
vi(r⃗), H(r⃗ ′)

}
=

vi(r⃗),

∫
dr⃗ ′

(
1
2
ρ(r⃗ ′)v2(r⃗ ′) + V (ρ)

)

=
1
2

∫
dr⃗ ′

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)

}
+
∫
dr⃗ ′

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)V ′(ρ)

}

=
1
2

∫
dr⃗ ′

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}
vk(r⃗ ′)vk(r⃗ ′) +

1
2

∫
dr⃗ ′ρ(r⃗ ′)

{
vi(r⃗), vk(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)

}

+
∫
dr⃗ ′

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)V ′(ρ)

}

=
1
2

∫
dr⃗ ′

[
− ∂

∂ri

(
vk(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)

)]
+
∫
dr⃗ ′ρ(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)

{
vi(r⃗), vk(r⃗ ′)

}

+
∫
dr⃗ ′

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)V ′(ρ)

}

= −vk(r⃗)
∂

∂ri
vk(r⃗) +

∫
dr⃗ ′ρ(r⃗ ′)vk(r⃗ ′)

[
1
ρ(r⃗)

(
∂

∂ri
vk(r⃗)− ∂

∂rk
vi(r⃗)

)]
δ(r⃗ − r⃗ ′)

+
∫
dr⃗ ′V ′(ρ)

{
vi(r⃗), ρ(r⃗ ′)

}

= −vk(r⃗)
∂

∂rk
vi(r⃗) +

∫
dr⃗ ′V ′(ρ)

[
− ∂

∂ri
δ(r⃗ − r⃗ ′)

]

= −vk(r⃗)
∂

∂rk
vi(r⃗)− ∂

∂ri
V ′(ρ(r⃗)), (B.37)

ou seja,

v̇i(r⃗) = −vk(r⃗)
∂

∂rk
vi(r⃗)− ∂

∂ri
V ′(ρ(r⃗)). (B.38)

Que nada mais é que a equação para a dinâmica (lei da força) nas coordenadas de
Euler.



Apêndice C

Termo de Pressão Magnética

Consideremos a seguinte análise da equação

− e

m
v⃗ × B⃗ =

e

m

(
B⃗ ×∇× B⃗

) 1
4πρe

=
1

4πρ

[
1
2
∇
(
B⃗ · B⃗

)
− B⃗ · ∇B⃗

]
. (C.1)

Esse termo, (C.1), é devido a força de Lorentz presente na equação de Navier-
Stokes escrita na aproximação para a MHD de um Ćuido condutor ideal.

Consideremos que o campo magnético possa ser escrito em uma direção qual-
quer, cujo vetor unitário seja êϕ(t, x⃗), ou seja,

B⃗ = Bêϕ. (C.2)

êϕ é o vetor unitário de um sistema de coordenadas cilíndricas cuja base é

êr = (cosϕ, sinϕ, 0) , (C.3)

êϕ = (− sinϕ, cosϕ, 0) (C.4)

êz = (0, 0, 1) , 0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ z <∞. (C.5)

Utilizando o gradiente em coordenadas cilíndricas ∇ = êr∂r + êϕ
1
r∂ϕ + êz∂z, rees-

crevemos a equação (C.1) do seguinte modo

e

m
v⃗ × B⃗ = − 1

8πρ
∇
(
B⃗ · B⃗

)
+

1
4πρ

(
B⃗ · ∇

)
B⃗ = − 1

8πρ
∇B2 +

1
8πρ

êϕ

(
êϕ · ∇B2

)

+
1

4πρ
B2 (êϕ · ∇) êϕ

= − 1
8πρ

(
êr∂r + êϕ

1
r
∂ϕ + êz∂z

)
B2 +

1
8πρ

1
r
êϕ∂ϕB

2 +
1

4πρ
B2 1

r
(−êr)

= − 1
8πρ

(êr∂r + êz∂z)B2 +
1

4πρ
B2

r
(−êr) . (C.6)

Assim, o primeiro termo do lado direito de (C.6) age em uma direção que é sem-
pre perpendicular ao campo magnético e pode ser entendia como uma "pressão
magnética". Já o segundo termo do lado direito de (C.6) atua no sentido de "di-
minuir"a curvatura do campo magnético, pois está na direção (E sentido oposto)
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do raio do sistema de coordenadas cilíndricas, e coincide com o raio de curvatura
das linhas de campo magnético em cada ponto do espaço. A esse último termo
também pode ser visto como a tensão resultante das tensões exercidas ao longo
da linha de campo magnético [58], [57]. A este último estão associadas as onda
de Alfvén, muito importantes no estudo da MHD. Após essa análise, é possível
associar ao terceiro termo do lado direito de eq.(2.80) o caráter de um termo de
pressão devido ao Campo magnético [6, 58].
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