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Resumo

A Magnetohidrodindmica (MHD) descreve o comportamento de um fluido car-
regado imerso em um campo magnético. Tais sistemas quando dentro de certos
valores para a condutividade elétrica do fluido, e frequéncia do campo eletromag-
nético externo, apresentam um carater ondulatorio particular, manifestado através
das ondas de H. Alfvén.

E notdvel mencionar que, tanto para a mecanica dos fluidos, quanto para a
Magnetohidrodinamica, quando analisadas em espagos ndo-comutativos, apresen-
tam caracteristicas peculiares. Neste trabalho, foi construida uma algebra de velo-
cidades nao-comutativas para a MHD, onde foi obtida a versao nao-comutativa da
equacao de Navier-Stokes, analisada a variacdo de energia mecénica juntamente
ao acoplamento entre a vorticidade e o campo magnético, e estudada a variacdo da
circulacdo, onde foram analisados cada um dos termos. Vemos que esses, devido a
presenca do parametro nao-comutativo, podem agir como fonte de vorticidade.

Para a obtencdo das equacbes para a MHD néo-comutativa, foi introduzida
uma nova Lagrangiana, a qual possibilitou a construcdo de uma Hamiltoniana para
a MHD, que juntamente & nova estrutura simplética ndo-comutativa, da origem a
uma dindmica ndo-comutativa para a MHD.

Ao final, é aplicado o método simplético a um fluido ideal relativistico composto
por particulas massivas. Para esse sistema, foi construida a matriz simplética e
obtidos os parénteses generalizados.

Palavras-chave: Magnetohidrodindmica. Nao-Comutatividade. Ondas em
Magnetohidrodinamica. Método Simplético. Fluido relativistico.



Abstract

Magnetohydrodynamics (MHD) describes the behavior of a charged fluid embed-
ded in a magnetic field. Such systems, when electrical conductivity and frequency
of the external electromagnetic field belongs to a certain range of valeus, present
a particular wave behavior. This is manifested through the H. Alfvén’s waves [1].

It is noteworthy to mention that, for both fluido mechanics and Magnetohy-
drodynamics, when analyzed in a noncommutative space, they present paculiar
characteristics. In this work, an algebra of noncommutative velocities was built
for the MHD, where the noncommutative version of the Navier-Stokes equation
was obtained, the variation of mechanical energy was analized together with the
coupling between the vorticity and tha magnetic field, and studied the variation
of the circulation, where each of the terms were analyzed. We see that these, due
to the presence of the noncommutative parameter, can act as a source of vorticity.

To obtain the equations for the noncommutative MHD, a new Lagrangian was
introduced, which allowed the construction of a Hamiltonian for the MHD. This
Hamiltonian, together with the new noncommutative simplectic structure, gives
rise to a noncommutative dynamics for the MHD.

At the end, the symplectic method was applied to a relativistic ideal charged
fluid, composed by massive particles. For this system, the symplectic matrix was
constructed and the generalized parentheses were obtained.

Keywords: Magnetohydrodynamics. Noncommutativity. Magnetohydrody-
namics Waves. Symplectic Method. Relativistic Fluid.



Sumario

1 Introdugao

2 As Equacgoes da Magnetohidrodinamica
2.1 Introducdo. . . . . . . . . . L
2.2 Equacbes da Magnetohidrodindmica . . . . ... .. ... ... ..
2.3 Densidade Lagrangiana Paraa MHD . . . . . .. ... .. ... ..
2.4 Comportamento Ondulatérioem MHD . . . . . .. ... ... ...
2.4.1 Relagdo de Disperssoem MHD . . . . . ... .. ... ...

3 Nao-Comutatividade em MHD
3.1 Espacos Nao-Comutativos . . . . . .. ... ... ... .......
3.1.1 O Produto Estrela (x), ou Produto de Groenewold-Moyal .
3.1.2 Teoria de Yang-Mills Nao-Comutativa . . . ... ... ...
3.1.3 O Problema de Landau e a Nao-Comutatividade . . . . . .
3.2 Algebra Nao-Comutativa dos Parénteses de Poisson . . . . . . . . .
3.3 NC Entre as Componentes da Velocidade . . . . ... ... .. ..
3.3.1 Equagado de Navier-Stokes Nao-Comutativa . . . . .. . ..
3.3.2 Conservacao de Energia na MHD Nao-Comutativa . . . . .
34 ACirculacado C . . . . . . .

4 Meétodo Simplético e o Fluido Relativistico

4.1 Introducdo. . . . . . . . . . L
4.2 O Método Simplético . . . . . . . ..o
4.3 Os Parénteses Generalizados . . . . . . . ... .. ... ... ..

4.3.1 Método de Faddeev-Jackiw . . . . ... ... ... .....

4.3.2 Algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani . . . . . . .
4.4 Tensor Energia-Momento do Fluido Ideal Relativistico . . . . . . .
4.5 Campo Tensorial Com Acoplamento Minimo . . .. ... ... ..
4.6 Aplicagdo do método Simplético ao Fluido Carregado . . . . . . .

5 Conclusao
Apéndice A Nao-Comutatividade e o Produto Estrela

Apéndice B Representacao das Coordenadas de um Fluido

10

13

17
17
18
25
32
35

45
45
46
48
49
51
93
95
57
60

63
63
64
64
68
70
72
74
78

93

95

97



Apéndice C Termo de Pressao Magnética 104



Lista de Figuras

3.1 Figural . . . . . ... e

12



Capitulo 1

Introducao

A Magnetohidrodinamica (MHD) é o estudo da dindmica de um fluido eletrica-
mente condutor, gas ionizado, parcialmente ou completamente e metais liquidos,
por exemplo, em interacdo com campos eletromagnéticos. Pode-se dizer que a
MHD teve seu inicio nos anos de 1940 com os trabalhos de Hannes Alfvén [1].
Seus trabalhos chamaram a atencao de outros pesquisadores, dentre estes pode-se
citar Enrico Fermi [2] e J. W. Dungey [3]. H. Alfvén através da combinacao das
equagoes de Maxwell (principalmente as Leis de Faraday e de Ampeére) construiu
uma nova teoria matematica, que resultou nas equacgoes para a MHD. Essas novas
equacoes levaram H. Alfvén a descoberta de ondas na MHD e & uma velocidade
de propagacdo caracteristica a esse sistema que leva o seu nome, Velocidade de
Alfvén [4, 5, 6]. As aplicagdes da MHD cobrem uma vasta drea de interesse da
fisica, do estudo de metais liquidos ao de plasmas! césmicos. No campo de estudos
de Plasmas espaciais [8, 9, 10], as ondas em MHD cumprem um importante papel,
tais ondas também sdo uma peca fundamental na formagao da coroa solar (Solar
Corona) [11, 12, 13], onde a cromosfera solar influencia a propagagao e dissipacio
das ondas em MHD. Por exemplo, as estruturas formadas por campos magnéticos
acima das regioes onde se encontram as manchas solares, exercem grande influéncia
na evolugao e dissipagdo das ondas MHD, essas estruturas apresentam formas tu-
bulares que funcionam como guias de ondas para as ondas MHD [14]. Além dessas,
podem ser citadas as aplicagoes desta teoria ao estudo das propriedades lineares
das ondas magnetosbnicas rapidas que se propagam em plasmas ndo-homogéneos
[15, 16, 17] e o aquecimento e aceleracdo dos ventos em estrelas em rotagao devido
as ondas MHD rapidas amortecidas, devido a campos magnéticos localmente fortes
nas atmosferas estelares [18].

Nos 1ltimos anos, maneiras alternativas para descrever a dindmica do fluido,
que ainda é um problema tedrico em aberto, tem sido propostas [19, 20, 21]. Em

IPlasma é o nome dado a um gés de elétrons e fons parcialmente, ou completamente
ionizado [7]
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14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

outras palavras, a dinamica de fluidos é bem descrita pela equacao de Navier-
Stokes, porém, o que estd em aberto é encontrar uma solugdo para a equagao de
Navier-Stokes que descreva todos os fluidos. Dessa forma, tornando essa area de
estudos um campo de grande interesse. Destas novas formulagbes, destacamos a
construcao dos modelos que levam em conta a analogia das equagbes dindmicas
do fluido com as equagoes do eletromagnetismo. Essa analogia permite escrever
as equagoes dinamicas do fluido em uma nova forma devido a redefinicdo das
variaveis dindmicas. O conjunto de equacOes resultante é chamado de equagdes
Tipo-Maxwell.

Um ambiente natural para a andlise da MHD é a construcdo de um principio
variacional para a teoria que possa nos levar a dinamica desses sistemas, bem como
permitir a extragdo de novas propriedades para esses. Em [22] Newcomb propos
pela primeira vez o principio da acdo minima para a MHD ideal, tanto para a
descri¢ao por coordenadas de Euler, quanto em coordenadas de Lagrange. Logo
sendo seguido por vérios outros autores [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Ficando a
estrutura Lagrangiana dependente da escolha dos campos basicos para a teoria
em cada caso. Assim sendo, pode-se escolher uma estrutura de equacodes Tipo-
Maxwell para as equagoes de movimento, possibilitando a formulacao Lagrangiana
para um fluido carregado incompressivel (ou compressivel) imerso em um campo
eletromagnético. O resultado é a obtencdo de uma agao para o fluido onde os
campos basicos sao a velocidade, vorticidade e a energia de Bernoulli, ou energia
de Bernoulli modificada para o caso compressivel em termos da entalpia do fluido
[30, 31, 32, 33]. Essa nova estrutura para as equagdes de movimento de um fluido,
representa um novo caminho na andlise da dindmica de tais sistemas.

Além do estudo da Magnetohidrodindmica, outro tema tratado nesta tese é
a nao-comutatividade do espago-tempo e sua aplicacdo a MHD. O conceito de
um espago-tempo nao-comutativo (NC) néo é tao novo, tendo sido discutido pela
primeira vez em um artigo publicado por Snyder em 1947 [34]. Seu trabalho foi
motivado pela necessidade de superar as divergéncias encontradas na teoria quan-
tica de campos, devido a interacao entre campos e matéria considerando o carater
pontual de particulas. As coordenadas espaciais ndo-comutativas propostas no
trabalho de Snyder tem consequéncias bem conhecidas para a fisica [34]. A sa-
ber, o movimento de natureza quéntica de particulas carregadas imersas em um
campo magnético forte, de modo que quando o movimento dessas particulas é
projetado ao nivel de Landau mais baixo, essas passam a ser confinadas em um
plano perpendicular ao campo magnético e suas coordenadas passam a apresentar
nao-comutatividade entre elas [35, 36, 37]. Nos tltimos anos, esse fendémeno en-
volvendo nao-comutatividade tem sido utilizado em diversas investigagoes na me-
cénica quéntica, envolvendo tanto modelos tedricos [38, 39, 40], quanto aplicagoes
fenomenoldgicas [41, 42, 43, 44]. Simultaneamente, sao realizadas generalizagoes
para a teoria quantica de campos, pois a mecanica quantica pode ser entendida
como o setor de particulas nao-relativisticas da teoria quantica de campos. Essas
generalizacoes deram origem a varias teorias quanticas de campos nao-comutativas,
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por exemplo, a eletrodindmica quantica ndo-comutativa [45, 46, 47, 48, 49].
Como a construgdo de um espaco-tempo nao-comutativo teve sua inspiragao
no espaco de fase quantico, podemos dizer que os operadores de coordenadas
devem satisfazer uma relagdo de incerteza que, de maneira mais simples, devem
obedecer a relagdo de ndo-comutatividade [#%,47] = 0¥, onde 6¥ sio as com-
ponentes constantes de valores reais de um tensor de segunda ordem antissimé-
trico. Essa relacdo de nao-comutatividade foi usada, inicialmente, para introduzir
a estrutura nao-comutativa em um sistema de coordenadas espaco-temporais em
pequenas escalas, de modo a permitir a introdugao de um corte (cutoff) no regime
ultravioleta. No entanto, logo apds o artigo de Snyder, Yang [50] demonstrou que
embora usando essa algebra ndo-comutativa, as divergéncias da teoria quantica de
campos permaneciam la, causando um desinteresse sobre a algebra nao-comutativa
das coordenadas por algum tempo. Entdo, 50 anos depois, Seiberg e Witten [51]
demostraram que a algebra resultante de um modelo de cordas abertas cujas extre-
midades estao fixadas em Dp-Branas, imersas em uma campo de Neveu-Schwarz
[52] (Que equivale a um campo magnético constante nas Dp-Branas) apresenta
uma algebra ndo-comutativa. Despertando novamente o interesse nesta area.

Ao que se trata a ndo-comutatividade na MHD, pode-se citar o trabalho de
Z. Guralnik et al. [36], onde os autores usaram o produto estrela (Ou produto
Moyal) para analisar a ndo-comutatividade em eletrodindmica, com a intengao de
construir a teoria que descreve um fluido carregado na presenga de um campo
magnético intenso. Esse sistema leva as particulas ao nivel de energia de Landau
mais baixo. E uma vez que o sistema encontra-se nesse nivel, os parénteses de
Poisson entre as densidades de carga do fluido tornam-se nao-comutativos.

Nesta tese, estendemos essa nova estrutura para um sistema onde temos uma
interacdo entre o fluido eletricamente condutor e o campo eletromagnético. Ade-
mais, o meio é assumido ter condutividade infinita. Além disso, propomos uma
Lagrangiana para a MHD e desenvolvemos uma generalizacao nao-comutativa da
teoria. As variaveis ndo-comutativas foram introduzidas na teoria a partir dos
parénteses de Poisson. Veremos que a algebra nao-comutativa serd realizada no
espacgo de fase entre as componentes da velocidade. A motivacao para introduzir
uma algebra nao-comutativa de velocidades na dindmica dos fluidos é estudar a ex-
tensdo nao-comutativa da MHD. Deste modo, para a mecénica cldssica é assumida
uma nova estrutura simplética, que é consistente com a &dlgebra de comutadores
da mecéanica quantica ndo-comutativa. E em seguida analisamos as consequéncias
da introducdo da algebra nao-comutativa das velocidades do fluido.

Além disso, ao final desta tese é apresentada a aplica¢cdo do método simplético
[53, 54, 55] a um fluido incompressivel ideal relativistico, composto por particulas
massivas carregadas levando em consideragao os vinculos presentes neste sistema
fisico.

A tese é estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2 sdo apresentadas as
equacoes fundamentais da MHD, que descrevem a dindmica do fluido condutor,
sendo esse considerado um meio dotado de condutividade infinita. E construida
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a densidade Lagrangiana para a MHD tendo como ponto de partida as equacoes
Tipo-Maxwell para um fluido viscoso em regime de turbuléncia completamente
desenvolvida. Ao final desse capitulo, é realiza uma andlise do comportamento
ondulatério para a MHD, tendo como ponto de partida a Lagrangiana desenvol-
vida para nosso sistema fisico. No Capitulo 3, é realizado um estudo acerca de
espacos nao-comutativos através da relacdo entre operadores de coordenadas 2 do
tipo [a%i, &I | = 10" e como transportar esses conceitos para espacos de fase classi-
cos. Sao apresentados dois exemplos de sistemas ndo-comutativos e suas relacgoes
com o pardmetro ndo-comutativo . Em seguida, é construida uma MHD nao-
comutativa nas velocidades. A partir desse novo modelo sdo obtidas a equagao
de Navier-Stokes para a algebra de velocidades ndo-comutativas, a equagao para a
conservacao da energia e a taxa de variacdo da circulagdo. Os resultados obtidos
neste capitulo foram publicados em [56]. No Capitulo 4 é apresentado o método
simplético, este é aplicado a um fluido ideal incompressivel relativistico composto
por particulas carregadas e massivas. Sao obtidos os parénteses generalizados (pa-
réntese de Dirac) para esse sistema, partindo da definigdo de um novo tensor de
segunda ordem para a quadrivelocidade do fluido. Esse novo tensor leva em conta
o comportamento termodindmico do sistema através da fungdo entalpia, que entra
como um fator de peso para esse novo tensor. No Capitulo 5 ¢é realizada a conclusao
do trabalho. Além de trés apéndices. O primeiro trata da ndo-comutatividade e
do produto estrela, o segundo sobre a representacao em coordenadas de Lagrange
e de Euler para um fluido e como se relacionam e o terceiro trata do termo de
pressao magnética presente na forca de Lorentz para a MHD.



Capitulo 2

As Equacoes da Magnetohidrodinamica

2.1 Introducao

A Magnetohidrodindmica (MHD) descreve a dindmica do fluido eletricamente con-
dutor em movimento em relacdo a um campo magnético externo. Sendo o fluido
um meio ndo magnético [6]. Alguns exemplos relacionados a Magnetohidrodiné-
mica sdo: o estudo do campo magnético da terra (Mantido pelo movimento do
nicleo terrestre formado por uma liga metalica majoritariamente composta por
ferro e niquel em alta pressdao), o estudo de manchas solares e erupgoes solares
causadas pelo campo magnético do sol, e o estudo de campos magnéticos galacti-
cos e sua atuagdo na poeira interestelar [6]. Além de sua aplicagdo nos processos
de siderurgia, por exemplo, na levitagdo de metais liquidos [6].

Em esséncia a MHD é baseada no movimento relativo entre o campo magné-
tico e o fluido condutor. Desse movimento relativo surge uma corrente induzida
que por meio da Lei de Ampére, permite observar o surgimento de um campo
magnético induzido. Esse campo magnético induzido ird se acoplar ao campo
magnético externo. Tal acoplamento obedece ao principio de Lenz [57], ou seja, a
direcao e intensidade do campo magnético induzido serdo determinados de modo
a se opor a variagdo do fluxo magnético. Este efeito tem consequéncias bem in-
teressantes para a Magnetohidrodinamica, como por exemplo, o transporte das
linhas de campo magnético pelo fluido (As linhas de campo passam a estar fixa-
das no fluido) ocasionando processos como as ondas de Alfvén (Ondas observadas
somente no contexto da Magnetohidrodinamica) ocorridos quando a velocidade de
escoamento, condutividade elétrica, ou o comprimento caracteristico do meio sao
muito grandes. Ou no caso contrario, onde a velocidade, condutividade ou compri-
mento caracteristico assumem valores pequenos (Por exemplo da ondem de ~ 172,
~105Q"tm~! e ~ 0, Im, respectivamente) onde o campo magnético externo per-
manece praticamente inalterado e passa a ter grande influéncia na velocidade de

17
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escoamento [6].

Pode-se notar que a MHD deve ser descrita através de relacbes que levam
em conta a dindmica do fluido (equagdes de movimento da mecénica dos fluidos)
juntamente a descri¢do dinamica de particulas carregadas (eletrodinamica). Para
obter essa descrigdo, sdo empregadas a equacao da continuidade, equacao de Euler
para o fluido, entre outras como a divergéncia do campo de velocidades, varia-
cao da entropia e equacao de conducdo de calor, por exemplo. Para a descricdo
do carater eletromagnético sao empregadas as equacoes de Maxwell e a forga de
Lorentz. Para um escoamento a velocidades nao-relativisticas (v << ¢, ¢ a velo-
cidade da luz no vacuo), o campo elétrico pode ser negligenciado em comparagao
aos termos contendo o campo magnético. Dessa forma, a forca de Lorentz sera
modificada para a MHD, bem como a corrente de deslocamento que, para v << ¢
e meios condutores (condutores ideias) pode ser desprezada quando comparada
com o termo de densidade de corrente na equacao de Ampere-Maxwell. Quando
as condicOes acima sao aplicadas ao fluxo de um fluido condutor, a descricdo desse
sistema estd dentro do que se propoe a Magnetohidrodindmica. A secdo a seguir
tem como referéncia o tratamento ao tema da MHD apresentados em [6] e [58].

2.2 Equacoes da Magnetohidrodinamica

Consideremos um fluido incompressivel e condutor ideal em movimento, condu-
tor ideal, na auséncia de campo gravitacional, porém, na presenca de um campo
eletromagnético externo. Um condutor ideal é aquele cuja condutividade elétrica
tende ao infinito, ¢ — o0o. Nesta tese a condutividade elétrica serd considerada
constante e uniforme ao longo de todo o volume. Em algumas partes deste capi-
tulo, o serd mantida ao decorrer dos calculos, para ao fim ser aplicado o limite
o — 0.

A frequéncia w do campo eletromagnético, sobre o qual o fluido condutor
estd submetido, é de fundamental relevancia para o comportamento dos portado-
res de cargas (elétrons e fons) [57]. Para baixas frequéncias é possivel, em exce-
lente aproximacao, negligenciar a corrente de deslocamento presente na equacao de
Ampeére-Maxwell. Essa aproximacéo é aplicidvel quando o escoamento é descrito
por velocidades nao-relativisticas, ou seja, (Z—;) << 1 e é claro, baixas frequéncias
do campo eletromagnético externos (w < 20M Hz). Além disso, para um fluido
condutor ideal espera-se que o campo eletromagnético varie em um comprimento
tipico L e em um tempo tipico T. Variagoes menores que os caracteristicos L e
T, serdao rapidamente atenuadas pelo rearranjo das cargas elétricas. Assim, tendo
como valores caracteristicos L e T, esses definem uma escala de comprimento L e
uma escala nos tempos T, de forma a tornar possivel a identificacio V = L~! e
Oy = T~! [58]. Fica assim definido o valor caracteristico para a velocidade, % =w.
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Em complemento, também é possivel estimar a ordem de grandeza da corrente de
deslocamento através da expressao que relaciona a densidade de cargas ao tempo
de relaxamento das cargas elétricas em um condutor [6].

Para estimar a corrente de deslocamento no interior de um condutor com base
no tempo de relaxamento das cargas: consideremos um fluido condutor no qual
fixamos um referencial que se move junto a um determinado volume de fluido. Em
relacdo a esse referencial, a Lei de Ohm escreve-se

J =oE, (2.1)

onde E} refere-se ao campo elétrico experimentado pelas cargas em relagdo ao
sistema de referéncia que move junto ao fluido. Aplicando a segunda Lei de New-
ton, igualando as forcas por unidade de carga no referencial do laboratério com o
referencial que se move com o fluido, pode-se concluir

-

. L1 -
J—O’Ef—O’(E+17XB>, (2.2)
c

onde o termo do lado direito de (2.2) é a forga por unidade de carga medida no
referencial do laboratério, em relacdo ao qual o fluido move-se com velocidade
¥. Aplicando o divergente a equagao (2.2), usando a equagdo da continuidade,
V- J = 0dp./0t e a Lei de Gauss, resulta

7 (Pe 1 = D -1
V.J—(Te—i—caV-(UxB))——at, Te = (4mo) ™. (2.3)
Analisando inicialmente um condutor estacionario, ¥ = 0, e eq.(2.3) fica
0
8/)6 +220 5 pelt) = pe(0)e Y. (2.4)
t Te

Onde 7, é chamado de tempo de relaxamento da carga elétrica, sendo da ordem de
107185 para metais [6] e p.(0) uma dada distribuicdo inicial de cargas. A equagio
(2.4) mostra que em um condutor estaciondrio, as cargas vao rapidamente para a
superficie por meio da acdo de forcas eletrostaticas, instante apés estarem livres
para se moverem pelo condutor. Para o caso onde ¥ # 0 a derivada dp. /0t pode
ser negligenciada na eq.(2.3), quando essa é comparada a p./7.. Isso nos leva a

1 _,
:——v-(ax B), 2.5
Pe dre (2.5)
ou seja, quando o condutor estd em movimento existe uma densidade de carga

diferente de zero dentro do condutor. Pela Lei de Ohm, o campo elétrico é da

ordem de E ~ g e pela eq.(2.5) pe ~ ﬁv%, onde foi usada a aproximacio

para os operadores diferenciais em termos dos respectivos valores caracteristicos
correspondentes as suas dimensées. Com isso o termo contendo o campo elétrico
na forca de Lorentz

J x B, (2.6)
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é da ordem de
- 1 B J VTe . =
L~ [ —v— — | ~—BJ, 2.
P (47TCUL) <a> L2/ (27)

mostrando que o produto peE em relagdo a %j x B pode ser negligenciado em
excelente aproximagao. A forca de Lorentz para a MHD é

F=-JxB. (2.8)

ol

As equagdes (2.6) ou (2.8) podem ser aplicadas ao elemento de fluido como se ele
fosse composto por espécies de cargas do mesmo tipo. Para isso, basta que o livre
caminho médio dos portadores de cargas seja muito menor em comparacao as di-
mensoes do elemento de fluido que os contém. As colisbes ocorridas neste volume
irao fazer com que os efeitos individuais devido a forca de Lorentz sejam redis-
tribuidos entre os portadores de cargas, resultando em um tnico comportamento
coletivo [58].

Para a equagdo da continuidade, devido a p. ser muito pequeno para tempos
logo ap6s o inicio da dindmica e quase ndo variar com o tempo (Devido ao com-
portamento assintético da exponencial em relagdo ao eixo dos tempos), chega-se a
equacao para a corrente

v.J=0. (2.9)

A Lei de Ampere-Maxwell também sofre modificagdo. Para o rotacional do
campo magnético, escreve-se

L o 4dr o 1. -
VxB=""J+>8E. (2.10)
c c
Porém, E ~ g e do segundo termo do lado direito de (2.10), temos

1, 11J 4r1 - -

—OF~———~ — =T J << J 2.11

c ! cTo cT'® ’ (2.11)
ou seja, a corrente de deslocamento para um condutor pode ser negligenciada na
MHD, pois ela é muito menor que o primeiro termo do lado direito da eq.(2.10),
resultando na Lei de Ampere para a MHD

VxB=—"J. (2.12)

As equagoes de Maxwell restantes, Lei de Gauss, V - B eaLeide Faraday nao
sao alteradas. Deste modo pode-se escrever as equagoes de Maxwell nas condicoes
usadas na MHD, também chamadas de forma reduzida das equacgoes de Maxwell
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para a MHD [6].

V-E = d4rp., (2.13)

V-B = 0, 2.14)
S 1B
E = —-— 2.1

V x s (2.15)
. AT -

VxB = = (2.16)

C

—

JxB e V.J=0. (2.17)

Para obtermos a equagao de indugdo para o campo magnético, que expressa o
transporte, ou a difusdo das linhas de campo magnético pelo meio, em nosso caso
o meio é o fluido, consideramos inicialmente a Lei de Ohm

. L1
J:a(E+ﬁxB>, (2.18)
C

e substituindo na Lei de Ampere para a MHD, resulta

C

. . . . L1 .
VxB:aE+g17><B, & E=-SVxB--ixB. (2.19)
4 c c

4o

A segunda equagao em (2.19) apresenta uma alternativa para a obtengao do campo
elétrico em termos da velocidade ¢ e do campo magnético B. Substituindo na Lei
de Faraday, obtém-se

f:—%VX(VXE)%-VX(UXl?). (2.20)

A equacio (2.20) é chamada equagdo de inducdo para o campo magnético. Para
0 caso que queremos, o — 00, a equacao de inducao torna-se

= =Vx (7xB). (2.21)

#x B=0. (2.22)

A equacao de Navier-Stokes para um fluido composto por particulas carrega-
das, com a forca de Lorentz para a MHD (2.17) é

8’[7 - - 1 1 —q = 24
52+@-VM—f;VP+@5<VxB)xB+uVU, (2.23)
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A forga de Lorentz foi reescrita utilizando a equacao de Ampere J = =V x B.
Em (2.23) 9(t,Z) é a velocidade de escoamento do fluido, P(t,%) é o campo de
pressao, p é densidade de massa do fluido, v é a viscosidade cinemaética definida
porv = %(n ¢ a viscosidade dindmica, que pode depender de quantidades do fluido
como a pressao, densidade e etc. Para nosso caso serd considerada constante ao
longo de todo o espago) e B é o campo magnético. O termo vV27 em (2.23) é
devido ao tensor!

— avi 81)]- 1 (95‘@' . (9 8 ' 2
gij =1 <8xj + &Ci) , onde ;330]- = V@Tl/‘j@?jvl — vV (2.24)

para o fluido incompressivel. Outro resultado importante para a MHD apresentado
nesta secdo, é a taxa de variagdo da energia mecanica. Essa serd dada pela soma
da variacdo da energia do campo magnético e a variacdo da energia cinética do
elemento do fluido. Para a variacdo da energia magnética, consideremos o teorema
de Poynting para o eletromagnetismo [57]

O (Ucampos) = =V - S — J - E, (2.25)

onde .
Ucampos = 8771' (E2 + B2> s (2'26>

¢é a energia armazenada nos campos por unidade de volume.
o c = i
§=—(ExB), (2.27)

é o vetor de Poynting. Aplicando a aproximacao da MHD, reescrevendo o teorema
de Poynting usando

. L1 .
VxB=-"J e E=--VxB--txB, (2.28)

c 4o c

resultando na seguinte expressio

at[slﬁgﬂ - v.s?;(wg).(mcvwéiaxg)
= —V-g—(4;)22\V><§]2+417T(Vx§)~(6x§).

(2.29)

A densidade de energia no campo elétrico pode ser negligenciada por ser muito
pequena em comparacio a densidade de energia do campo magnético (E? ~ (%3)2)

IComponentes de um tensor simétrico de segunda ordem que representa a transferéncia
de momento causada pelas tensoes de cisalhamento devidas a viscosidade 7.
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[58]. O ultimo termo do lado direito de (2.29) pode ser reescrito da seguinte forma

i (V X é) ’ (U % é) - ﬁ (£ij10; By (gmlval) - ﬁ%‘kgiml (93 Br) vm By
_ i (7% — 867 (8;B1) vm By
- ﬁ (9 By) v; By, — i (0 Bi) vk Bj
= ﬁ%vﬁj (BkBr) — ﬁvkaj (B;B)
— 0y | BB + 3B | = v, (230)
Onde foi definido o tensor
i(jMHD) _ i |:BiBj _ ;BQ(SU] . (2.31)

O termo 0;; é o delta de Kronecker e ¢;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita. A equacdo
(2.31) é o tensor de Maxwell

My = - {EEJ +BiB; - 5 (E*+B )%] : (2.32)
com os produtos dos campos elétricos negligenciados, pois sdo pequenos em com-
paracdo aos demais termos em M;; (E ~ 2B). A equagdo (2.29) pode ser reescrita
da seguinte maneira

1 ., = MHD
0 (&TB > =V § v (2.33)

A eq.(2.33) é a taxa de variagdo da energia do campo magnético por unidade de
volume em relacdo ao tempo. Aqui ndo esta presente o termo referente a perda de
energia devida a condutividade elétrica, pois para o fluido de nosso estudo, essa
é considerada muito grande (infinita). Agora, para obter a taxa de variagdo da
energia cinética, vamos tomar o produto escalar de ¥ com (2.23)

v aﬁ+* (v-V) 7 Ly.vp+ Ly (VXE) X B+vi-V25.  (2.34)

ve—479- (- V)d=—=0- —- vt - V. :

ot p 4dmp

Multiplicando a equagao (2.34) por p e somando a equagao da continuidade, seu
lado esquerdo pode ser reescrito como

1
P (v,&gvi + v; (vj(‘)j) ’Ui) = =p (atvivi) + ipvj (8jv,~vi)
1 1
. (90?) + 5P (9,0%) + 50" 09+ 9 (pv;)

= 8t (;p?ﬂ) + 8]- (;pv%]) . (235)

— N =
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Ja o lado direito de (2.34) pode ser reescrito da seguinte forma
— v;0; P+ ﬁvieijk (Ejlmale) By + ’Uﬂ?j&ij
= —81‘ (’UZP) + Paﬂ)i + %U,‘Bk (8sz) — 8%1),8, (BkBk) + Uiaj(}ij
1 1
= —0i(Pvi) + —viBy (O Bi) — 87%81»32 + 0; (viGij) — 3i;0;0;. (2.36)
Igualando as eqs.(2.35) e (2.36)
O §p’U + 8]‘ 5,01) vy = —8j (P’Uj) + E’UZ‘B]c (8kBZ) — 871)1813
+ 8]' (vl&ij) - 6ij8jvl-. (237)

HD)

Rearranjando e usando a defini¢do de Mi(jM , a equagao (2.37) torna-se

1 1 _ _
at (2/)7)2) + aj |:(2,01)2 + P) U — UZ'Uij:| = —aijajw + vzﬁjMZ(JMHD) (2.38)

Somando as eqs.(2.38) e (2.33), seguinte equagao é encontrada

1 1
Oy (B2 + pv2> + V-

8 2 2

2
<pv + P) v+ S — E‘| = —an@jvi. (2.39)

Onde G tem componentes v;0;5. Para o termo do lado direito de (2.39) observa-se

0 seguinte
N C A 2+an v,
§ev = 81‘]' 8:32 al'j =7 al’j 61’1 81‘j

. 6111' + 81)]' 2 _ 8’()]' 8’01' _ (8’Uj>2
=7 6:@ 01‘1 0:131 8{[:j 8:171

_

8111- 81)' 2 _
=7 (8.Tj + 8:75]) — O'Z'jajvi. (2.40)
Que resulta em
2
_ 1 82)2‘ avj
Oy — — > 0. .
0i;05v; 5" <0:L‘j + 3$¢> >0 (2.41)

0i;0jv; é positivo, ou igual a zero. Ou seja, em uma integracdo num volume
qualquer que envolva o fluido, a soma de suas contribuigdes néao resulta zero. Logo
¢ um termo dissipativo para (2.39). Esse termo representa a perda de energia
devido a viscosidade [58].
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A partir daqui, podemos organizar as equagoes que descrevem a dindmica para
a Magnetohidrodindmica como

Op + V- (pV) =0, (2.42)
0B -
E = VX(UXB>, (243)
ov . L1 1 = = 2,
5 T (U~V)v_—;vp+%(vX3)xB+yvU (2.44)
€
V-7=0, (2.45)
V-B=0 (2.46)

As equacoes (2.42)-(2.46) sao necessarias para a MHD de um fluido condutor ideal
incompressivel [58, 6, 59].

Assim, com as equagdes para a MHD apresentadas prosseguimos para as pro-
ximas sec¢oes deste capitulo.

2.3 Densidade Lagrangiana Para a MHD

No célebre trabalho de William A. Newcomb de 1962 [22], este propos pela primeira
vez o principio da agdo para a MHD ideal, tanto em abordagem Lagrangiana,
quanto em abordagem Euleriana, abrindo caminho para outros autores [23, 24, 25,
26, 27, 28, 29].

Um dos trabalhos acerca da hidrodindmica em regime turbulento que merece
destaque, é o de Haralambos Marmanis [21], onde através de equacoes obtidas em
regime de escoamento turbulento para um fluido incompressivel, sdo elaborados
os conceitos de densidade de carga turbulenta e densidade de corrente turbulenta.
Essas novas equagoes de movimento sdo construidas por meio da analogia entre as
equacoes de Maxwell para o eletromagnetismo e as equagoes para a dindmica do
fluido 2, levando em consideracdo um regime de escoamento turbulento [21]. Tais
equagoes descrevem os valores macroscopicos das quantidades dindmicas do fluido
por meio de médias obtidas pela aplicacdo do método de filtragem de Russakoff
[57, 60]. Dentre essas quantidades a serem apresentadas por seus valores médios,
os campos fundamentais sdo a vorticidade w = V x ¥’ e o vetor de Lamb [=wx7.

Esta nova descricdo da dindmica de fluidos turbulentos foi apresentada por
H. Marmanis como um caminho alternativo ao uso dos valores médios de ¥(t, )

2Equacdo da continuidade, equacdo de Euler, equacio para a variacio da entalpia em
termos da variacdo da pressao e da variagao da entropia e a divergéncia do campo de
velocidade.
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e P(t,7) em equacOes nao-lineares (Eq. de Navier-Stokes) na descrigdo do es-
coamento turbulento. Em sua formulagdo para o fluido incompressivel, também
chamada de Dindmica Metafluida, H. Marmanis mostrou que a nao-linearidade
encontra-se nos termos que passam a ser definidos como fontes de turbuléncia para
as equacgoes de movimento. Essas equacoes de movimento sdo chamadas equacgoes
Tipo-Maxwell. Porém, vale ressaltar que estas fontes de turbuléncia (Densidade
de carga e densidade de corrente turbulenta) nao fornecem uma solugao analitica
para as equagoes Tipo-Maxwell, ja que ambas sdo fungoes dos préprios campos que
descrevem a dindmica. As equagdes Tipo-Maxwell sdo dadas através das seguintes
relagoes

V- = 0, (2.47)
AL vV2, (2.48)
ot
V-l = n(@t), (2.49)
% = A&V X W — T (Z,t) + vVn(E,t) — vV, (2.50)

onde c% =< v? > é a média espacial do quadrado da velocidade de escoamento
do fluido. n(t,7) e fmf(t,F) sao a densidade de carga turbulenta e densidade de
corrente turbulenta, respectivamente. Essas densidades sdao construidas de maneira
que todos os termos que ndo podem ser expressos como fungoes somente de e
w durante a obtencdo do sistema de equagoes (2.47)-(2.50), sdo tratados como

termos para as densidades de carga e corrente turbulentas. n(t,7) Ju,f(t,7) sao
dadas por

t) = —V3¢, (2.51)
Tng(@t) = On+V x [(F-0) 0] +0 x V (¢+0?) +2 (- V)5, (252)

onde

P(7,t) = ;P + (2.53)

2"
é a fungao energia de Bernoulli [59]. Pode-se notar que, desta forma, as fontes de
turbuléncia estao estritamente vinculadas a geometria do sistema sob andlise, ou
seja, dependentes do perfil por onde ocorre o escoamento [21].

E possivel estabelecer uma Lagrangiana para a dindmica metafluida partindo
da analogia do sistema de equagoes Tipo-Maxwell (2.47)-(2.50) com as equagoes
de Maxwell. Essa Lagrangiana foi obtida para um fluido viscoso em regime tur-
bulento descrito por equagoes Tipo-Maxwell em [30]. Assim sendo, da densidade
Lagrangiana dos campos livres para o eletromagnetismo

L= % (12— 1BP). (2.54)
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estabelece-se a densidade Lagrangiana homogénea para um fluido viscoso incom-
pressivel em regime turbulento

_ L 2,722
£ = (I~ aglar) (2.55)

onde a3 =< v? > é a média espacial do quadrado da velocidade de escoamento. O
vetor de Lamb é obtido a partir da equacao de Navier-Stokes sem a presenca da
forca de Lorentz através de

ov

[= —= —Vo+ DAVAZA (2.56)
e a vorticidade W é dada por
W=V x7. (2.57)
Substituindo as egs.(2.56) e (2.57) em (2.55), obtém-se
1 v 21
L= 5 <—g: - Vo + 1/V217> - §a3 (V x 7)2. (2.58)

Se calcularmos as equagoes de Euler-Lagrange em relacio a ¢ e ¢ para a Lagran-
giana (2.58), obtemos as seguintes equagoes

V- (=00 - Vo +vV?) =0~ V-I=0, (2.59)
e a outra equacao
0
5 (—ata— Vo + I/V277) = a2 (V x @) — V2 (—aﬁ— Vo + uv%)
ol 2 - 27
il agV x W — vV=l. (2.60)

As eqs.(2.59) e (2.60) sao as equagbes homogéneas para o sistema de equagoes
(2.47)-(2.50). As outras duas equagoOes sao obtidas, uma através do divergente de
(2.57) e a outra por meio da aplicacao do rotacional a eq.(2.56) [30].

Agora, para que possamos estabelecer a conexao entre a dindmica metafluida
e a Magnetohidrodindmica, propomos o acoplamento minimo entre os campos do
fluido e eletromagnético [31], [61]:

—

- - e
I - I'+—E, (2.61)
m

é o acoplamento minimo entre o vetor de Lamb leo campo elétrico E.

—

— — €
w— W+ —B, (2.62)
m
é o acoplamento minimo entre a vorticidade e o campo magnético. A carga elétrica
é e, e m é a massa do portador de carga. O vetor de Lamb agora passa a ser
ov

- - e =
l=——7—-VQ+k+—F 2.63
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onde ) = h+3 Ly2 é chamada energia total, h é a entalpia por unidade de massa. k=

TVs+ pVJ contem as contribuigoes devido ao carater estatistico e a viscosidade,

respectivamente. 1" é a temperatura e s é a entropia por unidade de massa.
Substituindo (2.62) e (2.63) em (2.55), obtém-se

1 0 1

ﬁ:(—”—v9+k+ E) —(VX + B) : (2.64)
2 ot

onde foi considerado a3 = 1.

Os acoplamentos minimos propostos em (2.61) e (2.62) podem ter suas valida-
des testadas da seguinte maneira: calculando o momento conjugado a velocidade
¥ para a Lagrangiana (2.64)

oL o0v -

F= =24V k-

E
ov ot

N

(2.65)

3\®

a equagao (2.65) com o uso de =% x @ onde @ = @ + < B pode ser reescrita

da seguinte maneira
ov

- e L € = .
o tVQ—k—- :—Kw+m3>xv] (2.66)

E usando que 2 = h + %vz ek=TVs+ %V&, temos

8”+Vh+v< )—TV5—1V5—65+(V><17)><17—17><
0 P m

(&

B. (2.67
- (2.67)

Usando a relacdo para a variagao de entalpia h, Vh = %VP + T'Vs, a equagao
(2.67) fica

ov 1 1 9.,
o TEXT= V(pP—I—Qv)—I—qu—i—m{E—I—va} (2.68)

A equacao (2.68) descreve a dindmica de um fluido carregado submetido a forga de
Lorentz, ou seja, através do acoplamento minimo (2.61) e (2.62) é possivel escrever
uma densidade Lagrangiana que incorpora a dinamica metafluida para um fluido
carregado imerso em um campo eletromagnético externo.

Na aproximacao para a MHD de um fluido incompressivel, considerando a
eq.(2.22), pode-se reescrever a Lagrangiana (2.64) da seguinte maneira

~ 2
EMHD:1[—(%—V<1P+ L2 ) +uv2v—€vx3} L [va—i— B]
21 ot p 2 m
(2.69)
A Lagrangiana (2.69) traz a extensdo da Dindmica Metafluida para a MHD. A
ligacdo que fundamenta essa extensao é a forca de Lorentz que estd presente na
equacao de Navier-Stokes para cargas elétricas na presencga de campos eletromag-
néticos. Vale lembrar que a densidade Lagrangiana (2.69) leva em conta a aproxi-
macao para um condutor ideal realizada na secao anterior.
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Para a Lagrangiana (2.64) (ou (2.69) usando a expressao para (1), pode-se
escrever as seguintes equagcoes de movimento para o campo eletromagnético

0 oL oL oL
o (70a) v (rvmy) ~ 56 =© (270)
que resulta
ov - e o
V‘[at—i-VQ—k—mE} =0. (2.71)

Lembrando que [= —%f - VQ+ E, a eq.(2.71) fica

V-E+%V-f=0 - V.E=o, (2.72)
onde E:j =F+ %f Para a outra equagdao de movimento
0 oL oL oL
2 =) - = = 2.
o (a(aﬁ)) TV (a(w)> o5 " (273)
substituindo (2.64)
o [0 - e = 0 1/, e =\?

O segundo termo do lado esquerdo da eq.(2.74) pode ser substituido por

0 |1 ? Ovn
. [ (€ijk3jvk + eBi) ] = ComnOm (5z‘jkajvk + eBi)
m m

ovy |2 vy
= g0 (Eijlajvl + ;Bi> , (2.75)
ou seja, .
VXE—% - %J}, (2.76)

onde J; = g—,l: +V x . O rétulo [ em .J; serve para indicar que a equagio (2.76)

é oriunda dos acoplamentos minimos (2.61) e (2.62). As equacoes (2.72) e (2.76)

sdo as equagdes de Maxwell para a MHD com termos de fonte devido ao fluido.

As outras duas equacbes de Maxwell permanecem as mesmas, Lei de Faraday e
divergente de B.

Decorrente da aproximacao nao-relativistica para a MHD, a Lei de Ampére é

- 1

J = U = —

pe? 47

onde como antes, p. ¢ a densidade de carga elétrica. Substituindo (2.77) em (2.64)

e usando

V x B, (2.77)

ixB= L (BxVxB) = - |5V (6 B)-B-VE], @7

e
m
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e 1 v 1 Ay
POIS ;0 T = Trm = Znps obtém-se

1/ 07 1 - a2 1 N

com ¢ definido da seguinte maneira

1 1 B?
b= -p+ v2 + — (2.80)
p 8mp’
O terceiro termo do lado direito da equacao (2.80) (Advindo da forga de Lorentz
presente na equacgao de Navier-Stokes escrita na aproximagao para a MHD de um
fluido condutor ideal) tem o cardter de um termo de pressao devido ao campo
magnético e a densidade do fluido [Apéndice C].
A equacao de Navier-Stokes para esta formulacido pode ser obtida através do
momento conjugado a velocidade, ou seja,
aﬁMHD . ov 1

. — V%% — —B.VB =1, 2.81
Y 8t+V¢ vV<y \Y [, (2.81)

"= 4dmp

onde | = % x ¥ é o vetor de Lamb, pois a equagao de Navier-Stokes (2.23) pode
ser escrita da seguinte maneira

ov

ot

- 1 B? 1 /= "
+1=- P+ -v’+—|+—(B-V)B 5. 2.82
v( + 5 +87Tp>+47rp( V) B+ vV (2.82)

Realizando a transformacao de Legendre H = 7 - ¥ — Ly;gp (ou seja, T e ¥
formam um par canoénico), pode-se obter a densidade Hamiltoniana H

—

H = n°—R-Vo+vit-Vii+ — 1 (E-V)B

4dmp
1/ 0v o 1 /o N | e =\2
- (=== — (B-V)B) += i+ =B
2( 5 V¢+VVU+4P( V) )+2 Vxit )
= e R Ve Vi ( )§+1(V><17+6*2
= 27T 7T . 9 m

(2.83)

Podemos obter de (2.83) as equagbes de movimento usando os parénteses de
Poisson. Os parénteses de Poisson para os campos bésico v;(t, Z) e m;(t, Z) sao

~—

e B s [ Oui(E ) oI, t)  Sui(E,t) o (F,t
{vi(a:,t),ﬂj(y,t)} - /d3x 2 {6%( t)omk(2' )  omk (@) 6vk(f’,t)}

k=1
:/d?”zcv (@ — 2)5160) (7 — ) = 61607 — 7).

(2.84)
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Ou seja,
{vi@ 0, 7@ 0] =—{P@D,0@ 0} = di&@E-7., (28
{vi(@, 1), 0;(F, 1)} = {mi(Z, 1), m;(4,8)} = 0. (2.86)
Nas eqs.(2.84)-(2.86) os campos v;(t, &) e m;(t, &) sdo dados pelos funcionais
i@, 1) = / B/ 53 (F — F)os (7, 1) (2.87)
(1) = / P s (& — Ty (T 1), (2.88)

A partir da densidade Hamiltoniana (2.83) e das relagoes (2.85) e (2.86) obtém-se
a equacao dindmica para a velocidade

508) — (3. H @) = /d3y /d3y, { 5U(% H(g/) B 517(:3/ 5%(*/)}

5305 ) 57 (5 ") o7 ") 397 )
— [yt {s@ -7 |7@8@- 7)) - Ve@sa -7
1

§(7) = 7(F) — V(@) + vV20(7) + Amlp(é VVB(@), (2.90)
ou 8" 1
L _ 0 R
R G VoV (B V)B = - (2.91)

que é a equagao de Navier-Stokes (2.81). O resultado (2.91) reafirma a escolha de
(2.85) e (2.86).
A equagdo para a dindmica de 7, momento conjugado & velocidade, é

ﬂz(f) = {771(5 }—/d y{ﬂ'z ( )}

),
_ 3 3 [ Omi(Z) SH(Y omi(¥) OH(Y
B /d y/d {5Uk N ome(G)  mi(if ) Sve(F )

Svg(g )
= [y [y {0ud(a — om0~ 5 )
+ f‘:jlmaly(smké(_’_ g‘/)(gjlmalyvm + 7B])]}
= [y { 5,50 V25( — ) — O ST — ) (sﬂmal om+ 2B )}

e
= —l/vxﬂ'i — ajliaf (sjlkaka + mBj) .

dur (i’

[y [y { 5805 — 7 [wm(g)vzvj(y*)+;5<eﬂmawm<y*>)+;B )QH

(2.92)
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Em forma vetorial
F= VRV X @+ SV x B. (2.93)
m

Note a dependéncia de 7 em termos do campo magnético B e da vorticidade @
por meio do acoplamento minimo (2.62).

2.4 Comportamento Ondulatério em MHD

O estudo do comportamento ondulatério dos campos que descrevem a Magnetohi-
drodindmica, é de grande relevancia devido a ocorréncia de ondas, que s6 podem
ser observadas em um fluido eletricamente condutor na presenca de campos mag-
néticos. Essas ondas devem-se essencialmente ao termo de tensdo magnética
2

51 (2.94)

dwpr
onde B é o médulo do campo magnético e p é a densidade de massa. Como
mostrado na [Apéndice C], o termo (2.94) (Devido a for¢a de Lorentz) age de
modo a tornar as linhas de campo magnético retas (Raio de curvatura infinito),
se opondo a qualquer curvatura imposta as linhas de campo magnético através
do fluxo descrito pelo campo de velocidade ¥(¢,7). Este movimento transversal
das linhas de campo magnético devido a velocidade de escoamento do fluido causa
oscilagoes, e a essas ¢ dado o nome de ondas de Alfvén [57].

As oscilagbes em um fluido eletricamente condutor podem ser divididas em
duas partes. A primeira, na qual sdo véilidas para a interagdo do fluido com cam-
pos eletromagnéticos de baixa-frequéncia (w < 20M Hz [62], por exemplo). E a
segunda, de oscilacbes em Plasmas, caracterizadas pela interacdo do fluido com
campos eletromagnéticos de alta-frequéncia (w > 20M Hz). A segunda, gera sepa-
racao de cargas elétricas e dos ions no fluido carregado, ocasionando variacdo na
densidade de carga elétrica (Entre elétrons e fons), e por consequéncia, na densi-
dade de corrente. Essa separacao é contrabalanceada por forcas eletrostaticas de
alta-intensidade que tentam restaurar a configuracio inicial das cargas, gerando
assim oscilacoes dos portadores de cargas, porém nao do meio ao qual compdem.
A essas oscilagoes da-se o nome oscilagoes em Plasma [57], [62]. Para baixas-
frequéncias ocorrem oscilagoes do préprio meio (oscilagoes do préprio fluido), a
essas da-se o nome Ondas em Magnetohidrodindmica [57]. Esses comportamen-
tos distintos dependentes dos valores de frequéncia w do campo eletromagnético
externo sao provenientes de suas relagdes com a frequéncia de colisbes dos porta-
dores de cargas, que além de imersos no campo eletromagnético, experimentam
uma forca (forga de arraste da forma wq,mv, we, é a frequéncia de colisdes) que
se opdem ao seu movimento [57].
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Uma importante andlise a ser feita sobre as linhas de campo magnético per-
tencentes ao fluido carregado, concerne a equagao de indugao do campo magnético
(2.20), ou seja,

3 2

@:—LVX(VX§)+VX(UX§). (2.95)

ot Ao
Como ja mencionado, a equacdo (2.95) é responsavel pela descrigdo do transporte,
ou difusdo das linhas de campo magnético pelo fluido. Iniciemos nossa analise pelo
fendmeno de transporte das linhas de campo magnético pelo fluido: suponhamos
que uma superficie v mova-se junto ao fluido, ou seja, uma superficie material. O
fluxo de campo magnético através desta superficie é dado pela integral dupla

= //é-dﬁ, (2.96)
Y

onde dri é o elemento de area orientada da superficie «v. Para que possamos calcular
a variacao do fluxo magnético, facamos: sejay a superficie no instante t e 7' a
superficie em um instante de tempo posterior t+dt, devido ao movimento do fluido.
A superficie ¥ movimenta-se com velocidade #(t, &), de modo que no instante ¢+ dt
¢ formado um volume fechado cujas "tampas"sao «, 7' e com area lateral S com
elemento de area di x @idt. dl é o elemento de linha do contorno de ~. Das equacgoes
de Maxwell sabemos que para um volume qualquer V, vale a igualdade

// (v-B)av =o. (2.97)
14

Sendo V' o volume delimitado pelas superficies v, 7/ e S temos para o instante
t+dt

/V/ V-BdV = —[/ E(H—dt)-dﬁw—i—{/ E(t+dt).dﬁ7,+é/ Bt-dt)-(dixidt) =

(2.98)
O sinal negativo na primeira integral do lado direito de (2.98) é devido aos vetores
normais apontarem sempre para fora do volume. A variacdo do fluxo magnético é

dada por
dd — //é(t+dt) - diity — //E(t)-dﬁv. (2.99)

Substituindo (2.98) em (2. 99) obtém-se

dd = //Bt+dt driy — //B - diiy — /Bt+dt (dl x Tdt)

- // (t +dt) - dit, — B(t) - i, //Bt+dt) (dl'x Fdt).

(2.100)
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Para dt — 0, o integrando do primeiro termo do lado direito de (2.100) pode ser
reescrito da seguinte maneira

dd = [/ [%?-dﬁv] dt—f[é(wrdt) - (dl'x ©)] dt. (2.101)

&,

A segunda integral do lado direito de (2.101) é uma integral de linha cujo dominio
de integracdo é o contorno da superficie v (0,). Em primeira ordem em dt, o
argumento do campo magnético na integral de linha pode ser trocado por é(t)
Assim a equagdo (2.101) pode ser reescrita da seguinte maneira

/ / - dity — f B (dl'x ). (2.102)

Aplicando permutacao ciclica ao produto misto e o teorema de Stokes a segunda
integral, fica
dd 0B L3 S
t://[ath(va)l-dnv_o. (2.103)
gl

A ultima igualdade é possivel devido a equacao de indugao para um fluido condutor
ideal,

98 _ v x (5% B) =o0. (2.104)
A equacao (2.103) prova que para um fluido condutor ideal, as linhas de campo
magnético estdo fixadas no fluido de modo a acompanharem o escoamento, ou
seja, o fluxo magnético através de uma superficie que move-se junto ao fluido nao
muda com o passar do tempo. O resultado (2.103) é conhecido como teorema de
Alfvén para um fluido condutor perfeito [63]. Agora, para o fendomeno de difusao
das linhas de campo magnético ao longo do fluido. Uma importante quantidade
adimensional usada para distinguir, por meio da equacao de inducao (2.95), se o
campo magnético encontra-se em um regime de transporte onde esta "congelado'no
fluido, ou se estd em um regime de difusdo, é o niimero de Reynolds magnético

Rjs dado por o
o

Ry = 2T (2.105)
onde c é a velocidade da luz, o é a condutividade elétrica, V a velocidade caracte-
ristica para o sistema e L o comprimento tipico para o sistema. Para Ry; >> 1, o
campo magnético encontra-se em regime de transporte, por exemplo. Esse regime
pode se alcancado para uma condutividade muito grande, ou para um tempo de
observacao do sistema muito menor que o tempo de difusdao das linhas de campo

magnético. O tempo de difusdo do campo magnético pelo fluido é dado por [57]

B Ao L2

s (2.106)

C
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O tempo de difusdo 7 é obtido considerando o regime no qual processos difu-
sivos sdo dominantes, ou seja, quando a condutividade do meio é pequena e/ou
a velocidade de escoamento é muito pequena de modo a néo influenciar o campo
magnético B. Este regime é caracterizado por Ry << 1. Quando a velocidade
¥(t,Z) é nula, a equagdo (2.95) pode ser reescrita da seguinte maneira

9B _ & g

o = Io (2.107)

A equagdo (2.107) descreve a difusdo do campo magnético através do meio eletri-
camente condutor. Dessa equagdo é possivel obter o tempo de difusdao 7 [57]. O
significado fisico de (2.107) pode ser entendido através da analogia com a equacio

de difusdo de calor
oT(t, )
ot
Ou seja, assim como para a temperatura o campo magnético deve se difundir
através do meio partindo de um valor inicial By em um instante de tempo tg.

Na equagao (2.108) T'(t,Z) é a distribuicdo de temperatura no meio e a é uma
constante de proporcionalidade chamada coeficiente de difusividade térmica e tem

= aV?T(t,T). (2.108)

dimensao de (mTZ> .

O estudo do comportamento ondulatério em MHD é realizado para Ry; >> 1,
ou seja, as linhas de campo magnético encontram-se movendo fixas ao fluido.

2.4.1 Relacao de Dispersao em MHD

Apés a descricao apresentada acima sobre a natureza do fluido condutor carregado
e o campo magnético que o permeia, analisemos as relacdes de dispersao associadas
as ondas em MHD. Para que se possa obter as relagoes e dispersao, faz-se necessario
um longo trabalho algébrico com as equacoes de onda. Por isso, a fim de simplificar
tal trabalho, ao invés de partir das equacoes de Euler-Lagrange para a Lagrangiana
homogénea

1/ ov 1o =\ 1 e =\2
L = (—— —-V®+vV?9+-—B-VB) —= (Vx¥#+—B) , (2.109

MHAD 2( ot v U+47rp ) 2< v+m ) ( )
onde3® = %P + %1)2 + 8371, definimos a Lagrangiana de interagdo responsavel por
conter os termos de fonte turbulentas, ou seja, densidade de carga e densidade de
corrente turbulentas. A seguinte Lagrangiana de interacao é definida como sendo
[30]

—

Lint = Iy T —n¢ —vv-Vn, (2.110)

3Usaremos nesta secio ® para a expressio contendo o termo de pressio magnética e ¢
setd reservado para a funcao energia de Bernoulli. No proximo capitulo, ¢ voltara a ser
como em (2.80), serd indicado quando ocorrer essa troca.
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onde .J,,, ¢ (equacao (2.52)) é densidade de corrente e n (equacao (2.51)) a densidade
de carga turbulenta. v é a viscosidade cinemética e ¢ = 1 P —I—%UQ é a fungao energia
de Bernoulli [64]. A nova Lagrangiana serd dada por £ = Lyrgp + Lint, ou seja,

1/ v 1 - _N\% 1 e =\?
L = - |(—-—— —-V®+vV*§i+—B-VB| —=(Vx¥+—B
2( o +v v+4ﬂp ) 2( X U+ )
+ g T—n¢—vi-Vn. (2.111)

Na auséncia do campo eletromagnético a Lagrangiana (2.111), quando obtidas as
equagoes de Euler-Lagrange para os campos ¢ e ¥, reproduz as equagoes (2.49) e
(2.50) que s@o as equagbes Tipo-Maxwell da dindmica metafluida com os termos
de fonte [30].

Reescrevendo a Lagrangiana (2.111) como

1/ 0v JR- ~)\? 1 e =\2
L = (-5 -V V% +-—Bx (VxB 2<v v B>
2< BT o+ v U+47rp ><( X )) 2a0 ><v+m
+ Jy - T —n¢—vi- Vn, (2.112)
onde é possivel manter somente ¢ = %PJr %v2 em toda a expressdo (2.112) e a3 foi

recuperada por andlise dimensional, pois serd vantajoso manter nos célculos para
as relagoes de dispersdo. Para a obtengao de (2.112) foi usado

L fs(vxB) =2 5 (v B) = LB« (vx5).

E
dT e m TP
(2.113)

e
m 4T pe m

na expressao (2.69), onde V é uma medida de volume.
Para a obtencao da equagdo de movimento, aplicamos a equacido de Euler-
Lagrange

0 oL oL 9 oL oc
a1 () * % (a«w) (o)~ =0 1)

Através da Lagrangiana (2.112), obtém-se a seguinte equagao

gt(—l}) — adeip0p (eijkajvk + ;BZ) —vd*(l}) = Ty +vOm =0,  (2.115)

onde
- 1
l; = —0w; — 0ip + 1/82111' + m&jkBjEkmnamb (2.116)

Em notagao vetorial, (2.115) fica

| @

= a2V x (&) — vV — fmf +vVn, (2.117)

QD

t
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que é a equagao (2.76) com os termos de fonte e W=V x0T+ %E Para que

possamos encontrar as relagoes de dispersdo, explicitemos [ em (2.117)

ot \ ot
ov 1 = -
2 2
SRV <—8t—v¢+uv T+ g, B (VXB)). (2.118)
Simplificando,
v 0 1 0 _
@—VE—F va—{—%a[f}x<VXB>:|—CLOVX(VX’U)+GO VXB

— iy +M+%+W— A var ﬁw (Bx (vxB)). (2119)

Usando a identidade V x (V x #) = V(V - ¥) — V27, temos

Zth—i_v?;f B 471Fp§t[§ (VXB)}—CLOVQU—FQO V x B — Jy — 12V
- Hvz (Bx (V= EB))=o. (2.120)

Decompondo Jm ¥ (decompo&gao de Helmholtz) em uma componente J(m Dl (lon-
gitudinal) e uma componente T #1 (solenoidal), isto é T = Jm At T 71, onde

Jmf” =V (%f) a equagao (2.120) escreve-se

0%v 1 8[

2 dmpdt < (VxB)| - GOV%“‘U VxB- V'

— ﬁVQ (Bx (Vxé)) = _;nfL.
(2.121)

A partir de agora, consideremos o caso homogéneo, ou seja, sem termos de fonte.
Considerando que o sistema encontrasse em um estado de equilibrio estacionario,
onde By é um campo uniforme e constante, e 7 (velocidade do estado estacionério)
é nula. A partir disso, suponhamos que ocorram pequenas variagoes dessas quan-
tidades representadas por By e ¥1, de modo que estes campos sejam representados
por

&

= By+ Bi(&,t), (2.122)
= T(d1). (2.123)

=1

Com o objetivo de que a eq.(2.121) seja linearizada nas quantidades com indice 1, os
termos de segunda ordem, ou maior, quantidades serdo descartados. Substituindo

1 - . . .
8< ov —Vé+ vV + Bx(VxB)>=a3VX<lU+eB)—Jmf+yVn
4mp m



38  CAPITULO 2. AS EQUACOES DA MAGNETOHIDRODINAMICA

(2.122) e (2.123) em (2.121), resulta

0%ty 1 0 . ) .
otz Arp at[BOX<V><Bl>} — aOVv1+a0 VxBl—val

_ TV2 (BO X (V X B1)) 0.(2.124)

Para o segundo termo de (2.124), usando a equagao de indugao para a MHD ideal

—

0B L =
5 =V x (vx B), (2.125)
fica
9 /= . . 0B, L L =
o (B (7 80)) = B (7 50 ) = B x [0 (9 (¢ )]
(2.126)
Assim, temos para a eq.(2.124)
PO _ a2 1 25 % B — V4 — L B« [V x (v x (51 x By) )|
ot? 0 Om 47Tp
. - 2 3 3 —
47Tpv (Box (Vx Bi)) =0.
(2.127)
Considerando as solugoes em ondas planas para v (%, t) e gl(f, t)
TH(E L) = GrekTivt (2.128)
Bi(@,t) = Bjeta-int (2.129)

Substituindo na equagao (2.127), obtém-se
L 1 - L. .
—11)2171 + a%]{i2771 + a%izk X B; — V2k‘4171 + —By x [k‘ X (k X (771 X Bo))}
m

v L (Bo x (k= Br)) =

Aplicando a equagao de inducao as relagoes (2.122) e (2.123), obtém-se
—whB, = k x (771 X §0> +kx (61 X §1> , (2.131)

mantendo somente os termos de primeira ordem nas perturbagoes, (2.131) resulta
em

—

B = —%E x (w1 x By) . (2.132)
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Com a equagdo (2.132), podemos escrever o terceiro e o sexto termo de (2.130) da
seguinte maneira

L 1. - .
kx By =——Fkxkx (171 xBo), (2.133)
w
em notacao indicial, os produtos vetoriais do lado direito de (2.133) ficam
Eijkkj [5klmkl (gmnpv(l)nB(O)p)} = &ijkk; _é?mkzsm"pkw(l)nB(O)p]
ijih [ (5107 — O207) kv Bop|
= eijrkj BBy — klv(l)lB(O)k} -

Eijkkj :(le(o)z) V(1) — (kwu)z) B(O)k} :

(2.134)
Em forma vetorial, pode-se escrever
- 1r/» = /= Y /e a
FxBi=—— (k- Bo (kxw1)) = (K5 (k< Bo))], (2.135)
e para o produto vetorial duplo
L. 1~ - - .
Byxkx By =——Bgxkxkxu; x Byg. (2.136)
w

Vemos que o sexto termo em (2.130), apds a uso de (2.132) é proporcional ao
quinto termo em (2.130). Assim temos

w2171 — k2111 + V2k4171 o [(k BQ) (E _»1) — (E '171) (E X B}))}
n lerp(l_u’j)[(k By) (Bo-01) R — (F-Bo) (F-Bo) s — (F-m) B2F
+ (Bo-F) (k-m) éo} = 0. (2.137)

A fim de extrair informagoes relacionadas as relagoes de d1spersa0 da equagao
(2.137), analisemos por partes. Prlmelro caso, quando kL B(], ou seja, k- Bo = 0.
Da equagao (2.137), aplicando kL By, obtém-se

2 P 1.2
- - o 1 k
w2171 — a%k%’l + 1/2/€4’l71 - E (k ’Ul) k x Bo _— (1 — ZI/) (
wm 4

ol

.5 B2k) = 0.
TP w ! 0)

(2.138)

Tomemos, sem perda de generalidade, os seguintes vetores em termos da base
ortonormal {é,,8é,,¢é,}
By = Byé,, (2.139)
Uy = Vgl (2.140)
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onde 7, é a velocidade de Alfvén [57], dada pela expressao

—

By
Uy = . 2.141
Vg, /47_(_p ( )
E por fim
k=kpé, + k.é, (2.142)
€
U1 = V1z€s + vlyéy + v1,€,. (2.143)

Substituindo (2.139), (2.140), (2.142) e (2.143) em (2.138), resulta a seguinte equa-
cao

;9 1.2
9 ragpe R 1 wk -
02 + —— (kzvig + kyviz) by Boéy — — (1 — ) (kpvig + kyv12) ng =0.
wm 4dmp w

(2.144)

Onde w? = w? — alk?® + v?k*. Separando as componentes da equacio (2.144),
temos para a direcdo é,

Wupy — A (kpviz + kyv1z) ng: +x =0,

(#* — k2B3A) vio — ok ABjvr. =0, (2.145)
onde A = ﬁ (1 — %) Para a componente na direcao é,
W1y + D (kypv1g + ksv12) ke Bo = 0,
k?ByDv1y + vy + kyk, BoDvy, = 0, (2.146)
;2
com D = % Finalmente para a componente na direcao €,

vy, — A (kpvig + kov1.) Bk, =0,
—AB3k.kovi, + (0 — ARZB}) v1. = 0. (2.147)

As trés componentes podem ser organizadas através do produtor de matrizes

w? —k2BZA 0  —Akyk,B? Vig
Dk2By  w?  Dkyk,By vy | =0. (2.148)
—ABZkyk. 0 (0% — Ak?Bg) V12

O sistema representado pelo produto de matrizes (2.148) admite uma solugao nao-
trivial, se o determinante da matriz 3 x 3 for igual a zero. Desse modo, escreve-se
a equagao caracteristica

(0% - k2B3A) @? (@? — AR2B}) — A%2K20% = 0. (2.149)
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Mas, como kL Byé,, entao k; # 0 e k, = 0. Logo a equagao (2.149) resulta em
ot (@ — AKZB}) = 0. (2.150)

Analisando a equacdo (2.150), pode-se extrair as seguintes relagoes de dispersao.
De w* = 0, obtém-se

w? — a3k + vk} = 0,
w = +ky\/ad + v2k2. (2.151)
Ou seja, a relagao de dispersao é

2.2
w(ky) = £aoks, |1 — ”a;’. (2.152)
0

A relacido de dispersao (2.152) ¢ o mesmo resultado obtido por H. Marmanis [21]
e é independente do campo magnético.
De (w? — Ak2B3) = 0 pode-se extrair

w? — alk? + 2k — AK2B2 =0, (2.153)
ou )
1 vk

a2k -2kt — [1- —=)k:B2 2.154

w? = ag v + i p( " ) - Bj (2.154)

Usando a velocidade de Alfvén

B B2

T, 0 5 2=20 (2.155)

- Vamp ¢ Admp

pode-se reescrever a equagao (2.154)

w a

. kQ
w? = alk? — vkl + (1 7 ”3) k202, (2.156)

Considerando o caso em que a viscosidade é muito pequena, v — 0, temos da
equagao (2.156)
w? = alk? + k202 (2.157)

Resultando na velocidade de fase

w
= \/ad + v2. (2.158)

€T

Voltando na equagao (2.156),

. k;2
w? = (a3 +02) K2 — v2kd — R (2.159)

T z%a
w
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e da equagao (2.158), ou seja considerando ainda v muito pequeno mas nao des-
prezivel, podemos reescrever k2 em termos de k% ji que k2 = 0, ou seja,

w2

2 _ 12 _
K=k = 5—s.
ag + vy

(2.160)

Substituindo (2.160) nos dois tltimos termos de (2.159), w? serd aproximadamente

2 2 : VA 2
9 9 9\ .9 T w v w w 9
w*~ (af +vi)k“—v - — Ve, 2.161
(0 +12) @+ D @) w@rd) @ >0

Como v é muito pequeno, vamos descartar o termo com /2

3
2 2\ 12 2, . VW 2
(a0+va>k ~ow +17(a(2)+v2)2%
2 L vw 2
~ 1 —_— . 2.162
w < +Z(a%+vg)2%> ( )

Explicitando o vetor de onda

w

1
2 2
)
ke —m—— |1+ iaw> . (2.163)
\/ad + v2 ( (ag + v2)?

ivviw
(ag+v3)?

Fazendo a expansao em série de poténcias para o termo contendo v, ja que <<
1, obtém-se

2
w Vv
—— i <“5> : (2.164)
\/ad +v2 2(af +v3)?
Podemos ver que a atenuacdo na amplitude da onda cresce rapidamente com a
frequéncia w, porém também decresce com o aumento do campo By, ji que o
ultimo termo em (2.164) é proporcional a

k ~

2
w
~i—, 2.165
Ug (2.165)
representando uma rapida diminui¢do na amplitude da onda.
Segundo caso, k || ¥, com U, = veé,, k = k,é, e k x By = 0. Da equacao
(2.137), obtém-se

W — a3k + T+ kB (B x 5 + — (1 2 ) [k:Bo (Bo-) &
wm
0

— B3 — (K- 1) B3k + Bok (K- 71) Bo| =



2.4. COMPORTAMENTO ONDULATORIO EM MHD 43

Como k I go, entio k = B%B%. Tendo k e 50 o mesmo sentido. Substituindo nos
2 1dltimos termos da equagao (2.166)

ivk? k =

1
k‘/yﬁ/ (BO X ’Ul) 47Tp (1 — ) [k/B/(BO 1}1) %Bo
~ KB} — (Bo- ) %%BO + %% (Bo- ) éo] =0. (2.167)

N - o iake
w2v1 — agk%l—l—uzk%l —0=

Melhorando a expressdo anterior, fica

(w? @k + 28+ 2 (Byxw )+ (1- 2 [W— k? B2,
wm 4d1p w
— K (Bovr) By + K (Bo- 1) EO} 0. (2.168)

Da expressdo para a velocidade de Alfvén B3 = 4mpv?2, a equacio anterior passa a
ser escrita como

2 . ki2
(w? - agh? + 2k") 5y —1—17\/471 (T % 1) + (1 Y > k?[(ga S 01) Ty — 0201 | = 0.
w

Se além de k || ¥,(By), considerarmos ¥ || k, ou seja, ¥ || ¥,, temos ¥, x 1 =0
de modo que a equacao anterior, (2.169), torna-se

12
[w — a2k? + VK — (1 — “:j ) k*v?

Resultando na velocidade de fase ja obtida antes, (2.152)

. k2
7 + (1 - ) k2020 = 0. (2.170)
w

w? = (af + v2K?) K, (2.171)

para v, = va%, ou seja, U, e U1 com mesmo sentido.
Sumarizando os resultados obtidos até aqui: para o primeiro caso considerado
k 1L By foi obtido a relacdo de dispersao

2.2
w(ky) = £aoks, |1 — ”a;. (2.172)
0

A relacdo de dispersdo (2.172) mostra que w(k,) depende de maneira nao-linear
em k.. Especificamente, a presenca de v introduz uma dependéncia nao-linear em
w(kz), logo o meio de propagacdo da onda além de dissipativo, é também disper-
sivo. Pois ondas com diferentes valores de k, propagam com diferentes velocidades
[58] [57].
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Quando calculado o limite v — 0 em (2.156) foi obtido a relacao

w
= v ad +v2. (2.173)

T

A equacdo (2.173) mostra que para esse caso, kL EO e v — 0, a velocidade de
propagacao da onda depende de a2 e v2. a2 =< v? > é a média quadratica espacial
da velocidade e pode ser considerada aproximadamente constante para o regime
de turbuléncia completamente desenvolvida, ou seja, fluxos com altos nimeros de
Reynolds [21]. A expressdao (2.173) é semelhante a velocidade de fase da onda
para um fluido incompressivel ideal submetido a perturbagoes adiabaticas (cuja

entropia do estado estaciondrio é a mesma para o estado perturbado) dada por

v \/ 8?2+ v2. (2.174)

T

7

Onde s% = (%—5) ¢ a velocidade do som & entropia constante. KEssa ondas sao

chamadas de magnetosonicas [57].
O terceiro resultado obtido trata a viscosidade v muito pequena, porém néo-
desprezivel. De modo que

2
P (2(”’“> . (2.175)

Jaia RN

Como mencionado, a atenuacdo na amplitude da onda cresce rapidamente com a
frequéncia w, e também é atenuada pelo aumento do médulo de go. Além disso,
se a viscosidade v é dominante, a onda é drasticamente atenuada.

O segundo caso, no qual é considerado k | U, ke Eo tendo o mesmo sentido
e 71 || k, ou seja, 7y || 7, obtemos o mesmo resultado que em (2.172), ou seja, o
comportamento ondulatério é o mesmo que para k x EO,

Notamos que partindo da equagéao (2.137) as relagoes de dispersao sao derivadas
de comportamentos ondulatérios distintos, que podem ser categorizados em duas
partes. A primeira para kL Byea segunda parte quando k | Ua, ou seja,
k I éo. Dentro do segundo caso, ainda é possivel considerar juntamente a condigao
k || Up duas situagoes distintas ¥ || U5, ou ¥ L 9,. Os célculos para a segunda
possibilidade v7 L v, e v7 L ¥,, estdo em andamento. As relagées de dispersao
aqui obtidas (Todas aquelas contendo o termo a2) sdo um resultado original obtido
pOr Nosso grupo.



Capitulo 3

Nao-Comutatividade em MHD

3.1 Espacos Nao-Comutativos

A algebra da mecanica quantica formulada por Heisenberg em 1925 [65], onde os
observaveis sao tratados como operadores lineares auto-adjuntos em um espaco de
Hilbert H [66], permitiu que a algebra comutativa de grandezas cldssicas pudesse
ser passada a uma algebra ndo-comutativa de observaveis quanticos [67]. Essa
algebra é obtida a partir da troca das grandezas cldssicas por operadores Hermiti-
anos definidos em um espaco de Hilbert. Esses operadores sao funcoes de §* e Dj
e devem obedecer as relacoes de comutacao de Heisenberg

@ @] =0, pip)=0, |d'p;] =ins, (3.1)

onde §* é o operador posicido e pj o operador momento. A esse procedimento,
juntamente a uma escolha de ordenamento dos operadores de aniquilagdo e criagao
é dado o nome quantizagio canonica [68].

A mecéanica quantica tem um papel fundamental para a construgdo de espa-
¢os nao-comutativos, sendo esses objeto principal de estudos tanto para a me-
canica quantica, quanto para a geometria nao-comutativa [67]. Um espago nao-
comutativo, de modo semelhante & quantizacdo do espago de fase classico [68], é
construido a partir da troca das grandezas posicio ' e momento pj pelos opera-
dores Hermitianos posicdo ' e momento Dj, respectivamente. A novidade é que
agora além do comutador entre &° e pj ser diferente de zero, o comutador entre as
coordenadas também sera diferente de zero. Para este fim, a relagdo de comutacao

!Sendo o mais comum o ordenamento normal onde os operadores de criacio sio postos
a esquerda dos operadores de aniquilacdo na definicdo da Hamiltoniana H e operador
momento P;.

45
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entre os operadores de coordenadas passa a ser
|, 47| = 6V (3.2)

Aqui 0% sdo as componentes de um tensor antissimétrico com valores reais e cons-
tantes com ¢,j = 1,2,---, D sendo D a dimensdo do espago. A ideia de introduzir
coordenadas nao-comutativas foi apresentada pela primeira vez de modo sistemé-
tico por Snyder [34], tendo essas ideias sua alvorada em 1930 com Heisenberg [69].
A proposta de Snyder se baseia na auséncia da nogdo de ponto em escalas meno-

res que A ~ /|0%] (tendo em mente que a ndo-comutatividade das coordenadas

implica na troca do ponto por células de Planck da ordem de A? [70]), onde para
uma descricdo de um espaco nao-comutativo, A serviria como um cutoff superior
nas integrais no espago dos momentos para o célculo de diagramas de Feynmann
[71]. Porém, essas ideias foram abandonadas devido ao sucesso dos procedimentos
de renormalizacdo em desenvolvimento neste mesmo periodo.

Foi durante os anos de 1980 que a geometria nao-comutativa voltou a ocupar
papel de destaque. Por volta desse periodo os mateméticos A. Connes, Woronowicz
e Drinfel’d utilizando os teoremas de Gelfand e Naimark [72] generalizaram as es-
truturas diferenciais para os espacos nao-comutativos [67]. Essas generalizagoes
resultaram em uma algebra ndo-comutativa baseada na algebra de fungdes sobre
esses espacos [71], tendo como base um importante resultado da geometria algé-
brica que diz que a algebra de pontos em uma variedade diferencidavel M tem sua
informagédo contida na dlgebra de fungoes C>°(M) definida em M [51], [67].

3.1.1 O Produto Estrela (x), ou Produto de Groenewold-Moyal

A nao-comutatividade entre os operadores Z¢ (por exemplo para a construcio de
operadores na mecéanica quantica nao-comutativa) pode ser realizada através da
deformacao das estruturas de Poisson, quantizagdo por deformacao [67], [73]. Essa
deformacao é realizada por meio da troca do produto usual entre funcgoes defini-
das no espaco de fase pelo produto estrela (também chamado apenas de produto
Moyal)[74]. O produto Moyal pode ser obtido através do produto de operadores
W [f], sendo W operadores de Weyl. O processo de quantizacao de Weyl (do
qual decorre os operadores 174 [f]) fornece uma correspondéncia um-a-um entre
operadores quanticos e fungoes definidas em um espago de fase classico [71], [75].
Assim, para a constru¢ao do operador (também chamado de simbolo de Weyl) de
Weyl: seja f(z) uma fungdo que satisfaz as condigoes de Schwartz, ou seja, flx)
vai rapidamente a zero no infinito, bem como suas derivadas em qualquer ordem
tanto no espacgo das posigoes, quanto no espaco dos momentos. Isso garante que
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f(x) possa ser representada pela transformada de Fourier

k) = /dee*ikixif(a;). (3.3)
O operador de Weyl é definido como
. dPk - i
1474 :/ ket 3.4
/1= [ G 10 (3.4
ou ainda
Wi = [ P fo)A). (3.5)
Com 5
d k: s g
/ 1k':1: fzkiz ) (36)
Note a introdugdo dos operadores Hermitianos 2* em (3.4), onde devido a relacio
de comutatividade [aﬁi,i'j] = 0% resulta uma &lgebra nao-comutativa para os

operadores W [f]. E interessante perceber que para 9" = 0 (Caso comutativo),
A(z) torna-se a funcdo delta em R ¢ W [f] |g—o = f(&).

Considerando fe g fungoes sobre o espaco de fase cléssico, o produto de ope-
radores W [f] e W [g] para as coordenadas ndo-comutativas (6% # 0)

W [fIW [g] = W [f *g], (3.7)

onde o produto de Moyal é escrito como [71]

fla) xglz) = // o de/ T)a(K — ke~ 307Kk ciklat
= exp( 59’ >
-t + 3

) O Gy, 0, f2)D, - 0y,9(x).

(3.8)

DO | .

Onde foi usada a relacdo de Baker-Campbell-Hausdorff para as exponenciais de
operadores ([Apéndice A]). Por meio de (3.8), nota-se que o carater ndo-comutativo
da &lgebra de operadores de Weyl W estd codificado no produto estrela entre
fungoes definidas no espago de fase classico [71], [76].

A forma (3.8) é uma expressdo particular do produto de Moyal [73]. De forma
genérica, o produto estrela pode ser definido como uma deformacado da algebra
usual de fun¢des em uma variedade A por meio da uma série de poténcias em um
parametro A € A. De modo que

frg=Fg+ > N'Cu(f.9), (3.9)

n=1
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onde Cy,(f, g) é um operador local bidiferencial C,, : C*°(A) x C*(A) — C*(A) [[\]
com C*™(A) a dlgebra de fungoes f, g € C*°(.A) infinitamente diferencidveis em A e
C>(A)[[MN]] é formado por poténcias de A e coeficientes em C*°(A) [76].

O produto estrela pode ser aplicado aos parénteses entre fungdes do espago de
fase onde no lugar do produto usual passa a ser usado o produto estrela

{fl), 9@}y = fl@)xg(x) —g(@) * flz)
= 2if(x)sin (;Eei@;) g(x). (3.10)

Os parénteses { , },, entre as coordenadas z' e f(xr) em termos do pardmetro
nao-comutativo 6% sdo dados por

{a f(x)}M =2 flz) — flz) * 2 = i070;f(x). (3.11)
Quando aplicados as coordenadas do espaco de fase, reduz-se a
{mi,xﬂ}M — 6 (3.12)

que é equivalente a expressao (3.2). Deste modo, é possivel notar que a troca do
produto usual pelo produto Moyal, torna a algebra que antes era associativa e
comutativa em uma &algebra associativa, porém nao-comutativa. Tanto a associ-
atividade, quanto a nao-comutatividade podem ser obtidas através da verificacao
da &lgebra dos operadores de Weyl [77], pois esses sao definidos de maneira uni-
voca em termos das fungoes do espago de fase cldssico [71]. Uma das vantagens
da utilizacdo do produto estrela na descricao de dlgebras nao-comutativas, é que
a passagem ao limite comutativo é direta [76].

Um exemplo da aplicacao do produto estrela pode ser encontrado na construgao
da teoria de Yang-Mills ndo-comutativa.

3.1.2 Teoria de Yang-Mills Nao-Comutativa

Afim de ilustrar a aplicacdo do produto estrela, citamos brevemente a teoria de
Yang-Mills ndo-comutativa. Seja A;(x) um campo de gauge sobre R? e t,, geradores
da dlgebra de Lie em U(N), a = 1,2,--- , N2, O comutador entre os geradores
é [ta,ty] = ify “te, sendo f,; ¢ as constantes de estrutura do grupo. Assumindo
que a algebra é simissimples, ou seja, try (tqly) = 0ap. try é o trago usual de
uma matriz. Como A;(x) tem elementos pertencentes a algebra U(NN), o campo
de gauge pode ser expresso em termos dos geradores t, como A;(z) = A¢(x)t,.
Para a obtencao da teoria de Yang-Mills ndo-comutativa define-se o operador de
Weyl para A4;(x)

A

WAl = / dPrA) @ Ai(z), (3.13)
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A

onde A(z) é dado por (3.6). Utilizando as relagoes de comutagao [71]

[@afﬂ =6l [0:,05] =0; [@‘,A(@} = —9;A(x); [@wW [@‘Jﬂ =W [0:f],
(3.14)

a a¢do para o campo de Yang-Mills puro nao-comutativo é

Svar = =35 Tr @t ([0, 4] = 0, W 4], = i [ 4,

R 2
Wiap)) . (3.15)
Onde T'r é o operador trago (TTW If]= deq:f(x)>. O termo g2 é o pardmetro
de gauge de Yang-Mills. Utilizando as relagdes de comutacio entre derivadas e
operadores de Weyl (3.14), a forma integral para TrW [f] e o produto Moyal
em termos de W [f]W [g] = W [f*g] a acdo para o campo de Yang-Mills nio-
comutativo pode ser reescrita da seguinte maneira

Syar = —4192 / AP try (Fye) « F(2)) (3.16)

onde o tensor de campo Fj; é definido em termos do campo de gauge A;(z) como

Filr) = 0iAj(a) — 0;Ai(x) — i (Aila) x Aj(x) — Aj(x) » Ai(x)
0:A () — 3 Ai(a) — i [Ai(a), Aj()] + S6M (O A(2) 1A )
— A (2)0 A () + O(6%). (3.17)

A teoria de gauge nao-comutativa torna-se a teoria de Yang-Mills com grupo de
simetria U(N) comutativa convencional para o limite § = 0 [71]. Por exemplo,
temos para N =1 e § = 0 que (3.16) reproduz a eletrodindmica pura.

3.1.3 O Problema de Landau e a Nao-Comutatividade

Encerramos essa se¢do citando mais um exemplo: o problema de Landau [78]. Sua
notavel importancia é devida a esse ser um exemplo da ocorréncia de coordenadas
nao-comutativas em um sistema fisico, e também a sua semelhancga com a descri¢ao
das coordenadas nao-comutativas em teoria de cordas abertas, cujas extremidades
encontram-se fixadas em Dp-Branas (Hipersuperficies de p-dimensdes espaciais).
Os dois sistemas quando submetidos a um campo "magnético'constante apresen-
tam coordenadas ndo-comutativas. As aspas anteriores sdo devidas ao campo nas
Dp-Branas ser um campo constante tipo Neveu-Scwarz [52], que equivale a um
campo magnético constante nas Dp-Branas.
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O problema de Landau (de natureza quéntica) consiste de uma particula de
massa m e carga e sob a presenca de um campo magnético constante de fundo B.
A Lagrangiana para esse sistema é dada por

1
L= (&3 +2) + = (@As + 4, + 24.). (3.18)

Onde a Hamiltoniana correspondente é dada por

et (ﬁ efY>2. (3.19)

- 2m c

O momento canoénico da particula é dado por p = mv + %ff (c é a velocidade
da luz no vacuo). Escolhendo a diregdo Z para o campo magnético (sem perda
de generalidade), a seguinte relagio deve ser valida para A, A = (0,zB,0). Pois
V x A = B2. Para essa escolha de potencial vetor vemos que o operador Hamil-
toniano H comuta com os operadores de momento p, e p.. De modo que para
|W> autoestado de H, esse serd autoestado simultaneo de p, e p,. Isso possibilita
escrever py|W>= hk,|¥> e p.|¥>= hk,|¥>. Substituindo a expressdo para o
potencial vetor A e os autovalores para py e p., a Hamiltoniana H fica

P2+ (‘sz (m - Cfgyﬂ . (3.20)

As autoenergias associadas aos autoestados |¥>=|n, k,> sao

1

H
2m

(hk.)* +

2m

B, =hS (n+5). (3.21)

As energias (3.21) sao chamadas de niveis de energia de Landau, ou apenas niveis
de Landau. Os valores de energia F,, sao infinitamente degenerados em k,, [78].

Para a obtencdo do comutador entre as coordenadas nao-comutativas, é neces-
sario projetar esse sistema (descrito pela Lagrangiana (3.18)) no nivel de Landau
mais baixo, ou seja, aquele com n = 0. Para tanto observemos que a diferenca de
energia entre dois autoestados adjacentes |n, k> e |n+1,k'> é da ordem de (’)(%).
Ou seja, para B — oo (ou para o limite m — 0) somente o nivel de Landau mais
baixo resta para ser ocupado pelo sistema. Sendo os demais niveis desacoplados
do sistema no infinito [78]. Desta forma, calculando o elemento de matriz para o
comutador entre as coordenadas, temos [78]

h
<0,k [z,9] |0,k >= —ie—; < 0,k|0, k" > . (3.22)

Ou seja
he
= —j— 2
o] = —in s (323)
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O valor n = 0 corresponde ao indice do nivel de Landau mais baixo, k = hk, e as
autofuncoes no espacgo das coordenadas sdo dados por

1 . ehk
< zyln k >= ——e'kY (a: — ) , 3.24
1 meQ
onde ¥, = ﬁ ( \/ﬁ)n (%)Z e~ 2rn sao as funcbes de onda normglizadas d?
oscilador harmonico e w = %. O resultado anterior (3.23) é do tipo [#,27] = i6Y

e ilustra o surgimento de coordenadas nao-comutativas em um sistema quantico
composto por particulas de massa m e carga e na presenga de um campo magnético
intenso.

E possivel obter o comutador (3.23) através da construcio de um sistema clds-
sico para um fluido carregado cujas equacdes da continuidade e de Euler sao

p(t,7) ==V (p(t,7)V(t7)) (3.25)

mot +mi- Vol = Sy B + 14 (3.26)
c

onde £ é o simbolo antissimétrico em duas dimensdes e f* sdao as demais forcas
presentes. Apds a obtencdo da descricdo Hamiltoniana do sistema e a aplicacao
do limite m — 0, ou B — 0, é possivel obter o paréntese de Poisson entre as
densidades

(@) 0 () = S Ty () b (7). (3.27)

Quando esse sistema é quantizado os parenteses anteriores (3.27) resultam
A~ o . C 4 o PN
[p(7),p(P)] = zhe—Bswaip (7) 90 (7 —#') . (3.28)

Além disso, adotando a relacao p (#) = SV, § (7 — 7,) (essa equacdo expressa a
ligacdo entre coordenadas de Lagrange e coordenadas de Euler [Apéndice B|) para
o operador densidade em (3.28), os operadores de coordenadas iram satisfazer a
relagédo

[#,7] = —mésij , (3.29)

que corresponde a (3.23). A descrigao do fluido carregado com densidades nao-
comutativas acima foi tratada por Z. Guralnik et al. em [36].

3.2 Algebra Nao-Comutativa dos Parénteses de Pois-
son

Apés essa breve introducdo aos espagos nao-comutativos realizada na se¢do an-
terior, passamos agora a andalise da ndao-comutatividade das estruturas definidas
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pelos parénteses de Poisson no espaco de fase classico. Vimos anteriormente, que
para a construgao de uma mecanica quantica em um espaco nao-comutativo, subs-
tituimos as relagoes de comutacao canonicas (para h = 1)

@47 =0y [#,5;] =id); [pipi] =0, (3.30)

pelas relacdes de nao-comutatividade expressas pelo pardmetro nao-comutativo 6%
[71] da seguinte maneira

{:ij} = ig'd; [f;i,pj} =id%; [P py) = 0. (3.31)

Uma vez que a mecanica classica pode ser considerada o limite classico da
mecanica quantica (ou seja, h — 0), a regra de correspondéncia de Dirac para a
quantizacao candnica diz que para tal limite, os comutadores quanticos devem ser
substituidos pelos parénteses de Poisson através da relacao

[A,B] - i{A,B}. (3.32)

Ou seja, podemos transportar a ideia de espagos nao-comutativos concebida em
espacos munidos de uma algebra de observaveis quanticos para um espago com
uma algebra de grandezas cldssicas. Essa transposicdo é efetuada por intermédio
da relagéo (3.32). Resultando na estrutura de Poisson

{xi,xj} =0, {:J:i,pj} = 5;; {pi,pj} = 0. (3.33)

A estrutura simplética (3.33) é coerente com as propriedades inerentes & alge-
bra de comutadores (3.31), ou seja, bilinearidade, antissimetria, regra de Leibniz
e identidade de Jacobi. A estrutura (3.33) resulta em uma modificagdo dos pa-
rénteses de Poisson. Sendo as coordenadas do espago de fase £¢ = (xi,pj), cujos
parénteses {ga,gb} sao elementos da matriz antissimétrica A% = {ga,gb}. Os
parénteses de Poisson entre as fungoes A(£) e B(§) em termos da nova estrutura
simplética (3.33) sao

04 0B
o0& oEb
0A ;0B (&4 OB 94 aB)
Ozt~ OxJ 0zt dp;  Op; Ot

{AvB} =

(3.34)

Onde indices repetidos implicam soma. A equagdo (3.34) representa o parén-
tese "deformado"de Poisson entre duas fungoes diferencidveis arbitrarias de £%. A
expressao (3.34) leva em conta a ndo-comutatividade entre as coordenadas. Apli-
cagoes da estrutura (3.34) podem ser encontradas em [79], [80] e [81]. Para o
caso onde além das coordenadas, os momentos também seguem uma relacao de
nao-comutatividade, ou seja, os parénteses de Poisson terdo termos a mais que em
(3.34), [82]. Outro exemplo vem das relagdes que conectam as representagoes de
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Lagrange e Euler ([Apéndice B]), onde é possivel introduzir a ndo-comutatividade
nas coordenadas de um fluido ideal. Deste modo os parénteses candnicos na for-
mulacao de coordenadas de Lagrange nao-comutativas fica [83]

1 .. g -

—§5 (7 -3"); {Xi@), XI@)} =0

{xi(@), %)} :

{Xi(.f), Xi(z ’)} = Lyis @—z"), (3.35)
Po

onde pg é um valor constante para a densidade. Como a densidade p(7) e o campo

de velocidades U(7) (ambos grandezas que caracterizam as coordenadas Eulerianas)

podem ser expressas em termos de X e X* da seguinte maneira

o) = / ()6 (X(f) ) d, (3.36)
X(&) - 7) do

vi(r) = o) q( i : (3.37)

I p(f)a (X(@) - 7) da
torna-se possivel que os parénteses de Poisson (que passam a conter uma estru-
tura nao-comutativa devido as (3.35)) combinados com a Hamiltoniana do sistema,
que é mantida inalterada, possam ser usados para o calculo das novas equagoes
de movimento. Essas novas equagdes de movimento passam a conter termos de-
pendentes do pardmetro nao-comutativo. Esse estudo acerca da introducao da
nao-comutatividade entre coordenadas de Lagrange e seus resultados para os pa-
rénteses de Poisson entre os campos Eulerianos de um fluido ideal foi realizado em

[83].

Tendo como premissa a nao-comutatividade no espaco de fase cldssico, propo-
mos nesta tese a introducao da nao-comutatividade entre as velocidades para a

descricao da MHD desenvolvida no Capitulo 2 dada por

M= Le2 Vo + vt v2+i(3 v) <V><*+61§>2 (3.38)
27T 7T T v 4 v m .

e estrutura simplética

{v'@ @} =0 (@m0} =08 @ -9); {m(@), 7@} =0 (3.39)

3.3 NC Entre as Componentes da Velocidade

Apés essa breve apresentacao acerca de como a ndo-comutatividade pode ser in-
troduzida em um espaco de fase classico através do limite A — 0 aplicado aos
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comutadores de observaveis de um espago quantico nao-comutativo, voltamos ao
nosso sistema para o fluido carregado, viscoso e na presenga de um campo ele-
tromagnético externo. A equacdo de movimento para esse fluido, como vimos
anteriormente, é dada por

ov L1 1 = = 9
Que em termos do momento conjugado a velocidade ¢ e do vetor de Lamb [=@xv
fica
. OLyup OV o, 1 o _ o -
== - ——B-VB=-l. 41
T or ot + V¢ -1V I \Y (3.41)

A equagoes (3.40) e (3.41) podem ser obtidas por meio dos parénteses de Pois-
son entre v*(t,7) e a Hamiltoniana

H = 57 —7-Vo+vr- Vv+m(B-V>B

sendo fornecida a estrutura simplética

{3 men}) = {mep ol e} = g6@E-g,  (343)
{0it, @), 05t 9)} = {m(t, ), w7} = 0. (3.44)

A introducdo de ndo-comutatividade serd realizada entre as componentes das
velocidades do espaco de fase por meio do pardmetro nao-comutativo 8. A es-
trutura simplética anterior é redefinida como

{v:(@),0;(@)} = 050°(@ =), A{vi(@), 7D} = 656°(F — 7), {m(&),7;()} =0.

(3.45)
Onde 09 sao as componentes constantes e reais do tensor antissimétrico de se-
gunda ordem. Para verificar se a estrutura (3.45) é coerente com a algebra de
comutadores, vejamos: seJa M uma variedade diferenciavel equipada com o bi-
vetor de Poisson A = A”@ [76]. O paréntese de Poisson é um mapa bilinear
que deve satisfazer as Condl(;oes de antissimetria, regra de Leibniz e a identidade
de Jacobi. Desse modo sendo compativel com a algebra dos comutadores corres-
pondentes por quantizagdo de Dirac. Para verificar se (3.45) é compativel com a
algebra de comutadores, escrevemos o paréntese de Poisson na forma

{f.g} = A90,f 0;g. (3.46)

Onde AY = {fi,é“j} e & sdo os campos que descrevem o espago de fase (€% =
(v',7j)). A propriedade de antissimetria é verificada imediatamente a partir do
fato que AY = —AJ. Bem como a regra de Leibniz e a bilinearidade devido a
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linearidade da derivada parcial em (3.46). Para a identidade de Jacobi, temos

{fay h}y + a0}y + {hufr gy = A™"AY[(0000:f) Djg + Of (81 D;9)] Dnh
AN [(D,,8:9) Djh + Dig (OmO;h)] nf
AN [(8,,0:1) D;f+ Dsh (Om; )] On
A™ A (9,,01) D3 g h

— A™MAT( af)ajga h

+ ATMAY

(Om
(Om
(Om

+ o+

19,
Om
_ AMMAG
+ AMAY
_ AT

0;fOnh
0;90nf
0;90,f= 0. (3.47)

Ou seja, a estrutura (3.45) é compativel com a édlgebra de comutadores. A intro-
ducdo do pardmetro 6% torna a dlgebra das velocidades ndo-comutativa.

3.3.1 Equacao de Navier-Stokes Nao-Comutativa

Para a obtencdo da equacdo de movimento de uma algebra nao-comutativa das
velocidades, mantemos a forma da densidade Hamiltoniana (3.42) inalterada? e
calcula-se o paréntese de Poisson entre ¢ e H e aplicando as relacoes (3.45). Assim
a generalizacdo ndo-comutativa da equagdao de Navier-Stokes é obtida:

/ &y [{ 5mm @)}~ (@) (0400} + {w1(@) vy (@050}
@) m30) (Bid}) B, }+1{ <>,(ejlma?vm<g>+;Bj<g>)2}].

(3.48)

471',0

Resolvendo cada termo da eq.(3.48), partindo do primeiro termo do lado direito
de (3.48) ao ultimo termo, temos para o primeiro

[ @ {w@). grm@ | = (@), (3.49)

2Caso contrario a Hamiltoniana deve ser redefinida em termos de novas varidveis expres-
sas em termos de relagoes lineares envolvendo o parametro ndo-comutativo, onde permane-
cem validos os parénteses (3.43) e (3.44)[80]. A ndo-comutatividade é expressa diretamente
nas variaveis redefinidas.
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Para o segundo termo

[av{o@.m@atom} = [ dy[r >,aj<z>< >}+8y¢<>{vz< 7).}

= 07¢(

/d3yl 5’ vk (Y }

T) — 7 o(7)
— Ol (2) 07 vp(F) + vp(Z )31 (A) Ok + Oilj (£) 0 vk ().

[ dv{o@).m@alo@)} = 076(@) + bann(@)071,().

(3.50)

onde ¢ = <1P+ 2% + 8@) e m;(y) = —1;(¥), como em (2.91). Para o terceiro

termo

@y {w@om@dn@} = [ o {u@).050 @)

+ Bu@) (0@ vm )
= y@%vl(f) + Veijaiﬂ’j(f).

Para o quarto termo
| @ (0@ @) (Bu) By D) = o (Bidf) Bu(@).

E finalmente para o quinto e Gltimo termo

[y {utor (smmttinti + £r0) |

(3.51)

(3.52)

= [y (Eﬂmalyvmm ij@)) {w(a?)a €m0} vm () + ZBJ'@}

m

© B.(3) .
= /dy (5]lm8 Um( >+ mB Yy > {Uz y Ejkn kvn(y)}
_ / iy <sﬂma om@) + S By )) e 1nbind® (F — )

- € -
= —Hmf-:jlmzijknakal Um(ﬂj) — %QmejknalfBj(x).

(3.53)

Por fim, substituindo (3.49)-(3.53) em (3.48) obtém-se a equagdo de movimento

0(T) = m(@) — D) — Qo (D)OF1 () + vOvi(F) + vb;;05m;(T)

1 XL T QT — € L =
+ @ (Bkﬁk) B,(a;) — Qiné‘jlmEjknakal vm(a:) — E@m&‘jknak Bj (a;)

(3.54)
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Em forma vetorial

o, . 1 B? 5, 1 )
N (0-V)T = —V<P+87T>+VVU+47T(B )B+1/9><Vl
- . e - - . -

+ 6 x {Vx <w—|—B>} + (9X’L))V'l. (3.55)
m

Podemos ver que para #% = 0 recupera-se a equacdo candnica de movimento
para a MHD (Navier-Stokes). Pode-se notar o surgimento de trés termos associ-
ados ao pardmetro nao-comutativo . O antepeniltimo termo do lado direito de
(3.55) acrescenta um termo de viscosidade devido a nao-comutatividade entre as
velocidades. O pentltimo termo do lado direito de (3.55) adiciona a equacao de
Navier-Stokes uma contribuicdo devida ao acoplamento entre o campo de vortici-
dade e o campo magnético. O tltimo termo do lado direito de (3.55) adiciona o
divergente do vetor de Lamb. Porém V -1 = n(t,7), onde n (¢,7) é a densidade
de carga turbulenta. Ou seja, a ndo-comutatividade adiciona uma densidade de
carga turbulenta ao escoamento do fluido. Além disso, da equagao de Navier-Stokes
nao-comutativa (3.55) (a equagao para a aceleracao do fluxo) podemos ver que os
termos nao-comutativos aceleram (Podendo também desacelerar) o fluxo. Assim
permitindo-nos conjecturar se esses termos atuam como uma forga de vorticidade.

3.3.2 Conservacao de Energia na MHD Nao-Comutativa

Analisemos agora as contribuigdes para a energia que a algebra ndo-comutativa
das velocidades fornece. Para a andlise da variacdo de energia, escreve-se de modo
andlogo ao ja feito na se¢do (1.2). Aplicando o produto escalar de ambos os lados
da eq.(3.55) com v;(t,T)

8’[)1' 1 B2 2 1
Vigy +v; (v;05)v; = —;vz& <P + 877) +vv;07v; + m”z (B;0;) Bi

€
— Véijk9j0i62lk + gijkej'Ui (5klm81wm) + 5ijk9jvia (Eklmale)

+ v (eijkéjvk) Only. (3.56)
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E agora multiplicando ambos os lados por p, fazendo uso da equacao de continui-
dade para este, temos

1 1 1
2P0 (vivi) + 5 pvj (Fjvivi) + §v2 [Oip + 0; (pvy)]

B2 1
= —’Uiai (P + 871') + 77’1)16%)@ + Evi (Bjaj) Bi — n&ijkej’l)ia%k

(&
+ peiijjvi (5klm81wm) + EijkejpEUi («Eklmale) + PU; (z—:ijkﬁjvk) anln
(3.57)
Onde v = %. Rearranjando

2
Oy (;,0’02) + aj (;U2’Uj) = -0 (Ulp) + P(azvz) — 0;0; <§> + 77111'82’01'
T

1
+ Ew (Bj@j) B, — neijkejvi(?Qlk + peijkejvi (é—:klmalwm)

e
+ paeijwjvi (€klmale> + pv; (Eijkejvk) Only. (3.58)

O termo nd%v; pode ser posto na forma 0045 (0ij =1 (3;’; + %))7 pois o fluido

é incompressivel. Assim

o Gpv?) 4+ 0, (;v%j) — 0, (0P) + 0,054 — vid, (g) ¥ o (B9 B)
— T]€ijk0j7)ia2lk + peijrd;vi (a’”ma,wm + ;Eklmﬁle) ,
(3.59)
ou ainda
Lo Lo _ _
O, (va ) + 0 (21) vj) = —0; (v;P)+ 0j (vios5) — 04j0;5v;

1 1
+ Uiaj {471‘ |:BZ‘B]' — 2325ij]} - nEijkejvia2lk
+  peijebiv; <sklmalwm + ;eklmale> . (3.60)

Do teorema de Poynting aplicado a MHD ideal, ou seja, o — oo, é possivel
escrever

L (MHD)
8t (87TB ) = —&‘Si — UiajMij (3.61)

onde 1 1 1
MHD
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S; é o vetor de Poynting. Agora, somando as (3.61) e (3.60), obtém-se

1 1 1
8,5 |:2p112 + 877'32] + 8j [ (21}2 + P) U]' — Uia'ij

+  S; 4+ n0ikvidil + pOine™Mv; <wk + ;Bk> ]
= _5z’j8jvi + neik (8llk) (aﬂ]i)
—  PEimnm (8jvi) 5n‘jk (wk + eBk) .
m
(3.63)

O tltimo termo da eq.(3.63) pode ser reescrito da seguinte maneira para um fluido
incompressivel

—mWﬂMMm(W+GBQ::p@&—ﬁﬁﬂﬂm4w+em)
m m
(&
= pb; (Ojvr) <w/€ + mBk:> ; (3.64)

donde a eq.(3.63) torna-se

1 1 1
O |:2,O’l)2 + 87TB2:| + Bj[ (2’02 + P) vV — 0055 + Sj + nGikviajlk

. e
+ ,Oemé‘k]nvi (wk + bk) }
m

_ (&
= —Uijajvi + n0ir (Olx) (Oyv;) + pej (8jvk) (wk + mBk> .
(3.65)

Podemos ver que nesse caso ndo é somente a viscosidade que contribui para que a
energia mecanica nao seja conservada, também ha participagdo do pardmetro de
nio-comutatividade. E possivel notar que os termos do lado direito da eq.(3.65)
nao sao nulos apds uma integracdo sob um volume qualquer envolvendo o fluido,
ou seja, sdo termos que contribuem para a taxa de variagdo temporal da energia
mecanica.

Aplicando o limite para 7 — 0, um fluido nao-viscoso, obtém-se

L oo, 1 L, _ » e
Oy [2,01) +87FB} + aj [(212 +P) Uj—vi(Tij—i—Sj—l-me& I, wk—*—EBk

:p@@wmw+;m) (3.66)

Note que o termo nao-comutativo responsével pela energia nao ser conservada (No
limite 7 — 0), estd relacionado ao acoplamento minimo entre a vorticidade e o
campo magnético. A vorticidade passa a ocupar um papel importante para a
nao-conservagao da energia.
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3.4 A Circulagao C

Um escalar de considerdvel importancia para a descricdo do fluxo de vértices é a
circulacdo C no entorno de uma curva ¢, definida como a integral de linha sobre o
circuito fechado ¢ da componente da velocidade tangente a ¢ ao longo de toda a
curva fechada. ¢ é dita ser uma curva material, ou seja, move-se fixa ao fluido.

= 7517- di (3.67)

ou seja, U é a velocidade de um elemento pertencente & curva c e d' é o comprimento
deste elemento. A circulagao, associada a uma quantidade fisica, calculada ao longo
de um circuito fechado, pode ser nula ou diferente de zero dependendo se esta
quantidade fisica é uma diferencial exata ou nao. Por exemplo, se essa quantidade
for T'ds (T a temperatura e s a entropia), a circulagao pode ser diferente de zero
e ird medir o calor ganho em um ciclo termodindmico quase-estatico.

A circulacdo é relacionada a vorticidade e vice-versa, através da aplicacdo do
teorema de Stokes ao campo de vorticidade

//w-dngﬁ.df. (3.68)
S c

Onde S ¢ a superficie cujo contorno é limitado por ¢. Além disso, o lado esquerdo
da eq.(3.68) nada mais é que o fluxo ® de vorticidade através de S

Figura 3.1: Tubo de vorticidade.

D

2, ¢

Fonte: P. A. Davidson, 2002, p. 72

A figura ilustra um tubo de vértices, que assim como para um tubo de fluxo
magnético, é composto por varias linhas de vértices e mostra seus fluxos através
do contorno c.

Da eq.(3.68), além de ser notével que a circulacdo C serve como fonte para o
fluxo de vorticidade através da superficie .S, podemos extrair uma interpretagdo
geométrica para a vorticidade em uma direcao 7. Assim, seja dS um vetor normal
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infinitesimal a superficie S, ou seja, dS = dsh. A projecao de W, W = V X ¥, na
diregdo n pode ser escrita, por meio do uso de (3.68), da seguinte forma

oL d [
- = dlslglo 75 ?{v -dl. (3.69)
¢ é o contorno da superficie S. A equagao (3.69) mostra que para um dado ponto no
espacgo, onde o rotacional do campo de velocidades v é diferente de zero, existira
uma densidade de vorticidade diferente de zero. Além disso, essa densidade de
vorticidade é devida a circulagdo do campo ¢ (no sentido de ser a fonte).

Passamos agora ao calculo da taxa de variacdo da circulagdo em relacdo ao
tempo em uma curva que se move com o fluido, levando em conta a presenca do
pardmetro nao-comutativo 6 presente na equagao (3.55). A taxa de variagdo da
circulagao é

dac d ov
- = _)-d_': _— U U ‘d_’. .
g dtﬁv T ]i{at—k(vaxv)} 0% (3.70)

Substituindo (3.55) na eq.(3.70), temos

dc = % [(9112 + €ijk (5jlm8wm) vj] dx;
il

dt ot
1 1 B? 1
. — 0 2)_&, P+ &%v; + — (B.9;) B;
ﬁ[ (20 p ( +87T>+1/ ’U+4ﬂ_p(J])
v0ij0°lj = Oin€ jinOr (wj + ;LBJ> - 9z‘kvk3ﬂj} da;. (3.71)

Em forma vetorial, podemos escrever a eq.(3.71) na seguinte maneira
o _ —fvg-dzﬂyfv%ﬂlf(é-v)é-df—yfv%é’xzj-df
dt ¥ v dmp Jy v
- - e =
Fxi(v-i -da?—]{ Y (w+B)-df
poxa(vD)az-f (@) (o
4 f(df-V) {5- <w+e§)]
y m

onde foi usado 0;; = &;;10; e

(3.72)

1, 1 1,
= — -P+ —DB~. 3.73
£=gv +p +87rp (3.73)

Podemos observar a partir da eq.(3.72), que o primeiro termo do lado direito
contribui para a taxa de variacdo de circulacao se

ﬁvg - di = ﬁdg £0, (3.74)
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ou seja, se a forca obtida pelo gradiente de energia & nao for uma diferencial exata.
Além disso, ha outras seis contribuicoes relativas a taxa de variagdo da circulacéao.
O segundo termo do lado direito da eq.(3.72) é a contribuicdo para a variagdo da
circulagao devido a viscosidade. O terceiro termo do lado direito da eq.(3.72),
que é a contribuicdo devido ao campo magnético, também age como um termo
fonte para a vorticidade. Os tltimos quatro termos da eq.(3.72) representam a
contribui¢cdo nao-comutativa para a variacio da circulagdo. Dois deles sdo funcoes
do vetor de Lamb l_; agindo como fonte de vorticidade. Considerando o segundo
termo nao-comutativo na eq.(3.72), aquele que contém o divergente de Z_; e por meio
da equacao de Navier-Stokes, onde é possivel ver que a divergéncia do vetor de
Lamb é o termo de fonte para a equagao de Poisson da funcao de Bernoulli, temos a
presenca de uma densidade de carga turbulenta, 7.e., ndo-comutatividade introduz
uma densidade de carga turbulenta n(Z,t) (V-1 = —V2® = n(Z,t)), semelhante
ao ocorrido para a eq.(3.55). Consequentemente, a divergéncia do vetor de Lamb
na eq.(3.72) coloca a fungao de Bernoulli na taxa de variagao da circulagao.

Para fluxos irrotacionais, onde W = = 0, somente os termos nao-comutativos
contendo B sdo diferentes de zero. A saber, ndo-comutatividade nao ira introduzir
densidade de carga turbulenta. Tendo dito isso, os termos relacionados a varia-
veis ndo-comutativas agem como fontes, que em principio podem ser consideradas
geradoras ou sorvedoras para a variagdo da circulacao.



Capitulo 4

Método Simplético e o Fluido Relati-
vistico

4.1 Introducao

O método simplético é uma formulagdo para a descricdo da mecénica Hamilto-
niana de sistemas vinculados. Trata-se de uma abordagem, que pode ser vista
como uma opc¢ao a abordagem de Dirac para sistemas Hamiltonianos vinculados.
Talvez a principal caracteristica que diferencie o método simplético do tratamento
dado por Dirac em 1964, [84], acerca da dindmica Hamiltoniana, é o fato de o mé-
todo simplético ter seus pilares na geometria simplética, bem como na geometria
diferencial [85], o que possibilita a identificacdo e descricdo de objetos da meca-
nica Hamiltoniana (e Lagrangiana) com grandezas geométricas como variedades,
subvariedades, espagos vetoriais e formas diferenciais, por exemplo.

Este capitulo tem o objetivo de descrever o método simplético, os parénte-
ses generalizados, a técnica de obtencao desses apresentada por Faddeev-Jackiw
[53], bem como o algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani [54]. E por fim
aplica-los a um fluido relativistico ideal carregado, tendo como ponto de partida a
Lagrangiana homogénea dos campos do fluido e eletromagnético acoplados. Este
acoplamento entre os campos foi apresentado por S. M. Mahajan em [86]. Ao final
deste capitulo obtivemos os paréntese de Dirac (ou parénteses generalizados) para
o sistema fisico descrito acima.

63
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4.2 O Método Simplético

A mecénica classica pode ser construida sem a identificacdo, ou alusdo da geome-
tria simplética. Porém, é possivel através dos conceitos da geometria simplética,
construir uma visdo mais geral e provavelmente mais fundamental sobre a dindmica
Hamiltoniana, principalmente ao que se refere a natureza do espago de fase.

4.3 Os Parénteses Generalizados

Dirac em 1964 desenvolveu um método para tratar a quantizacdo de sistemas
Hamiltonianos vinculados, por meio do qual é realizada a classificacdo dos vinculos,
relagoes funcionais entre as coordenadas do espago de fase em vinculos primarios,
ou vinculos secundarios. E esses em de primeira classe e segunda classe.

e Vinculo Primario. Sio relagoes entre as varidveis do espaco de fase para
a formulacdo Hamiltoniana. Essas relagoes sao oriundas da forma da La-
grangiana para um dado sistema fisico e ocorrem devido a matriz Hessiana
ser singular, ou seja, det (%) = 0.

e Vinculos Secundarios. Vinculos primérios devem ser preservados no
tempo. Isso da lugar a uma condi¢do de consisténcia para os vinculos prima-
rios. Uma vez que a condicio de consisténcia ndo é identicamente satisfeita,
ou nao determinar univocamente os multiplicadores de Lagrange, serao gera-
dos novos vinculos a partir da condigdo de consisténcia. Esses novos vinculos
sao chamados de secundarios [87].

e Vinculos de Primeira Classe e de Segunda Classe. Uma fungao (ou
vinculo) é dita de primeira classe se o seu paréntese de Poisson com os vin-
culos resultar zero. Porém, se a fungao tiver paréntese de Poisson diferente
de zero com pelo menos um vinculo, essa é dita de segunda classe’.

Em seu trabalho Dirac mostra que em teorias com presenca de vinculos, os
paréntese de Poisson devem ser trocados por outra estrutura. Estrutura esta cha-
mada de paréntese de Dirac, ou parénteses generalizados [87]

L As afirmacdes anteriores acerca dos vinculos, consideram a dindmica do sistema na
hipersuperficie definida pelos vinculos no espacgo de fase, onde nao é necessario usar o
conceito de igualdade fraca, presente no formalismo de Dirac para sistemas Hamiltonianos
vinculados.
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{A,B}, ={A,B} —{A4,Q,,}C" {Q,, B} (4.1)

onde €, sdo as relagoes funcionais entre as coordenadas que definem os vinculos
e (C™) = (Cmn) ™, a qual é definida como (Cpp) = ({Qm, 2}). {-,-} sdo os
parénteses de Poisson. Dirac, com esse trabalho, propoe que devem ser usados
os parénteses (4.1) na substitui¢do por comutadores na quantizagdo de sistemas
vinculados, ao invés dos de Poisson.

(A, B}, — —% [A.5]. (4.2)

fl, B sdo os operadores associados aos campos A, B e i é a constante de Planck.
Mais tarde, Ludvig Faddeev e Roman Jackiw mostraram que a quantizagdo de
sistemas Hamiltonianos vinculados pode ser realizada por meios mais modernos.
Meios esses que levam em consideracdo parénteses generalizados induzidos por
estruturas simpléticas [53]. Tal método proposto por Faddeev e Jackiw foi, alguns
anos depois, aprimorado por Barcelos Neto, Wotzasek e Montani [54, 85, 55]. A
esse desenvolvimento feito por Faddeev e Jackiw [53] foi dado o nome de método
simplético.

O conceito de formas simpléticas é importante para o desenvolvimento do mé-
todo simplético. Assim, vejamos

o Definigdo 1. Uma forma simplética f € Q*(N), onde N é uma variedade
com dimensdo par e Q?(N) C N é o espaco vetorial que contém as 2-formas,
onde f: TeN x TeN — R tem as duas propriedades: (1) f é fechada, ou
seja, df = 0; (2) f é nao-degenerada, ou seja, V¢ # 0,3n | fi¢,n) # 0, com
(eT,N.

N deve ter dimensao par, pois 2-formas nao-degeneradas sé ocorrem nestas varie-
dades. A saber, seja f= % Jopd§* N d¢P uma 2-forma nao-degenerada, onde ( fop) €
uma matriz antissimétrica.

det (f5) = det {(faﬁ)T} = det (fga) = (=1)*"N det (£,5) (4.3)

Se dimN (dimensao de N) for impar, det (faﬁ) = 0, ou seja, f é degenerada.
Logo para que fseja ndo-degenerada, dimN deve ser par.

e Definigao 2. Seja N uma variedade 2n-dimensional munida de uma 2-forma
simplética f: T,N x T,N — R. (N, f) é uma variedade simplética.

T, N é o espago vetorial tangente a variedade N no ponto =x.

Uma vez que os coeficientes de f sdo constantes em todos os pontos de uma
variedade 2n-dimensional, f,3 pode ser escrita, através de transformagoes de co-
ordenadas, da seguinte maneira
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I’VLX’VZ Oan

(fas) = [ Onxn —Inxn ] (4.4)

com o ordenamento da base {¢'}, {p;}. A forma (4.4) é chamada forma canénica.

Agora consideramos um caso mais geral. Seja N, uma variedade (2n + 1)-
dimensional (+1 representa o parametro que corresponde ao tempo t), munida
da 2-forma f, de posto méximo (P = 2n) para um tempo t fixo, uma variedade
simplética. Pode-se notar, por construcdo, que f, possui um, e somente um, vetor
v(€) de autovalor nulo linearmente independente. A v(£) di-se 0 nome modo-zero.
v(§) pode ser obtido através da 1-forma considerada a seguir.

Da densidade Lagrangiana escrita em termos da 1-forma a, (&)d&*

L(§) = aa(§)dE™ — H(q, p)dt, (4.5)

H(q,p) é uma funcdo definida em N, constante para todo t. A partir da derivada
exterior de L(§), obtém-se a 2-forma

dL = d(aa(§)d€") — d(H(g,p)dt) = [(daa(§)) N dE" + (—1)aa(§) A d(dE™)]
dH(q,p) Ndt — (—1)H(q,p)d(dt). (4.6)

Através da propriedade de nilpoténcia da derivada exterior, ou seja, d(dw) = 0,
onde w é uma k-forma qualquer, a eq.(4.6) fica

dL(€) = daq(€) A dE® — dH(q,p) A dt. (4.7)

O primeiro termo do lado direito da equagao (4.7) pode ser apresentado da seguinte

maneria 9
dan(€) A de* = 222E) ges 5 gen, (4.8)
oEp
onde usando a propriedade de antissimetria do produto externo, a eq.(4.8) é rees-
crita como

laaa(é) laaa@)

dan (&) NdE® = 2 0e? dgﬁAdga+2 96 deP A dee
_ 10ag(&) o gep 10aa(§) o o8
= 5 ¢ de A dg 2 9 de A dg
_ 170ag(§)  0aa(§)\ o n o8
_ 2( o )dg A de
_ %fe(aﬁ)dfa/\dfﬁ. (4.9)

Onde a 2-forma f, definida em N, para um dado ¢ fixo, ou seja, em um espaco de
dimensao 2n passa a compor fdo seguinte modo
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dL = f= %f%dga AdEP. (4.10)

E o produto f,,pv(§) = 0 ird fornecer o modo-zero v(§). Pois f € N é nao-
degenerada devido a f, ser ndo-degenerada por construcdo. Sendo f ndo-degenerada,
associado a f, 5 havera apenas um modo-zero, como mencionado anteriormente.
A esse modo-zero estd relacionada a dindmica do espaco de fase para cada instante
de tempo t e pela existéncia de somente um modo-zero, a evolucao temporal das
coordenadas do espago de fase encontra-se determinada. Ou seja, pode-se estabe-
lecer a relacio & = v(€), onde £ assume os valores das coordenadas e momentos
conjugados as coordenadas do espago de fase. Caso f seja degenerada, entdo f,
nao sera de posto maximo na variedade N (2n)-dimensional. Nesse caso, f é cha-
mada de forma pré-simplética e serd denotada por h. Esse caso sera tratado mais
adiante.

Os parénteses de Poisson para o espaco de fase R%" descrito pelas coordenadas
qt, - ,q" pi, -, pn fornece a evolucao temporal dessas coordenadas com o auxilio
da funcdo Hamiltoniana H : R?® — R (0-forma), através das relacoes

i = {qi,H}, pi = {pi, H}, (4.11)

com os parénteses de Poisson fundamentais
{d\p} =~ {pjd'} =35 (4.12)

{d.d} = i} =0, (4.13)

ondei=1,---,n.
Uma maneira muito comum de escrever as equagoes de Hamilton em forma
compacta é alcancada através da redefinicio de coordenadas e definicdo de uma

nova matriz. Seja & = ¢' e "7 = p; com i = 1,---,n, ou melhor, £, onde
a=1,---,n,n+1,---,2n. Donde
—_——— ——— —
q's p's
: OH
> =g a,f=1,---,2n. 4.14
é. o a&-ﬁ? 76 ) 9 ( )

A matriz (00‘5)

(o) = ( —(255'- %i' ) (4.15)

é uma matriz 2n x 2n. Para os parénteses fundamentais

{e2.¢%} =02, (4.16)
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A partir dessa notagao, os parénteses de Poisson entre duas fungdes X (§), Y (&) €

R2" tornam-se
_OX(©)_apOV ()
0 oh -

De imediato, pode-se notar que a matriz (0®?) é a inversa da matriz simplética

{X(8),Y ()} (4.17)

(canonica) (faﬂ) (4.4). Os parénteses de Poisson séo invariantes diante de trans-

formacoes canodnicas. Seja a transformagcao £ para & candnica, temos

0X ,g0Y 0X 0¢™ 50¢°0Y  0X _;0Y
0 " = o 7 = o
85“ 365 8£a 8{’7 6{’6 6§ﬁ 8{’7 8{"’

{X’ Y}f - = {Xa Y}gl

(4.18)
foi aplicada a propriedade 0 = MToM, com M a matriz Jacobiana da transforma-
¢ao. Sendo a forma simplética independente da base e responsavel pela estrutura
canonica vinculada a evolugao do sistema, a relagdo (4.17) pode ser reescrita

oA
o

fob B (4.19)

tA. By o€p’

-1
onde (f af ) = (faﬁ) . A igualdade (4.19) teve sua validade demonstrada por

Montani em [55]. {, }" sdo chamados de parénteses generalizados. Assim, vemos
que a forma simplética, e sua inversa, sdo responsaveis pala descricio dindmica
do sistema. A 2-forma simplética f = % Jopd§® A deP ¢é obtida, como visto ante-
riormente, a partir do setor cinético de Lagrangianas escritas em primeira ordem
nas derivadas temporais das coordenadas do espaco de fase, ou seja, Lagrangianas
escritas da seguinte forma

L = aa(§)§* =V (8), (4.20)

onde a = 1,---,2n. A forma (4.20) nao e restritiva ao que se trata sua repre-
sentatividade para um sistema fisico qualquer, pois (4.20) pode ser escrita com a
ajuda de campos auxiliares, sendo possivel assim escrever qualquer Lagrangiana
desta forma. O formalismo de Faddeev-Jackiw [53] trata justamente da obtencao
de (f,p) a partir de (4.20).

4.3.1 Método de Faddeev-Jackiw

Atribuindo 2n-coordenadas independentes ao espaco de fase R*"

gi =Pi, € £i+n = qiv 1= 17 N (421)

a esse, associamos a 2n-dimensional 1-forma Ldt
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Ldt = d (piqi) —dpiq* — Hdt

= L€+ L () — Q)

2
1 (0%
= S€%apde” — (Ot (4.22)
onde a, B =1,--- ,2n e a matriz f,z5 é
0 —d:
= ; 7 4.2
fa/j < 5] 0 ) ( 3)
¢ 2nx2n

¢ a matriz simplética canonica [53].
As equagobes de Euler-Lagrange para a Lagrangiana L com a 1-forma qualquer
0al(€)dE?, ou seja,

L = aa(€)dé® — V(9), (4.24)

onde V' (§) é o potencial generalizado, obtido por meio do processo que torna L
de primeira ordem em derivada temporal nas "velocidades"(dai chamar o primeiro
termo do lado direito de (4.24) de setor cinético), sao

d (9L oL _ oL 0V(§) OL
dt <8£a> ogx 0- gee —  0te T géa aa(§) (4.25)

i) = 2288 _ 0ags
dtaa(g) - 850“5 8565 . (4.26)

Resultando em
035 Dagy _ OV

8505 8§ﬁ€ T ooge (4.27)
aaV = (aaaﬁ - 85@04) 5'8 = haﬁé-ﬂ, (428)

onde 8a == 8/850‘ (& ha/g = aaaﬂ - aﬂaa.

Analisando a forma do tensor h,g, conclui-se que esse pode ser visto como as
componentes da 2-forma diferencial h. A derivada total da 1-forma a,(§)d{“ que
compoe a 2-forma h, resulta em

h = dagAdEP = D,apde® A dEP
1 1
= 50a05dE™ I ded + 5 0aasde™ 1 deb
1 1
- Qaaaﬁdga AdEP — 5aﬂaadga A deP

= % (Oaas — Opaa) dE* A d¢” = %haﬂdga A dgP. (4.29)
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Por construcdo, h é uma forma fechada, dh = 0. Nosso objetivo é identificar h
com a 2-forma simplética f. Como h é fechada, falta essa ser ndo-degenerada.

A este ponto, vemos que para que seja possivel a determinacdo dos parénteses
generalizados para um sistema fisico, primeiramente é necessario obter a Lagran-
giana em primeira ordem nas "velocidades'para assim determinar h.g, dada por

_ ag(§) _ Daa(§)
has = “pea T “pep (4.30)

a partir das 1-formas an(§). Porém, é mais provavel que (hog) seja degenerada,

tornando assim falsa sua identificacdo com a matriz simplética ( fa5)7 responsavel

pela obtenc¢ao dos parénteses generalizados. E sobre como manipular hag, chamada
de matriz pré-simplética, até que esta seja de posto méximo (2n) na variedade (2n)-
dimensional N, portanto nao-degenerada, que se trata o algoritmo de Barcelos
Neto-Wotzasek-Montani [54], [55].

4.3.2 Algoritmo de Barcelos Neto-Wotzasek-Montani

A fim obter (hop) de posto maximo, P = N = 2n, com a finalidade de determinar
£€* dado por (4.28), analisemos o que podemos afirma de interessante sobre (hq3)
e seus modos-zero. Associado & matriz (heg) de posto P < N, existem vg,(§)
modos-zero nao nulos (m =1,2,--- , N — P) cujos autovalores associados a (hq3)
sao nulos.

Ve hag = 0. (4.31)

Multiplicando a equacao de movimento (4.28) por v% (§), obtém-se

V20,V =2 hasé? =0, m=1,2,--- NP (4.32)

A eq.(4.32) mostra que o potencial generalizado estd relacionado a inter-relagoes
(vinculos) entre as coordenadas do espaco de fase. 15,0,V sdo os vinculos no mé-
todo simplético, esses sdo chamados de vinculos verdadeiros, e sdio denominados
por

Q= 15,0,V = 0. (4.33)
A condicdo de consisténcia para os mesmos implica

O -0
= et =0 (4.34)

Operacionalmente, esses vinculos devem ser acrescentados na Lagrangiana
(4.24) a parte cinemética, ou seja,

Q,
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LY =, ()€Y + A™Q,, — V(€) , (4.35)
Q=0

a derivada temporal pode ser transferida para o multiplicador de Lagrange A\ a

menos de uma derivada total, que é um termo de superficie para a Lagrangiana.

Adicionar o vinculo €2, & parte cinética leva em consideracio a estabilidade dos

vinculos, além de restringir o potencial generalizado a superficie de vinculos. O
termo

V(e) (4.36)

Q=0

significa que deve-se tomar o potencial da lagrangiana

L =aa(§)* V(&) (4.37)

e nesse eliminar os vinculos, quando presentes, do potencial V' (£). o indice (1)
na Lagrangiana (4.35) serve para ilustrar que L) foi obtida de (4.24) apés a
adi¢do dos vinculos obtidos através da condic¢ao (4.33). De modo mais claro, a
Lagrangiana (4.35) poderia ser escrita com os seguintes indices

LV = a{ (€ + A" — VI (©), (4:38)

onde V(D = V0)|q _;. Para a Lagrangiana (4.38), a nova matriz pré-simplética
¢é dado por

y_ 6(1(51) Oa(g)

B -
B gea ge()B

(4.39)

com o espaco de fase passando as coordenadas €M = (§ © )\m). O indice zero

em & (0) refere-se as coordenadas do espaco de fase antes da obtencio dos vinculos,
cuja Lagrangiana era

LO = a0 (g)ér — v O (). (4.40)

[0}

Se (h&l/;), que terd a forma

0
oy [ B B
(ha,@) = oo, = , (4.41)
ERQL 0

ainda for degenerada, repete-se os passos anteriores até que (hglﬁ)) seja nao-degenerada.
Esse é o caso para sistemas compostos por vinculos de segunda classe, segundo a

nomenclatura do método de Dirac. Mas se apds n iteragoes deste algoritmo (h(a")>
continuar degenerada, significa que este sistema também é composto por vinculos
de primeira classe. Os quais sdo geradores de simetrias de calibre, segundo a con-

jectura de Dirac [84] e/ou geram correlagdes entre as coordenadas do espago de
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fase. Para o caso da presenca de simetria de calibre, os fixadores de calibre devem
ser adicionados ao setor cinético da Lagrangiana, assim como feito para os vincu-
los. O ntmero de iteragbes sera finito e menor ou igual ao nimero de coordenadas
usadas para descrever o sistema, ja que vinculos além destes serdo combinacoes
lineares dos demais.

Como mostrado em [55], [88] a existéncia de uma inversa da matriz pré-
simplética estd relacionada a presenca de vinculos de segunda classe, apesar de
tal classificacdo nao se fazer necessaria para todo o desenvolvimento do método
simplético. Considerando a seguinte Lagrangiana

L=an(6)§*-V(€), a=1,2,---,2n (4.42)

segundo o formalismo de Dirac, esta Lagrangiana possui 2, = I, — aq(§) vinculos

primérios, com I, = gg—-ﬁ. Os paréntese de Poisson entre estes vinculos resultam
em
08, 082 005 0,
Qq, Q —
{ d oce OTl,  OE% OEs
daa(§) dag(§) oo
= — oo 5? + e 55 = aaaﬁ — aﬁaa
= hap (4.43)

Logo, se este sistema fisico possui vinculos de segunda classe, (hqp) tera inversa,
caso contrario existem vinculos de primeira classe ou relagoes entre as coordenadas
do espaco de fase que devem ser levados em conta, como mencionado anteriormente.
Quando finalmente (ho‘5> = (hag)*1 é nao-degenerada, essa pode ser usada na
eq.(4.19) para obtengdo dos parénteses generalizados.

As préximas secoes deste texto irdo se dedicar a aplicagdo do método des-
crito acima a um fluido ideal relativistico carregado, através de uma Lagrangiana
contendo o tensor com acoplamento entre os campos do fluido com os campos
eletromagnéticos.

4.4 Tensor Energia-Momento do Fluido Ideal Relati-
vistico

Considerando o tensor energia-momento para particulas massivas relativisticas

T = nmu®u®. (4.44)
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n é a concentracdo de particulas de massa m, onde m é a massa de repouso
das particulas, ou seja, a massa de uma particula medida em um referencial que
se move junto a esta mesma particula. Grandezas medidas dessa maneira sao
chamadas de grandezas proprias. O termo u® é a quadrivelocidade da particula
e T8 é um tensor de segunda ordem simétrico. Para um referencial que se move
junto a um fluido (pode ser um gas de particulas relativisticas ideal), ou seja, a
quadrivelocidade assume a forma u® = (1,0,0,0), o tensor em (4.44) tem suas
componentes dadas por

pr 0 0 0
0 P 0 O

afy _

=10 0 P o (4.45)
000 P

pr é a densidade de energia interna do fluido medida no referencial de repouso
e P é a pressdo experimentada pelo volume de fluido. A métrica é dada por
naﬂ:diag( —1,1,1,1). Consideremos o caso mais geral, onde um sistema de coorde-
nadas K’ move-se com velocidade ¢ em relagao a um outro sistema de coordenadas
K, no qual o fluido encontra-se em repouso. Sendo A(¥) a matriz da transforma-
cdo de Lorentz entre os referenciais K e K’, cuja direcio de ¥ é arbitraria, 7%
transforma-se da seguinte maneira

afl A= VAB( a, B af
T = AL (0)TH A (V) = hu®u” + Pn”. (4.46)

h = pr + P é a entalpia relativistica e pode ser expressa por? h = nm%.
K, (mc?/KgT) sao as funcdes de Bessel modificadas de indice v. AT (%) é a matriz

transposta de A(¥) dada por [90]

I —v;
AT = v | 4.47
®) <—’Y’Uz‘ 5z’j+(’7—1)1);g]> (4.47)
Ondey=(1-v2)"1"2 c=1ei,j=1,2,3. A densidade de energia p;y, relaciona
N (ntmero de particulas), € (energia média da particula) e o volume V' da seguinte
maneira

Ne
Onde € é dado por
1 —e/KpT 33 2 k3(mc?/KpT)
= — d°p = — " — KT 44
77 / ¢ b= (me2 K gT) ’ (449)
e
Z = /e*E/KBTdSp = 4rm?c2Ky(mc?/KpT). (4.50)

2A entalpia dada em termos da razao de funcdes de Bessel modificadas de segundo tipo
advém do uso da distribuicdo de Maxwell relativistica para as velocidades [89]



7TACAPITULO 4. METODO SIMPLETICO E O FLUIDO RELATIVISTICO

¢ é dada pela relacao entre momento e energia ¢ = /c2p 2 + c*m?2. Desse modo
pr = nmc*h — P, relacionando assim a energia interna do gis e sua pressio a
entalpia.

4.5 Campo Tensorial Com Acoplamento Minimo

O acoplamento minimo para um sistema de particulas relativisticas carregadas,
onde existe a presenca do campo eletromagnético é introduzido através da seguinte
substituicao

Py — Put+ql, e mU, — mU,+qA,, (4.51)

onde p, é o quadrimomento, U, a quadrivelocidade (nesta secdo e na préxima a
quadrivelocidade serd representado por U, ao invés de w,,), g é a carga do elétron,
A, é o quadripotencial eletromagnético e m é a massa do elétron. Por meio desse
acoplamento entre os quadrivetores é possivel transmitir a presenca da forca de
Lorentz a variagdo do momento das particulas carregadas. Com o intuito de obter
o acoplamento que relacione o tensor de campo eletromagnético e os campos do
fluido, realizemos a seguinte anéalise.

Para a descricdo de um gas de particulas relativisticas carregadas livres, faz-se
necessario as equacoes de Maxwell

0, FH = Jh. (4.52)
8, F = 0, (4.53)

a equacgdo de movimento para o fluido

&,T(‘;’; = qFWFV(a). (4.54)

Onde o indice («) serve para dizer que essa equagao de movimento se aplica ao vo-
lume de fluido constituido por espécies (componentes) rotuladas com o indice («).
Por exemplo, para um plasma de duas espécies, uma espécie é carregada positi-
vamente, a outra negativamente. Porém, pelas mesmas consideragoes feitas sobre
o livre caminho médio das particulas no capitulo 2, sabemos nao ser necessario
carregar estes indices, uma vez que essas consideragoes sdo satisfeitas. A ltima
equacao para suplementar a descrigao, é a equacao da continuidade

8,I" = 0. (4.55)

Pois apesar da eq.(4.54) conter a conservagao da energia e do momento, a equacio
da continuidade deve ser aplicada para a obtengao das equagoes de movimento [59].
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Na eq.(4.55), I'V = nU", onde n é o nimero de particulas por unidade de volume
proprio, ou seja, n é a densidade numérica de particulas no referencial proprio do
volume de fluido. F* é o tensor de campo eletromagnético F** = gt AY — 9" AH.
Seu dual é dado por FH*¥ = %5“”0‘5Fa5.

O tensor energia-momento relativistico para o fluido é

™ = hU*U" + Pnt" (4.56)
onde h é a densidade de entalpia, P é a pressdo e U* é a quadrivelocidade, U* =
. _1
('y,'yV) ey = (1-V%7"2 Vamos utilizar kg = 1 e c = 1, kg é a constante de
Boltzmann.

A densidade de corrente é um importante termo para a construcao do acopla-
mento, e é dada por

JH = gnU*. (4.57)

A partir de agora, passemos a identificar a densidade de entalpia com a fungao
f(t) da seguinte forma

ey

= mnf(T). (4.58)

f: R3 = R é uma funcdo somente da temperatura. Esse sistema fisico serd
considerado relativistico também nas temperaturas.

Finalmente, para a obten¢ao do acoplamento entre os campos do fluido e eletro-
magnético, é necessario definir em analogia ou tensor de campo eletromagnético,
o tensor de segunda ordem antissimétrico para os campos do fluido

SHY = QU — & fUH (4.59)

onde f= f(T'). Seguindo a analogia com o eletromagnetismo, define-se dois novos
vetores

SO =@l SY=RF iik=123 (4.60)

com a segunda equagdo de (4.60) valida para permutagoes ciclicas de i, j, k. Por
construgao, é valida para Q e R

. OR

V-R=0 e a+V><c§:0 (4.61)
onde .
g=- [%7+va] (4.62)

R=V xfU (4.63)
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Tendo essas equagdes e definicoes, facamos as seguintes combinacées. Uti-
lizando a equagdo para a entalpia (4.58) no tensor energia-momento (4.54), a
equagdo de movimento (4.54) fica

Oy [P +mnf(T)] = qF*'nU,, (4.64)

O*P +mnU"0, (AT)U") + AT)U*0, (mnU") = qF*'nU,. (4.65)

Usando a equacao da continuidade 0,I'* = 9,(nU") = 0.

P + mnU"d, (T)U*) = ¢F*nU, (4.66)

Agora, fazendo o produto interno de U, com S*¥, obtém-se

Ut = U0 (AT)UY) — U,0" (AT)U*)
= U ((T)U") — U U 8" (T — U, f(T)O" U™ (4.67)

Dado que U,U* = —1, U,0"U" = 0, escreve-se
U, SH —o"fT) = U, 0" (AT)U”). (4.68)

Substituindo (4.68) na (4.66)

O"P+mn[U,S* —0"fT)] = qnF""U,,
0" P +mnU,S" —mnd”f(T) = qnF""U,. (4.69)

Rearranjando e equacgao (4.69), chega-se a

1
— P 9fT) =L (FW + mS”“) U,. (4.70)
mn m q

Para n constante, a eq.(4.70) pode ser reescrita como

T0"0 = gM"U,, (4.71)

onde T0"c é a equagado relativistica para a variagdo da entropia dada por

h 1
T o = 0" () — —0"P, (4.72)
n n
e o tensor M* foi definido como
M = prv g Mg (4.73)
q

MM & escrito por meio de um acoplamento semelhante ao (4.51). Esse tensor
representa a unificacio do campo do fluido com o campo eletromagnético [86].
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Através da contragao de U, com a equagao (4.71), é possivel obter as equagoes
de movimento para um fluido homentrépico (entropia constante) por conta da
antissimetria do tensor M*”. A saber

TU,8" 0 = qU,M"™U, = 0. (4.74)

Ou seja, ao longo de uma linha de fluxo a entropia permanece constante

d
TU, 80 =T = 0. (4.75)
dt
Com isso a equacio de movimento
U,M" =0 (4.76)

contém a dindmica para um fluido homentrépico relativistico carregado imerso
em um campo eletromagnético. Dessa equagao (4.76), podemos observar que na
auséncia de campo eletromagnético, (4.76) deve se reduzir a U,,S*” = 0, implicando
que quando na presenca de campo eletromagnético tanto o tensor quanto os campos
devem obedecer a seguinte composicao

sy Lpw o gryue 4 L ge (4.77)

m m
ou seja, um acoplamento minimo semelhante ao apresentado em (4.51). E assim é
respondida a questdo aberta no inicio desta secao.

Testando o limite nao-relativistico de (4.76) com a finalidade de recuperar
resultados classicos, realiza-se a aproximacao v = 1 e f(T') = 1 para todos os termos
onde estes estao presentes, exceto para os envolvendo o gradiente do produto vf(T').
Para V(fy), é necessario manter os termos em primeira ordem

V2 K3(7) 5T
~1+ — T) = ~1+-——. 4.78
YR e D)= R S g (4.78)

Da equacao de movimento para o fluido isentrépico
U, [aﬂ (ATU) — & (AT)UM) + % (" AY — a"AM)] = 0. (4.79)

Variando os indices u,v = 0, 1, 2, 3, obtém-se

V2 5T

—0,V -V [2+2m

+§L{E+X7x (VX%Y—F?VXV)] =0  (4.80)

A eq.(4.80) é a equacao de movimento para um fluido homentrépico para tem-
peraturas da ordem de mc? >> kT, ou seja, é a equacio para um fluido carregado
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cléssico, cuja pressdo é proporcional a nb/3 [86]. Quando aplicado o limite nao-
relativistico a eq.(4.62), @ passa a ser dado pela expressao

- ov V: 5T

onde por meio da equagao de movimento (4.80) (Navier-Stokes) é possivel associar
o vetor de Lamb da seguinte forma

f:Q+%[E+ﬁX(VXE)}. (4.82)

Relagdes semelhantes a (4.82), porém para escoamentos onde a viscosidade estd
presente foram obtidos em [31] e [61].

A introdugao do tensor S*¥ possibilitou a construgao do acoplamento minimo
entre os campos do fluido e eletromagnético, esse resultado foi expresso através do
tensor M*¥, que relaciona os campos livres.

O resultado (4.73) foi obtido por S. M. Mahajan em [86]. Em seu trabalho,
Mahajan langou algumas questdes pertinentes ao acoplamento entre os campos
do fluido e o campo eletromagnético. como por exemplo a obten¢do de um aco-
plamento minimo de forma que os campos do fluido carregado em alta tempera-
tura quando imersos em um campo eletromagnético, possam ser apresentados de
forma compacta em uma equagdo de movimento para um escoamento homentré-
pico (eq.(4.76)). Dessa forma Mahajan foi capaz de compactar a dindmica de um
fluido carregado em alta temperatura com entropia constante em uma equacao
relativamente simples.

A proxima secdo trata da obtencao dos parénteses generalizados para um gas de
particulas relativisticas livres carregadas na presenca de campo eletromagnético.

4.6 Aplicacao do método Simplético ao Fluido Carre-
gado

O objetivo desta se¢do é aplicar o método simplético a um fluido relativistico ideal
carregado, tendo como ponto de partida a Lagrangiana homogénea dos campos
livres descrita pelo acoplamento obtido na se¢ao anterior

Mr = prv g T gur (4.83)
q

Da equagao (4.76), a qual contém a dindmica para um fluido isentrépico re-
lativistico composto por particulas massivas carregadas, imerso em um campo



4.6. APLICACAO DO METODO SIMPLETICO AO FLUIDO CARREGADOT79

eletromagnético, obtemos a seguinte densidade Lagrangiana

L= [S‘“’SW n gQFWFW} — gfUM" F, (4.84)

1
4
onde §¥ = OM(fU”) — 9*(fU"), fIT) = i), UF = (3.9V7) = (U°.U7) éa
quadrivelocidade, F*” = 9*AY — 0¥ A* com A* o quadrivetor eletromagnético e
g = -k ¢é a razdo carga-massa das particulas constituintes do fluido. O tensor
métrico é tal que " = diag(—1,1,1,1).

A densidade Lagrangiana (4.84) pode ser reescrita na seguinte forma

L = % [—(fi(fﬁ) - V(fUO)r - %(v < (fU))* + 922 [—/T— VAOF

1 o
— 592(v x A)2 — gfUrd" Fp,. (4.85)

Trabalhando com os indices do dltimo termo

1 X 2 1 - 2 1 S
L= 5 (-0 = VW) - 3T x (0N + G- A= VAP - S (V x AP
gfU " (90 A; — 0;Ag) — gfU 9 (0i Ao — Do Ai) — gfU' & (0;A; — 0, Ay).
(4.86)
Define-se agora o campo auxiliar ¥# = (9pA*, ¢), onde® ¢ é seu momento

conjugado. A definicdo de campos auxiliares é um procedimento padrao para a
obtencio de Lagrangianas de primeira ordem nas "velocidades'. Assim

iR 2 - 24 e
L= 5 (-0 = V() = 5T x (O + (-5 = VA - Jg(V x AP
— gV -5~ V2 4g) — gf(VEL + ) — gfT(V x V x A). (4.87)

Agora, calcula-se os momentos conjugados referentes as varidveis candnicas
(U*,pu),(A*,7,),(E#, ¢,). Os quais resultam

oL

bp = W :fSu(L (4-88)
oL &
¢u = W =gfU Nk (4~89)
oL oL oL
T gy aoa(aozu) B zaka(akzu)
= ¢°Fuo — Soknkug + O (f Ur) gnuo- (4.90)

3Neste capitulo ¢ ndo deve ser confundido com as definicdes para ¢ dos capitulos
anteriores.
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Em seguida é feita a identificagdo desses momentos na Lagrangiana em primeira
ordem nas "velocidades".

L= % {(_80(f(7) — V(")) — (Vx () + (5~ VA% — (¥ x 1)2}
— UV -5 = V2 Ag) — gfT (VS0 + 5) — gf(V x V x A). (4.91)

Levando em conta = f(—d(fU) — V(fU)), onde 8y = %, escreve-se

(~00(0) = V() - (~00(T) = V() = (=00(0) = V(L)) - (~1U = V(L))
- —5-U- ;’% -V (fU)- (4.92)

Onde foi considerado que f(T") = fnao depende explicitamente do tempo. Reescre-

. - 2
vendo a eq.(4.91) e observando que % pode ser escrita como % = (—80 (fU) — V(jUO)) ,
ou seja,

Sy
no

=—p5-U—

- V(fUo), (4.93)

—
N
1

obtém-se

1 (52 72 52 . . o
L = 2{1;2+];2—1;2—(Vx(fU))2+92(—Z—VAO)2—92(VXA)Q}

— gfUNV - —V2A4) —gfU - (VE' +3) —gfi - (Vx V x A).  (4.94)
Notando que as componentes espaciais de ¢, sao qg =g ﬂ_f , somando e subtraindo

T, A¥ = 7, 5", podemos escrever a densidade lagrangiana de primeira ordem em
derivadas temporais das "velocidades"

LO= 50§ 5+m,dr—v0O, (4.95)
onde
0 _ ,u,lp2ﬁ 0 1 )2 9P g 0\2
vO = asr P P+ S (V x ()2 - L (-5~ vA?)
272 " ¥ 2 2
2
b LU AZ 4 gUOV-5 VA + -V + - (V x V x A).

(4.96)

O indice (0) em (4.95) serd importante para numerar os passos de iteracao do
algoritmo simplético.
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O conjunto de varidveis que definem o espaco de fase estendido é dado por
€0 = (UF, P, U°; AF, 7p,; A°, m0; BF, 65, 29).  Para a obtencdo da 2-forma pré-
simplética(que chamaremos de f; J(O) (Z,7), calculamos os momentos candnicos asso-
ciados aos campos

0,U _ 0P _ A O0OU A 0OA__ _ .07 __( 0.A0
A = —DPk; ak_oa Qg —O, ap = Tk, ag—o, ag = Mo,

0,7 — 0: 045 — .00 _ (. 0,50

ajy =0; “ay = —¢p; “ap =0; “ay =0. (4.97)

—
)

. . ()P . <
Os tnicos termos diferentes de zero da matriz ij)(az,y) cujos elementos sao

dados pela 2-forma fij(o) (Z,7), sdo

i 5al()  6(°aV (D))
0) D= —» _ J _ ? — .- (3) r— 1
¥ z, = o - = §;;0\ (X , 4.98
1 ( y) (5U2($) 5pj(y) J ( y) ( )
2 07 (7)) 6(°a (@)
O)Aﬂ' = J 3 (3) r iy
ALEIA — 5 — 9, 4.
1) ( ’ ) (SAZ(ZZ") 57_‘_3(27) ]5 (:L‘ y) ( 99)
55 5%a() (% (7))
(056~ = j _A % = 8,007 — 7 4.100
1] ( 7y) 6EZ(£L_") 6¢J(Zj) J ( y)’ ( )
Ao (= 0,70 (5
OmoA? 0(°ag° (@) _ 6Cag" (@) _ 3y~ _ -
™ @ = 570(@) 5400 §BN(& — 7). (4.101)
A matriz (fij(o)(i’, gj’)) tem a seguinte forma
0 di; 0 0 0 0 0 0 0 07
—6; 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —d; 0 O 0 0 0
0), > — 0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 o
0 0 0 O 0 1 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 dij 0
0 0 0 0 0 0 0 —6; 0 O
L O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 ]
(4.102)

que é uma matriz degenerada, ou seja, deve-se obter os modos-zero para esta
(0)

matriz. Calculando o modo-zero através de [ d3x i?) (Z,9)v; " (¥) = 0, com

0 T = 0 — iy —
o0 @) = W@, 0@, 0 @), 0@, 0O @), 0O (@), 0™ (),
(0]
O @), 02, o (), (4.103)
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resulta

005 (
3 v —

0
Essa matriz tem dois modos-zero, fu(()o)U (Z) e U[()o)z (Z). A saber,

LyO(z) = (O,O,U(O)UO’ 0,0,0,0,0,0,0) (4.105)

200)(z) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,00="), (4.106)

que sdo completamente arbitrarios. Aplicando [ d3z uﬁo)”(f) &p(zﬂ) [d3y U (0) () =

0, obtém-se os vinculos verdadeiros. Para () (%)

5
SUO(Z)

190 = [ ds OV (@) 5 [ dy VO =0, (4.107)

Os tnicos termos diferentes de zero apos a aplicacdo da derivada funcional sdo

10(0) _ 3. .. (0)U° 0 3 lj 0 0 S w2
Q = /dmv 5U0(i")/dy{f V({U") 4+ gfU"(V - & VAQ):|

0
_ 3. (U O /3 L o0, U oo . ¥ o2
/dxv ® g0z | lp VU + L Vit gfU%(V - S — V2Ag)

f
_ /d% O () / &y {ﬁ- V(7 — ) + IJ'% V(E — )
+ V-5 - V2400 - )
= /d% 0OV () [—v P+ 1;- Vi+gf(V-% —V2Ag)| = 0. (4.108)

Resultando no seguinte vinculo
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10(0) :V-ﬁ—%Vf— gf(V - % —V24,) =0. (4.109)

Para o segundo vinculo 2Q(©)

20(0)  _ 3, (0020~ L 3 0, 7. 0
Q = /dxv (m)dzo(f)/dy[ﬂoil +o VZ}
_ / B O () / Py [md(T - ) + 6 Vo7 - )]
/de p(0° (Z) [710 -V gﬂ =0

200 = 7p-V.¢g=0. (4.110)

Introduzindo os dois vinculos na Lagrangiana, através do produto com a derivada
temporal dos multiplicadores de Lagrange, resulta a seguinte expressao

LU= 5T §-5+mdh+ 500 4 X200 — yO), (4.111)

onde o potencial generalizado é

M — O T R VA 29 s g0
v = v =7 S+ 224 (v x () (-5 — v4Y)
10=20=0 2f% 2 2
2
+ %(VXA)2+¢~(V><V><A), (4.112)

Ficamos assim com o novo conjunto de variaveis para o espago de fase estendido
D = (UF, pp; AR 7y, A°, m0; BF, s A1, A2).  Os momentos candnicos para esse
novo conjunto de varidveis sao

1.U _ .1p_ 1 A_ . 1w _n 1 A% _ |
A = —Pk; Qg =0; ap = Tk; a;cr = 0; ap = To;
LaTo = 0; Yaf = —¢y; Laf = 0; Lo =1 QO); 12 =2 90 (4.113)

Os elementos da matriz (f(l)(fgj')) diferentes de zero, dados pela 2-forma pré

7
simplética sao
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<%
<.

|
©O O oo oO0OO0O0O o O

=2
<
S
<.
corr o000 o o
|
PO OO0 © O
2

o f
(—af + 2
0

N

S5

S O O oo oo, © O
=X

o O O o o o

@)
o O

(4.123)

Que também é degenerada. Para obtermos os modos-zero desta nova matriz,

Onde

[ty £ @ e

(4.124)
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resulta

/ d? —0 W™ (§)8(3 — ) — 9f08(3 — 7)o ()
Y

(4.127)
onde v (F) e v(DA2(Z) sdo funcdes arbitrarias. O modo-zero é
o = @) 05 05 0 o @) of (@) o @)
v(l)d)(f) oA (), p(1P2) () (4.128)
Resultando no vinculo
3 <1)50 g 5 / 3 (1) > — 4 12
/d T v, (x)&pj(a_:’) d°yVi(y) = 0. (4.129)

Aplicando & (4.128), vem
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35[0V (7 0 (1)a°, 0 WS, O
/ @ { V@ T @Oimm T g

+ j (f) v } / Byv D () =0. (4.130)

Substituindo VM (7))

) o, 0 )
/ P ”J(I)U(w) U (&) +u @) JAV(Z) H('I)E(x)azj(:ﬁ)
p? 1
+ oz W ]/d {Zz%+2f2+2(V><(fU))2

- % (357 + (9,4%)% + 2570, 4%) + 2 (v x A)? 4+ ¢(V x V x A)f| =
(4.131)

Que pode ser escrita

/d3 [ /d3 g* [(9;4%) +37] ;00 — )
(V%) / Py [n'5,;89(@ ~ ) — ¢* (5 + 6:A°) 6,60 (& — )]

(1 7) 3
+ o x/d (V x V x A)] = (4.132)

0
Realizando uma integragao por partes no segundo termo, e relacionando vél)A (Z)

e U](l)Z

(%) através das eq.(4.127), a equagao anterior fica

/d3 {vo 2)0;m7 + 0\ )/d3y (V x V x AY50) (7 — g‘)} =0. (4.133)

Realizando uma integragao por partes no iltimo termo, levando em conta a de-
pendéncia de vj(.l)(b(f) dada na eq.(4.127), obtém-se

—/d% oW (7)9ind (7)) =0 — 30 =v.z=0. (4.134)

Adicionando o vinculo & densidade Lagrangiana, escreve-se

LO = 5T ¢ -5 +mdh+ 3 100 43,200 4 43300 — v (4135)
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onde
L 19 1 - 2
v = yO| =z 54 JLQ F (VX (U)? - L (-5 — vA)?
500 272 "2 2
2
+ %(VXA)2+¢-(V><V><A). (4.136)

Com isso, obtém-se o conjunto de variaveis para o espago de fase estendido

5(2) = (Uk:vpk’a Akv Tk AO) 05 Eka ¢h; )\17 /\27 )\3) . (4137)

Os momentos canonicos sao

20 = —pp; al = 0; 20 = mp; 2af = 0; 2a640 = 7o; 2af’ = 0;
Qa% = —; Qai =0; 2gM =t Q(O); 2gM2 =2 Q(O); 278 =3 02, (4.138)

()(

A nova matriz ( f%] 7)), difere da anterior pelo acréscimo de uma linha e uma
coluna referente & A3. O tnico termo dessa nova linha diferente de zero é

— 2 m(7
@~ o 0(a(g)  6(af(F)) 5 0Y53) (7 _ i
] — _ = i " _— . 4~1
fi (#.9) o (Z) oA3(9) j050°7(7 — §) (4.139)
Levando & matriz (fij(?) (%, 7))
0 0ij 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
—63; 0 o o0 0 0 0 0 (82 7 ) 00
0 0 0 —6; 0 0 0 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0 0 0 0 0 o
0 0 0o 0 0 -1 0 0 —g@2 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 L0 6® @)
0 0 0 0 0 0 0 & —g@ 0 0
0 0 0 0 0 0 —d; O 0 -0} 0
o (-or+%) 0 0 gm0 g 0 o0 00
0 0 o 0 0 -1 0 o 0 0 0
0 0 0o —-07 0 0 0 0 0 0 0 ]
(4.140)

A matriz ( fij@) (Z,9)) é degenerada. Repete-se o processo para a busca de novos

vinculos. Desta matriz, tem-se [ d3y fij(?) (Z,7)v@ () = 0. O modo-zero é

T —» 0 — Y —
VAT = WD) PP () @)A(g) D7) o @) o™ @)
oD (5); <2>¢<y> () v@”?(zf), (@ (7)) (4.141)
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Dai, temos

(
O(F — ) + 1220 )
010 () — 9069 (& — )o@ ()
68) (& — ) — 9V (& — @ (§)
(-0 + %) 60@ - 97 (@) + 0026 (@ — e (7) + 005507~ 5
—Pm (35 (7 — ) + 0763 (& — o)

(4.142)
que deve ser igual & matriz coluna nula. Da eq.(4.142)
- U /- 2)A o 2)A% 2)m0 [
@@ = (" @) 0 o (@): 05 T (@) o™ @)
U§2)E(f), 1)52)(#(5)7 U(?))\l(f); ,0(2))\2([1—;’); ’U(2)/\3(f) ] (4143)

Da contracao deste modo-zero, v (Z) com o gradiente do potencial V(@ aparecem
dois termos novos em relagio a contragao de v(l)(f), isto é

2
+ / Pao®A(7) / d®y lg2(v><z4)2+¢z‘(VxVA)i 0.
(4.144)

Porém, o segundo termo é nulo. O vinculo obtido, é o mesmo que anteriormente em
(4.134). Como os vinculos provenientes da contracao do gradiente do potencial com
o modo zero foram esgotados, ou seja, nao sao gerados novos vinculos (Indicativo
de estarmos frente a uma teoria com gauges a serem fixados), facamos as seguintes
escolhas: fixamos o calibre de Coulomb e juntamente adicionamos a condicao de
incompressibilidade para um fluido relativistico [91]

A’ =0; 0@ =v.4; °0® =9,U" (4.145)

E necessério adicionar °Q2 como vinculo, pois a fixacdo do calibre de Coulomb
nao é suficiente para tornar a matriz simplética. Enquanto que para o eletromag-
netismo, os calibres de Coulomb (V- A = 0) e de Lorentz (V- A + % = 0) néo
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alteram o sistema fisico envolvido, a relacao 0,U" = 0 estd diretamente relacio-
nada & natureza do fluido. Sendo 9,U* = 0 (lembrando que U* = (v, V%), onde
7 é o fator de Lorentz e V* as componentes espaciais da velocidade) a caracterfs-
tica apresentada por um fluido incompressivel. O sistema fisico que analisamos,
trata-se de um fluido incompressivel, caracterizando assim, a escolha desse vinculo
para a quadrivelocidade U*.

103 ¢ °0?) s30 acrescentados & densidade lagrangiana por meio dos multipli-
cadores de Lagrange.

—

L= 7T S+7 A+ 100 4 X, 200 £ X5 300 1 X, 10 4 X; °0@ _y®

(4.146)
onde
(3) (2) e, P 1 V)2 7 g 2
Ve =V = T X+ 5+ (Vx(U) - (8) +
A0—40—50—0 2f 2 2
2
+ %(v x A2~ G- V2A. (4.147)
As coordenadas do espaco de fase estendido ficam dadas por
¢® = (Ukapk; AF e, oy BF, Bk A1y gy Az, Ad, >\5)7 (4.148)
e 0s momentos candnicos siao
Saff = —pi; Pal = 0; Paft = m; P af = 0°%af° = 0; %af = —¢y; af =0
3a)\1 _1 9(0)73 a)\z _2 Q(O), 3a)\3 _3 Q(l)’ 3a)\4 _4 52(2)7 3a/\5 _5 Q(Q)
(4.149)
Os novos elementos diferentes de zero para a matriz fl-j(»s) (Z,7) sdo
(3) A5/~ 5(a®(g)  0(a¥ (Z)) 5.8Y5®) (7 — &
, _ ' _ = ;0" — 1), 4.150
- 3 )\4 e 3 Az
3)ANs 0C°a™(g) 0Cai(Z)) _ s aus®)(z_ o 4
A = . — = §;;07 — 7). 151

A matriz (fi(-g) (Z,7)) tem a seguinte forma
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[0 8ij o 0 0 0 0 0 0 0 0 8]
~&; 0 00 0o 0 0 (%) 0 0 0 0
0 0 0 & 0 0 0 0 0 0 8 0
0 0 5 0 0 0 0 0 0 & 0 0
0 0 o 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 & —gf 0 0 0 0|
0 0 0 0 0 =& 0 0 -9y 0 0 o |°TE™
0 (e%) 0 0 0 g@F 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 & 0 0 0 0 0
0 0 0 -8 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0|
(4.152)

. . 3) /= —» s o~ .
Finalmente, a matriz f”( )(x,y) é nao-degenerada, portanto, possui inversa.
Para a obtencao de sua inversa, escreve-se a seguinte equagao

/ Po' 197 @210 @7 = S (@ — &) (4.153)

N L ~ .
onde k,m,n = 1,2,...,12. fn(k) (Z,Z ') sdo os elementos da matriz inversa de
3) /> o o :
k(m) (2 ',2"), os indices n e k, ou k e m representam as linhas e as colunas das
matrizes, respectivamente, d,,, é o delta de Kronecker e §(3) (Z—2") é a distri-

buicdo delta. Apés um longo trabalho algébrico, podem ser obtidos os elementos

Gt . . I
de < i (Z,2") ), inversa da matriz simplética.

Os paréntese generalizados, ou de Dirac, para este sistema fisico composto por
um fluido incompressivel ideal de particulas relativisticas imerso em um campo

eletromagnético podem ser obtidos por meio de
CogY 9Ll

Fazendo a seguinte correspondéncia entre as coordenadas do espaco de fase es-
tendido e a numeracdo correspondente aos indices de linha e coluna da matriz

3 -1
( zj( ) (f’ fl/))v

{A©), B} f (4.154)

€9 = (UM prs AF mmor IR0 M Aa Ag, Ay As)
¢® = (1,2; 3,4,5; 6,7; 8, 9, 10, 11, 12), (4.155)
é possivel mapear os indices da eq.(4.154) por i,j = 1,2,--- ,12. Assim, os parén-

teses generalizados entre os campos bésicos deste sistema fisico sdo diretamente
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e/

3!
determinados pelos elementos da matriz <fzj (Z, @ )) Prosseguindo para a

(3)~*
obtencao dos elementos f;.j (Z,7") usando (4.154), os parénteses generalizados

(também chamados de Paréntese de Dirac) diferente de zero sao

(i@, 0@ "} = -0 @-7") (4.156)

Do(@),m(E ")} = B @E-z") (4.157)

Q@ m@ ) = o (@ -7 (4.15%)

u@.a@n} = —gro®E-a") (4.159)

{A5(f),Ui(f")}* = —gg(s@ F—z") (4.160)
' . 8‘?“8‘?“

{U'@.ps@"} = —5ij5(3)(a?—:?”)+Zv72]5(3)(:?:’—f”) (4.161)

{pi(@),0;(2")} = gfoiyo®(@F—27) (4.162)

{pj(f),ﬂo(fu)}* _ gaf” [f5(3)(f_f”)] (4.163)
— — * !’ afc — —

{Xs(@),m(@ ")} = —g0; lfvgﬂfs(?’)(fﬁ—x//)] (4.164)

{p(@), (")} = va; (@ —z") (4.165)

M@ A(E ")) =~ DT — 7 ") (4.166)
‘ . ' 8$//6$N

{Ai@), @1} = [5;.— o7 ]5@) (F—7") (4.167)

[ro(@).2iE") = -5’6 @ -a") (4.168)
— PN a;'tn 8;6 B) (= _ =1

Pa@), M@} = G (@-27) (4.169)

Desses parénteses generalizados, aqueles entre campos fisicos sao (4.156), (4.161),
(4.162), (4.163), (4.167) e (4.168). A saber
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(D@ } = 5z -z ") (4.170)
) aqjlla@//
{U@.p@"}) = —0®@E-7"+ “or 0@ -a) ()
{pz qu @}y = g o (@ —-2") (4.172)
{p] }* _ g@f” |:f6(3) (.f -7 //)} (4173)
) 8'x”8$”
(Al } = l&; -~ ] 0 (& -z (4.174)
{m(@ } = 07" s®@—z". (4.175)

Pois, a matriz simplética tem a seguinte estrutura

i OQm,
(£79) = < _{%;m o ) (4.176)

0€(0)8

onde o setor contendo f% é formado a partir da aplicacio da 2-forma simplética
para os momentos conjugados aos campos fisicos. Além disso, os paréntese gene-
ralizados entre os multiplicadores de Lagrange resultam zero, setor nulo de ( fi ),
mostrando que esses ndo sao varidveis fisicas [55].

Pode-se notar a presenca de (4.174), o mesmo paréntese obtido pelo método de
Dirac para o campo eletromagnético [92]. E notével a semelhanca de (4.171) com
o Paréntese generalizado para os campos A*(¥) e 7;(%). Resultados semelhantes a
(4.171) foram obtidos para o fluido classico incompressivel em [30], e para o fluido

, . ’ Ks(® . ~
classico compressivel em [32]. A(T) = KEE ﬁg estd presente nos parénteses genera-
T

lizados que relacionam campos com momentos conjugados de campos diferentes
desse. Em outras palavras, f(T') que contém o cardter estatistico do sistema fisico,
estd presente nos parénteses generalizados que acoplam os campos do fluido aos
campos relacionados a altas derivadas do campo eletromagnético.
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Conclusao

Podemos dizer que dentre os métodos de introducdo da nao-comutatividade em
uma teoria fisica, ressaltamos aqui dois deles. Um deles é a utilizagao direta do
produto Moyal, onde é utilizada a relacao [:%i,:i"j] = 0%, para obter a extensido
nao-comutativa da teoria original. A outra forma, mais apropriada para aplicar
dentro do formalismo do fluido, significa comegar com o modelo do fluido descrito
por uma Lagrangiana escrita em coordenadas de Lagrange [83], introduzir as coor-
denadas nao-comutativas, construindo assim a nova algebra nao-comutativa e em
seguida utilizar o mapa que atua como uma ponte entre as coordenadas de La-
grange e de Euler para o fluido. Assim, construindo uma estrutura Hamiltoniana
para refletir os efeitos ndo-comutativos na teoria de campos do fluido. Nesta tese
seguimos a segunda abordagem, mas em vez de construir um espago com coordena-
das ndo-comutativas, descrevemos um espago de fase ndo-comutativo com varidveis
dindmicas nao-comutativas. Ou seja, construimos uma algebra ndo-comutativa
entre as velocidades, mantendo seus momentos conjugados comutativos entre si.
Com essa nova algebra nao-comutativa, construimos a versdo nao-comutativa da
equacao de Navier-Stokes para a MHD. Calculamos a extensiao nao-comutativa da
taxa de variacdo da energia mecanica, onde o termo nao-comutativo que quebra a
conservagao de energia, apresenta um acoplamento minimo tipico entre a vortici-
dade e o campo magnético. Esse resultado, por sua vez, motivou a calculo da taxa
de variacdo da circulagdo, que descreve o fluxo de vértices. Os termos devido a
nao-comutatividade que possuem o vetor de Lamb em seu interior, que poderiam
atuar como uma espécie de fonte de vorticidade, possuem sinal negativo e aca-
bam por reduzir a taxa de variagdo da circulagao. Por outro lado, na equacgio de
Navier-Stokes nao-comutativa para a MHD, ou seja, a equagdo para a aceleracgao
do fluxo, podemos ver claramente que os termos ndo-comutativos aceleram o fluxo.

93
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Assim, podemos conjecturar se esses termos atuam como uma forga de vorticidade,
ou seja, cumprem o papel de vetores de Lamb. Pode-se ver que quando 8 = 0,
recuperamos a equacao de Navier-Stokes para a MHD munida de uma algebra de
velocidades comutativas.

Através da andlise das relagbes de dispersao para ondas em MHD, a partir da
Lagrangiana L p,foi possivel a obtencao de quatro relagbes de dispersao, sendo
trés delas referentes ao vetor de onda k ser perpendicular ao campo magnético
aplicado By.Sendo dois desses trés, obtidos através da anélise de casos limite para a
viscosidade v do meio. A quarta relagdo, caso para o qual ké paralelo a velocidade
da Alfvén v,, k e B tem o mesmo sentido e ¥1 também é paralelo a ¥,, obtivemos o
mesmo resultado que para quando kL éo, responsavel pelas trés outras relagoes de
dispersao, porém para o caso onde v nao é analisado em um caso limite. Revelando
o mesmo comportamento ondulatério, embora sejam caracterizados por arranjos
distintos.

Foi possivel também, através do método simplético, obter parénteses generali-
zados para um fluido relativistico incompressivel carregado na presenca de campo
eletromagnético, onde por meio da definicdio de um novo tensor que relaciona a
quadrivelocidade e a entalpia relativistica, é estabelecido um acoplamento entre
esse novo tensor de campo para o fluido e o tensor de campo eletromagnético de
Maxwell. O tensor resultante desse acoplamento possibilita escrever as equacoes de
movimento para um plasma de forma compacta. O método simplético tem a van-
tagem de nao exigir a classificagdo dos vinculos em primérios, secundarios e anida
de primeira e segunda classe. Embora a classificacdo desses em primeira classe,
ajude a investigar a existéncia de simetrias de calibre, ja que estes sdo os geradores
de simetria de calibre segundo Dirac [84] e/ou inter-relagdes das coordenadas do
espaco de fase. E os vinculos de segunda classe estejam ligados a existéncia da
matriz simplética. Tendo em vista que esta é a inversa da matriz inicialmente
pré-simplética. O paréntese obtido entre a velocidade e seu momento conjugado
possuem estrutura semelhante ao paréntese entre o potencial vetor e seu momento
conjugado. Isso se deve a estrutura familiar (por construgao) entre S* e FHV. J&
os parénteses entre os campos p;(t, ¥), ¢;(t, Z) e mo(t, Z), representam uma mistura
entre os momentos conjugados dos campos do fluido e do campo eletromagnético.
Essa mistura se deve a presenga da funcao f(T), entalpia, responsavel pelo carater
estatistico do sistema fisico, bem como, pela presenca de particulas massivas e
carregadas que compoem o fluido.



Apéndice A

Nao-Comutatividade e o Produto Es-
trela x

Seja uma variedade M munida de uma dlgebra de fungoes A associativa e comuta-
tiva em relagdo a multiplicagdo usual de fungoes, (A4, ). Se realizarmos a troca do
produto usual pelo produto estrela de Moyal, a nova algebra de fungoes A em M
continua sendo associativa, porém nao mais comutativa, A = (A, ). Um exemplo
dessa realizagdo pode ser visto no processo de quantizagao de Weyl [93].

Inicialmente, propomos que as coordenadas z* do espago sejam substituidas
por operadores hermitianos z# definidos em um espaco de Hilbert H, que obedecem
a relagao

@, a7] =07, (A.1)

Onde, como mencionado anteriormente, 0% sao componentes constantes e reais
de um tensor antissimétrico. Essa é a maneira mais simples de introduzir a nao-
comutatividade no espago de coordenadas. A seguir, para fungoes f(x) pertencentes
a um espaco euclidiano R”, que sejam funcdes de Schwartz, ou seja, que vio a
zero rapidamente no infinito, de modo que suas derivadas de qualquer ordem sejam
nulas no infinito, com transformada de Fourier dado por

flk) = /dDa: exp (—z'k:ja:j) flz), onde j=1,2,---,D (A.2)

define-se o operador de Weyl, levando em consideragao [:i‘i, &I | = 0%, pela seguinte
formula

Dy o
W)= [ mpl)e. (A3)

Através do operador Hermitiano A(a:) é possivel estabelecer um mapeamento entre
as fungoes f(x), definidas no espago de fase comutativo, e os operadores W [f]
pertencente ao espago nao-comutativo H, da seguinte maneira

Wil = [ aPafo)d), (A4)
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onde A ¢ dado pela seguinte expressao [71]

D . )
A(m) — d-k 6(ikjfc]fikj:v]) (A 5)
(2m)P '

E importante notar que a equagao (A.4) associa operadores em um espago nao-
comutativo, & fungdes que dependem das varidveis do espago de fase classico [75].
Agora, para a obtencdo de uma expressao notavel, analisemos o produto de ope-
radores W [f(z)] W [g(x)]

W)W o@)] = [t 8 g atkens? s ()

! 2mP 2mP "™ |
A equacdo (A.6) pode ser expressa de forma a apresentar sua dependéncia em 6%
explicitamente, por meio do uso da férmula de Backer-Campbell-Hausdorff para o
produto de exponencial de dois operadores AeB

oA . oB = ATB+3[A Bl 15 A A B+ 15 [B,[B A+ (A7)

Para os operadores 7, seus comutadores sdo o niimero complexo constante 6%,
ou seja, [2*, [2#",27]] = 0, que reduz (A.7) a

eikl,jﬂej . eik’g,mim _ e—%‘k’l,jejmk‘g’mei(klyj-‘rk‘gyj)ij (AS)

Dessa forma, o produto de operadores (A.6) pode ser escrito como

S

W [f@)] W [g(2)] = W [flz) * g(2)], (A.9)

onde produto de Moyal, no lado direito da igualdade anterior, é

D D . . ' g
fla) *gla) = [ éﬂ])ﬂé (d ]f?aﬂkl) (kp)e 3k haacilhustha)® (4 10)

O produto estrela, ou produto Moyal, (A.10) pode ser escrito na forma diferencial
como apresentado anteriormente, eq.(3.8).



Apéndice B

Representacao das Coordenadas de um
Fluido

A descricao das coordenadas de Lagrange se baseia na observagao das particulas
que compoe o fluido, individualmente, caracterizando suas posigdes por X (t) [94].
Para uma particula, ndo-relativistica, de massa m submetida a uma forga F'(X(t)),
sua equacao de movimento na descricdo em coordenadas de Lagrange é

y 1 . 5

X' (t) = —F'(X(1)), (B.1)

m
que essencialmente, se trata da equagdo de Newton [94]. J4 a formulagao de Euler
para a dinamica de fluidos, trata-se da densidade p, da velocidade ¢ e da equagao
de Euler para a dinamica. As duas representacées podem ser relacionadas através
de fungoes delta, mesmo tendo como ponto de partida a descricdo de Lagrange
para o "fluido"de uma particula, eq.(B.1).

A descrigdo completa, deve tratar o fluido como um meio continuo. Assim,
considerando um "fluido"composto por N particulas idénticas, onde a n-ésima
particula estd submetida a forca F. A dinadmica da n-ésima particula sera dada
pela eq.(B.1) modificada do seguinte modo

X (t) = %F (X0 { Kk £ n}). (B.2)

pois F deve ser invariante diante da troca das coordenadas corresponde as particu-
las restantes [94]. A conexao entre a representacao de Lagrange e a representagao
de Euler, requer a definicdo da densidade de massa Euleriana

N
plt,7) =m > 5(Xo(t) - 7). (B.3)
n=1

A equagao de continuidade pode ser obtida de (B.3) realizando uma derivada
temporal

p(t,7) =m }Nj 95 (Xn(t) = 7) X (8) = m }Nj {_a (6 (Xa(v) - 7) X3 (t))] .
’ = 0XJ " n orJ " n
(B.4)
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—

Definindo a velocidade Euleriana como v, (t) = X, (t), a equagao (B.4) torna-se

p(t,7) = =V - (Tu(t,7)p(t, 7)), (B.5)

que é a equagao da continuidade. A partir da equagao (B.5), define-se a densidade
de corrente

N .
J(t7) = 5t p(t ) = m > 8 (Ka(t) = 7) X (t). (B.6)

n=1

Para obter a equagao de Euler para a dindmica, realiza-se a derivada temporal da
densidade de corrente e emprega-se a equagao de continuidade (B.5)

o't P)p(t, 7) +0' ()L T) = m Z Xt (X ﬁ)

+ mez a)a(] (Xn(t) = 7) X (1)
(B.7)

Utilizando a equagao da continuidade do lado esquerdo da igualdade, resulta

N
p(t, P)0i(t,7) — mzla‘zj(a()‘(’() F) X9(1) X, mZXz )8 (Xult) = 7)
N oo 3
- mzw[xg()a()(() 7) X7|
n=1
(B.8)
Resultando em
, N . N . o ..
plt, )5 (1,7) = m Y- X3 (0)8 (Xa(t) = 7) —m 3 6 (Xu(t) = 7) X7 (8) 5 5 X (1)
n=1 n=1
(B.9)
(8, 7) + 0 (, 700 (1, 7) = %Fi(F). (B.10)

que é a equagdo de Euler para um fluido ideal submetido a uma forca F(7). E
importante frisar que a equacao (B.10) sé é valida para o ponto onde 7= X.

A passagem do discreto (Lagrange), para o continuo (Euler) é realizada através
da troca do indice discreto n, pela coordenada, "indice"continuo, #. Através dessa
troca, as coordenadas de Lagrange X/ (¢) passam a ser representadas por X/ (¢, Z),

ou seja, n passa a ser representada pela coordenada Z cujo dominio de valores
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assumidos, é continuo. Com isso a equacdo para a dindmica do fluido em coor-
denadas de Lagrange, e para as coordenadas de Euler, os campos p(t,7), U(t,7) e
também j(¢,7) sdo, respectivamente [94] [83],

X g = %F (X(t.2): (B.11)
p(t,7) — po/dxa()?(t,az’)—f); (B.12)
e fda:Xi(t,i:’)é(X(t,:E)—F); 513

J dad (X (t,7) - 7)
FT) = o, Pl ) :po/dxxi(t,f)a()?(t,:z) —7). (B14)

As integrais devem ser tomadas sobre todo o volume, de modo que quando re-
alizada para p(t,7), resulte a massa total. Como para o caso do "fluido"com n
particulas, as equagoes (B.12) e (B.14) obedecem a equacao de continuidade. Elas
também podem ser relacionadas, como anteriormente, para a obtencao da equacao
de Euler.

A Hamiltoniana para o fluido também dependerd da descri¢io utilizada, como
pode ser observado para a Hamiltoniana da MHD obtida no capitulo anterior.
Para o método de Lagrange, essa pode ser escrita na forma usual para a mecénica
cléssica, ja que em esséncia a descricao de Lagrange é a abordagem Newtoniana
de um sistema fisico no qual leva-se en conta a descricdo da dindmica de cada
particula. Logo H; (Hamiltoniana para o fluido de Lagrange) é

Hy = /d:n <271np2 + y()?)) , (B.15)

onde a forga sobre a qual as particulas estao submetidas ¢ proveniente de um po-

tencial, F = —VI/(X )ep = mX. Pode-se notar que os paréntese de Poisson
entre X, p'e a Hamiltoniana (B.15), reproduz a equacao dindmica para X, (B.11),
com o uso dos paréntese fundamentais {X*(Z),p;(7 ")} = 6;-5 (Z—'). J& a Ha-
miltoniana que reproduz a equacao da continuidade (B.5) e a equagao de Euler
(B.10), pode ser obtida realizando a transformagao das coordenadas de Lagrange
em (B.15) resultando em uma Hamiltoniana em coordenadas Eulerianas (Hg). A

Hamiltoniana Hp serd dada por

Hp=H= /dr <;pv2 + V(p)> . (B.16)

Onde multiplica-se a equacao (B.15) pela unidade escrita na forma [ drd ()2 — F’),

—

e o potencial v(X) é reescrito de forma que sua derivada em relacdo a densidade,
se relaciona a pressao P(p), fluido barotrépico, como a seguir

P(p)=pV'(p) +V(p). (B.17)
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a linha refere-se a derivada em ralacdo a p. V'(p) é chamado de entalpia [94].

Um jeito de verificar a validade da Hamiltoniana H, (B.16), é através da reali-
zagao de seu paréntese de Poisson com p(t,7) e ¥(t,7), por meio dos quais deve-se
encontrar a equacao da continuidade e a equacao de Euler. Porém, para tal fim
é necessario conhecer os parénteses entre p e U. Para a obtengdo dos parénteses,
exploramos as relacoes de p(t,7) e #(t,7) (para o tltimo lembramos que j = ¥p)
dadas pelas equagoes

p(t,7) = po/d?’:cé (1,7~ 7)) (B.18)

Jm = w5, f)—po/d3xXt Mo (X8 ~7).  (B.19)

E levando em conta que o tinico paréntese diferente de zero para as coordenadas de
Lagrange é {XZ(:Z"),X] (Z ’)} = p%é”& (& — &), é possivel escrever os parénteses

para os campos, em termos das coordenadas X'(¥) e X*(Z).

{p(7), _"}—{/d?’xpoé (t,Z) -7 /d3ypo(5( (t,y) — T )}:0. (B.20)

(.50} = { [ as (R0 - 7). [ @) - 7))

_ /d3 85( (t,x—r))

ST 5is (X’(t, 7) -7 ’)

= (7)) 50 (F 7). (B.21)

’L

Desse parénteses, (B.21), usando j(7) = #(7)p(F), pode-se expressar o paréntese
entre U(7) e p(7)

{p@,0 W} = o), o7 )} ) + o) {p(), ' (7 )}

ou seja,

{p(),0'(7 ")} = 82/1»5 (F—7"). (B.23)

Para o parenteses entre as densidades de corrente, onde assim como para os campos
anteriores, esse é escrito em termos de um funcional expresso nas coordenadas de
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Lagrange, temos

o't 7)) e T 9T 95t T)

{ji(t’F)’jj(t’F/)} - /dgﬂldxk 6. %) §(po(X)XFk(t,7))  OXF(t,T) d(poX*(t, )

= [l s e
00X ) —7) 5 4,7y — 77

— J 7

IOOX (t,l’) 8Xk( 7 )

G L nOO(F—F L 98(F— )
— 2 / 50

gt T )787"’3' 7 (t,7) Oy
LT D8 —F)
- ]J(t7r) a/]ﬂ/i +] (t7r ) ar/j

Ainda utilizando a expressdo j = ¥p, omitido ¢, pois os parénteses sdo calculados
para o mesmo instante de tempo, escreve-se

{i7@®.70} = {v'@p@), o7 )"}

[ @90} ey = i) P T
@) PEET) iy PTTD)

(B.26)

Levando em conta que, ap6s uma integracio em 7, os inicos termos do lado direito
da eq.(B.26), diferentes de zero sao

=/ (%J(t,F’) =/ 8vi(tafl)
p(t,T' ) 8”' _p( T ) a,,./j ) (B27)

ou para uma uma integracao em 7’

ot 7) 2T <A) ot 7 <4>. (B.28)

Assim, pode-se escrever a eq.(B.26) na seguinte forma

L (P — 7). (B.29)

@it =25

|

(B.24)
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Onde w;;(7) = 0jv; — 0jv;() é chamada de vorticidade [94] [95].

Sumarizando os resultados obtidos para os parénteses entre os campos de Euler,
temos

{p(7),p(7")} = 0, (B.30)

S(F—T1"), (B.31)

O sr—7"), (B.32)

}
)
{i®.7E) = 70
) = e, (B.33)
)

= ﬁwij(f‘)é(f‘—F ). (B.34)

Esses parénteses sdo obtidos através da representacdo dos campos em termos das

coordenadas pontuais X e suas derivadas X. Além disso, pode-se usé-los para a
verificagdo da Lagrangiana H. A saber

p0) = o1y = {0 [ (Go ) + Vi)

= [ar {o@ 50 P+ [ o). Vo)
= [ o e ) {pl 0 ) | = [l ()8 )

- _% (v'(Mp(7) - (B.35)

Ou seja, a equacgao da continuidade,

o1

pt,7) = =V - (t(t, M)p(t, 7)) - (B.36)
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Para a equacao de Euler, escreve-se

i@ = {vi( { F)/d ( N+ V(o >}
- /dr GV /dr 7, 0(7)
- /d 5/d 7,0 )vk(F’)}

+ [ ar {o' @07V }

= z/d*'[— 7 *'))} +/dF’p(F’)vk(F’) {v'(7), 047 ")}
+ /dr W), p(7 }
= ()t m/d )55 (0 = 50’ ®) | =)

+ /dF’V’ Vi (7), p(i }

= O )+ [ V) [ 9 s )]
= M) () — V(). (B.37)
ou seja,
¥ () = o (7)o () — 2V (o7, (B.38)

Que nada mais é que a equagao para a dindmica (lei da for¢a) nas coordenadas de
Euler.



Apéndice C
Termo de Pressao Magnética

Consideremos a seguinte analise da equacao
1 1 1 I —, ~
[2V (B-B)-B- VB} . (C)

—E_'XB):£<B’XVXB’)

m m

4T pe B m

Esse termo, (C.1), é devido a for¢a de Lorentz presente na equacdao de Navier-
Stokes escrita na aproximacao para a MHD de um fluido condutor ideal.

Consideremos que o campo magnético possa ser escrito em uma dire¢ao qual-
quer, cujo vetor unitario seja é,4(t, Z), ou seja,

B = Béy. (C.2)

€¢ € o vetor unitario de um sistema de coordenadas cilindricas cuja base é

ér = (cosg,sing,0), (C.3)
€y = (—sing,cose,0) (C.4)
é. = (0,0,1), 0<r<oo, 0<¢p<2m, 0<z<o0. (C.5)

Utilizando o gradiente em coordenadas cilindricas V = é,.0, + é¢%8¢ + é,0,, rees-
crevemos a equacao (C.1) do seguinte modo

%ﬁx B = —Ewlpv(é.é) +471Tp (B-v)B= —871TPVB2+871Tpé¢(é¢-VB2)
- MlpBQ (66 V) éy
_ _87T1p (yaT + é¢%8¢ 4 ézaz) B? 4 ghlpié(ﬁad,B? + 4;{)327{ (—,)
_ —871Tp (6,0, + 6.0.) B + 4;/)62 (—e,). (C.6)

Assim, o primeiro termo do lado direito de (C.6) age em uma diregdo que é sem-
pre perpendicular ao campo magnético e pode ser entendia como uma "pressao
magnética’. Ja o segundo termo do lado direito de (C.6) atua no sentido de "di-
minuir'a curvatura do campo magnético, pois estd na direcao (E sentido oposto)
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do raio do sistema de coordenadas cilindricas, e coincide com o raio de curvatura
das linhas de campo magnético em cada ponto do espaco. A esse dltimo termo
também pode ser visto como a tensao resultante das tensbes exercidas ao longo
da linha de campo magnético [58], [57]. A este ultimo estdo associadas as onda
de Alfvén, muito importantes no estudo da MHD. Apds essa andlise, é possivel
associar ao terceiro termo do lado direito de eq.(2.80) o carater de um termo de
pressao devido ao Campo magnético [6, 58].
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