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RESUMO

Este trabalho é fruto, principalmente, da dedicacao a duas linhas de pesquisa existentes
nos dias atuais: o entendimento do fenémeno espago-temporal, descrito pela relativi-
dade geral, como um fendémeno termodinamico conhecido como gravitag¢io entropica e
a nao-comutatividade do espago-tempo nas coordenadas espaciais. Dessa forma, foram
exploradas as consequéncias fisicas, via método de Faddeev-Jackiw, de teorias eletromag-
néticas imersas em um espago-tempo nao-comutativo [1]. Além disso, novas propostas
termodinamicas através das generalizagoes de entropia de Tsallis e Kaniadakis foram
aplicadas em cosmologia e teoria newtoniana modificada (MOND) [2, 3], onde novos
resultados foram obtidos. A estatistica de Kaniadakis também foi aplicada em [4] para
se obter uma nova corre¢ao do parametro de Immirzi em Loop Quantum Gravity (LQG).
Todos estes trabalhos sao apresentados nesta tese, além das bases tedricas nas quais estas
pesquisas tedricas se fundamentaram. No capitulo 5 também é apresentado um trabalho

desenvolvido durante o doutoramento ainda nao publicado.

Palavras-chave: Tsallis. Kaniadakis. Principio Holografico. Nao-Comutatividade.



ABSTRACT

This work is mainly the result of dedication to two lines of research existing today: the
understanding of the spatio-temporal phenomenon, described by general relativity, as a
thermodynamic phenomenon known as entropic gravitation and the noncommutativity
of space-time in the spatial ccordinates. In this way, the physical consequences of elec-
tromagnetic theories immersed in a non-commutative space-time were explored via the
Faddeev-Jackiw method [1]. In addition, new thermodynamic proposals via Tsallis and
Kaniadakis statistics were applied in cosmology and modified Newtonian theory (MOND)
2, 3], where new results were obtained. Kaniadakis statistics was also applied in [4] to
obtain a new correction of the Immirzi parameter in Loop Quantum Gravity (LQG). All
of these works are presented in this thesis, in addition to the theoretical bases on which
these theoretical researches were based. Chapter 5 also presents a work developed during
the PhD that has not yet been published.

Key-words: Tsallis. Kaniadakis. Holographic principle. Noncommutativity.
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1 Introducao

O grande desafio tedrico da fisica é o da unificacao de duas teorias que sao os pilares
da fisica moderna: a relatividade geral (RG) e a mecénica quantica (MQ). Gravidade ¢é a
forca que domina em grandes distdncias, mas, ao mesmo tempo, é extremamente fraca em
pequenas escalas. Ja a mecanica quantica ¢ a teoria que descreve o universo dos atomos.
As tentativas tedricas que envolvem a unificagdo da gravidade com as outras forcas da
natureza em escala microscopica tém-se mostrado problematicas, ja que acabam por levar

a muitos problemas, paradoxos e resultados sem sentido [5].

De todas as forgas da natureza, gravidade é, sem duvida, a mais universal. Gra-
vidade influencia e é influenciada por qualquer ente fisico que possua energia, momento
linear ou tensao e pode estar intimamente conectada a sua estrutura espago-temporal.
Além disso, a natureza universal da gravitacao também se evidencia por conta da extrema
semelhanca de derivagoes e resultados obtidos com as leis da termodinamica e da hidrodi-
namica [6, 7, 8, 9]. Mas, até o momento, ndo existe uma explicagao clara do motivo desta

similaridade.

A unificacdo da RG com as outras forcas da natureza, em escala microscopica,
parece nao ser a abordagem correta para a solucao deste problema. Por conta disso,
muitos fisicos tém procurado outros caminhos. Entre as abordagens encontradas na
literatura estd a que procura entender a gravitacgado como um fenémeno com um forte
cardter termodinamico [6], mostrando que as semelhangas entre a relatividade geral e a
termodinamica sao muito mais profundas e significativas e que talvez este possa ser o

caminho para uma conciliagdo entre RG e MQ.

Uma série de trabalhos pioneiros de Bekenstein [10] ¢ Hawking [11] mostraram
que quantidades como area e massa de um buraco negro estao intimamente associadas
a entropia e temperatura, respectivamente. Seguindo esta linha de raciocinio, Jacobson
[6] interpretou as equagoes de campo de Einstein como identidades termodindmicas,

mostrando que estas equagoes podem ser entendidas como uma equagao de estado.

Em um trabalho mais recente, Verlinde [5] nos traz uma derivagao heuristica da
gravitacao, tanto Newtoniana quanto relativistica, para um espaco-tempo estatico. O
resultado obtido por Verlinde é de que as leis de Newton podem ser entendidas pelo
ponto de vista do conceito de for¢a entrépica, originada por pertubagoes na informacao
(armazenada em superficies holograficas) causadas pelo movimento de corpos massivos
quando estes se afastam destas superficies. Verlinde se utilizou desta ideia em conjunto
com o resultado de Unruh e assim obteve a segunda lei de Newton. Na sequéncia de
seu trabalho, Verlinde também deriva a lei de Newton para gravitagao utilizando-se do
conceito de forca entropica somado ao principio holografico e a lei de equiparticao de

energia. Ao se derivar a relatividade geral a partir das leis termodinamicas fica claro que
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uma revisao do conceito de espaco-tempo em escalas microscopicas se faz necessaria. O
modelo continuo da teia espaco-temporal nesta escala comeca a parecer uma idealizacao

sem significado fisico.

Apresentamos ainda neste trabalho uma extensao da usual teoria de Boltzmann-
Gibbs conhecida como teoria estatistica de Tsallis [12]: uma formula¢do de uma entropia
nao-extensiva onde sua principal caracteristica é a dependéncia do parametro ¢, que mede
o grau de nao-extensividade. Uma importante propriedade ¢ a de que quando temos ¢ — 1
a teoria de Boltzmann-Gibbs é recuperada. Outra extensdo presente na literatura é a
denominada estatistica de Kaniadakis [13], [14], também chamada de k-estatistica que,
assim como na estatistica de Tsallis, generaliza a usual estatistica de Boltzmann-Gibbs

introduzindo as fungoes k-exponencial e k-logaritmo.

Além disso, uma série de trabalhos tém sido produzidos com o argumento de
que uma estrutura nao-comutativa do espago-tempo no espaco de fase também pode ser
esperada. O papel que esta propriedade pode desempenhar na derivacao da gravitagao
entrépica foi considerado em [15]. Mais ainda, tem-se argumentado em outros trabalhos
que tal propriedade nao-comutativa é crucial na abordagem de problemas em cosmologia
quantica [16, 17], em termodindmica do buraco negro de Schwarzschild [18] e em problemas

de singularidade de buracos negros [19, 20].

Outro ponto importante a se destacar é o fato de que a analise de sistemas
vinculados tem atraido um grande interesse em fisica tedrica desde os trabalhos de Dirac e
Bergmann [21]-[24]. Alguns anos mais tarde, Faddeev e Jackiw [25] obtiveram um método
geral para o estudo de sistemas vinculados sem a necessidade da classificacdo de vinculos
como de primeira ou segunda classe. A técnica de Faddeev e Jackiw, também conhecida
como método simplético, pode ser usada como um caminho geométrico para se obter os
parénteses de Dirac. A vantagem deste método, além da nao necessidade de classificagao

dos vinculos, é a de que algumas ambiguidades podem ser evitadas.

Apés o trabalho de Faddeev e Jackiw, Barcelos-Neto e Wotzasek [26, 27] mostraram
que o método simplético pode ser estendido em um formalismo iterativo de tal forma que
os vinculos possam ser incorporados. O formalismo é computado iterativamente até que se
encontre a matriz simplética. Esta matriz pode ser obtida sem a obrigacao de eliminar os
vinculos ou de encontrar a transformacao de Darboux propria, necessaria no procedimento

original de Faddeev e Jackiw.

Temos ainda uma outra abordagem fisica que tem como principal objetivo a
conciliacao entre RG e MQ, Loop Quantum Gravity (LQG) [28]. Esta contém em sua
teoria operadores quanticos para area e volume que apresentam espectros de valores
discretos. Trata-se de uma teoria baseada na quantizacao canonica do campo classico.
Seu formalismo se utiliza de rede de spins tanto quanto de um espago de Hilbert. Embora

apresente resultados bastante importantes, apresenta dificuldades, tais como a existéncia,
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a principio, de um parametro livre adimensional conhecido como parametro de Immirzi
(7) [29]. De forma resumida, podemos dizer que o pardmetro de Immirzi determina o

tamanho de um quantum de area em unidades de Planck.

O trabalho ¢é organizado da seguinte forma: no capitulo 2 sdo apresentadas as
evidéncias para a formulagao de um espaco-tempo nao-comutativo e a construcao da
algebra que descreve tal formulagdo. Em seguida, no capitulo 3, é apresentado um resumo

do formalismo de Faddeev e Jackiw e seus desdobramentos citados anteriormente.

No capitulo 4 a abordagem de Faddeev e Jackiw é aplicada para um espago-tempo
nao-comutativo nas teorias eletromagnéticas de Maxwell, de Proca e de Podolsky. A
teoria de Podolsky em espago-tempo nao-comutativo é um sistema vinculado que nao
pode ser quantizado diretamente de forma canonica. No capitulo 5, o modelo de Proca é
estendido em uma versdo nao-linear, considerando a acgao efetiva para a eletrodinamica
devido as correcoes quanticas em um loop, também considerada em um espago-tempo
nao-comutativo. No capitulo 6 é aplicada uma técnica conhecida como conversao de

vinculos nos resultados obtidos no capitulo anterior.

No capitulo 7 é apresentado uma revisao do trabalho de Verlinde [5], onde os
principais resultados sao aqui destacados. No capitulo 8 uma revisao do trabalho de Tsallis

também é apresentada.

Prosseguindo com a tese, no capitulo 9 é mostrado que a conexao entre o nimero
de bits e a area da superficie hologréafica, estabelecida no trabalho de Verlinde sobre
gravitagao entrépica, pode depender da teoria termo-estatistica escolhida previamente.
Utilizando o conceito de Tsallis para a entropia generalizada em conjunto com o formalismo
de gravitacao entrépica, é derivada uma nova relagao entre o nimero de bits e a area da
superficie holografica. Com este resultado, sdo entao derivadas trés tipos de acelerac¢oes
Newtonianas no contexto da teoria estatistica de Tsallis: uma teoria MOND (Modified
Newtonian Dynamics) e uma equagdo de Friedmann modificadas de uma nova versao

nao-extensiva da relagao de Tully-Fisher.

No capitulo 10 é realizado um trabalho semelhante ao apresentado no capitulo 9.
Desta vez a estatistica escolhida previamente se baseia na férmula de entropia microcano-
nica de Kaniadakis. Todos os resultados obtidos em 9 sao reobtidos do ponto de vista
desta estatistica. Ja no capitulo 11, a estatistica de Kaniadakis é aplicada na conexao
entre o parametro de Immirzi em LQG e a area da superficie perfurada. No capitulo 12

sao apresentadas as conclusoes referentes aos trabalhos originais apresentados nesta tese.
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2 Espacos-Tempo Nao-Comutativos

2.1 Introducao

Nao-comutatividade é uma propriedade presente em muitas estruturas teodricas da
fisica e da matemaéatica. Expressa, por exemplo, o principio da incerteza de Heisenberg
na Mecanica Quantica que se aplica a qualquer par de varidveis conjugadas. Podemos
citar ainda a evidente nao-comutatividade das rotagoes espaciais em trés e mais dimensoes.
Mesmo variaveis comutativas, como as componentes do vetor momento de uma particula,

podem se tornar nao-comutativas na presenca de um campo magnético.

Podemos entao imaginar as medigoes de posicao como sendo nao comutativas. A
nao-comutatividade mais simples que se pode postular é a seguinte relacao de comutacao

entre as coordenadas espaciais [30]

(2", 27] = 6", (2.1)

com o parametro 0% definindo a componente de um tensor antissimétrico, de valores

constantes, de dimensao (comprimento)?.

Como os campos em teorias lagrangianas convencionais dependem das coordenadas,
postula-se que estas coordenadas apresentam a propriedade descrita pela equacao (2.1).
Isto nos possibilita seguir o desenvolvimento usual da teoria de campo quantico perturbativo
com poucas alteracoes, definindo-se assim uma grande classe de teorias de campo em
espacos nao-comutativos. A questao que surge é a de que, postular uma relacao de
incerteza entre as medigoes de posicao, levara, a priori, a uma teoria nao-local, com todas

as dificuldades inerentes.

Outra questao que surge é a quebra inevitavel da invariancia de Lorentz, evidenciada
pela propria equagao (2.1). Embora seja plausivel que uma teoria definida com base em
tais coordenadas nao-comutativas possa ser efetivamente local em escalas de comprimento
maiores que a de 6, é razoavel esperar que a quebra da invaridncia de Lorentz seja observada

em escalas inferiores.

Nas teorias quanticas, incluindo a gravidade, o espaco-tempo, em distancias com-
paraveis a escala de Planck, pode apresentar propriedades diferentes das observadas em
escalas maiores. Podemos citar como exemplo a gravitacao quantica e o principio de
incerteza, que impede a medicao de posi¢oes com precisao inferior ao comprimento de
Planck: o momento e a energia necessarios para fazer tal medicao modificariam a geometria
do préprio espago-tempo nessas escalas [31]. Motivados por esta propriedade, podemos

entdo postular o principio de nao-comutatividade expressa pela equagao (2.1).

Existem razoes para crer que qualquer teoria de gravitacao quantica nao serd local,
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no sentido convencional. A nao-localidade traz consigo profundas questoes conceituais e
praticas que nao foram bem compreendidas. Pode-se entao querer entendé-las, em um
primeiro momento, nos exemplos mais simples antes de prosseguir para uma teoria mais

realista da gravitacao quantica.

Outros motivos justificam o postulado da nao-comutatividade. Podemos aprimorar
as propriedades de renormalizagdao de uma teoria a curtas distancias, ou mesmo torna-la
finita. Isto, obviamente, nao é claro a priori, e uma teoria nao-comutativa pode ter o
mesmo ou pior comportamento em curtas distancias quando comparada a uma teoria

convencional.

2.2 Evidéncias Para um Espago-Tempo Nao-Comutativo

Nos pioneiros dias da teoria quantica de campos, foi proposto por H.S. Snyder [32],
em um artigo publicado em 1947, que a estrutura do espago-tempo, em pequenas escalas,
poderia apresentar propriedades nao-comutativas para as coordenadas espaciais e temporal.
Esta propriedade poderia induzir um corte no regime ultravioleta. Tal conjectura foi
motivada pela necessidade de se controlar divergéncias indesejaveis que surgiam em teorias
como a eletrodinamica quantica antes das teorias de renormalizacao. Entretanto, devido
ao sucesso do programa de renormalizacao em teoria quantica de campos, com as previsoes
da eletrodinamica quantica em grande concordancia com a experiéncia, a proposta de um

espago-tempo nao-comutativo em pequenas escalas foi ignorada.

A ideia por tras do espago-tempo nao-comutativo é inspirada pela mecanica quantica.
Um espago de fase quantico é definido pela substitui¢ao das varidveis a* e p; por operadores
hermitianos Z* e p;, com a seguinte relagao de comutagao, utilizando-se o sistema natural
de unidades (c=1e h=1):

&, py] = 0. (2.2)

A nocao de ponto é entao substituida pela nogao de célula de Planck no espaco de

fase quantico, como veremos adiante.

Quem primeiramente procurou descrever com rigor tal espago quantico foi o ma-
tematico alemao von Neumann. Ele chamou este estudo de “geometria sem ponto”,
referindo-se ao fato de que, em mecanica quantica, a nocao de ponto nao tem qualquer
sentido, devido ao principio da incerteza de Heisenberg. Tal raciocinio levou ao desen-
volvimento das teorias de algebras de von Neumann. Deu-se inicio entao ao estudo da
“geometria nao-comutativa”, que se refere ao estudo de espacos topoldgicos nos quais
as C*-dlgebras comutativas de fungoes sao substituidas por algebras nao-comutativas.
Consequentemente, o estudo das propriedades deste espaco é feito de modo puramente

algébrico, abandonando-se assim a nog¢ao de ponto.
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Da mesma forma que na quantizagao de um espaco de fase classico, um espago-
tempo nao-comutativo é definido pela substituicao das coordenadas z' por operadores
hermitianos Z° de uma C*-algebra nao-comutativa de “funcdes sobre o espaco-tempo, as
quais obedecem a relagao de comutagao (2.1)”. Devido a relagao de incerteza induzida no
espago-tempo
6Y

Ax'Az? > 5 , (2.3)

um ponto no espago-tempo é substituido por uma célula de Planck, de dimensao dada

pela drea de Planck (lpz), pois 0% tem dimensdo ébvia de L2

Relagoes de incerteza no espago-tempo tém sido postuladas na seguinte forma
(33, 34]:

Az'Ax? =17, (2.4)

onde [, ¢ o comprimento de Planck do espago-tempo. No limite de baixas energias, quando
l, — 0, reobtemos o espaco-tempo classico, onde, em grandes distacias, as coordenadas

sao comutantes.

2.3 Produto Moyal

Consideremos uma &algebra comutativa de fungoes, com a possibilidade de valores

complexos em R, com o produto usual

(f - 9)(z) = f(z)g(x), (2.5)
e vamos supor que todos os campos definidos em R” sejam funcoes de decrescimento

rapido no infinito, ou seja, que satisfazem a condicao de Schwartz

2T g o ()2 < o, (2.6)

SUP, (1 + |z

para qualquer k e n; pertencente ao conjunto dos niimeros inteiros positivos (9; = 9/9z").
Toda essa construcao implica que toda fungao ¢(x) que satisfaga a condigao de Schwartz

pode ser descrita pela sua transformada de Fourier

Ok) = [ aP e (), (2.7)
com ¢(—k) = % sempre que ¢(x) for real.

Como mencionado anteriormente, o espago-tempo nao-comutativo ¢ definido pela

substituicao das coordenadas comutantes locais 2* € R pelos operadores hermitianos 7,
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que obedecem as relagoes de comutacao estabelecidas em (2.1). Dessa forma, é gerada

uma algebra nao-comutativa de operadores.

A quantizacao de Weyl fornece uma correspondéncia um-para-um entre a algebra de
campos em R” e esta algebra de operadores. Dada uma fungdo ¢(x) e seus correspondentes

coeficientes de Fourier (2.7), o simbolo de Weyl é entao definido da seguinte forma

W :—/de: k) e 2.8
0] = 5 [ d°k oK) 28)
em que foi escolhida a prescricaio de Weyl de ordenamento simétrico de operadores.
Por exemplo, W [eikizi} = ¢ Note que os kis sao c-nimeros (nao sao parametros

grassmannianos). O operador de Weyl W [¢] é hermitiano se ¢(x) é real. Reescrevendo

(2.8) em termos do operador

T(k) = e*', (2.9)

teremos

o~ 1 ~ ~
W :—/deTk: k), 2.10
¢l = 5 (k) (k) (2.10)
e como o0s Z%'s sdo hermitianos, teremos que
T*(k) = T(—Fk). (2.11)
Além disso temos a seguinte relacdo de comutagao

@, [z, 3] =0, (2.12)

e utilizando-se da féormula de Baker-Campbell-Hausdorf

el B = eAtB e%[A’B], (2.13)

em que [A, B] é um c-ntimero, teremos que

N (2.14)
= T(k+k)e 2hH0

e podemos também escrever

T (k) = / dPr < 7,|T(k)|z; > (2.15)
- (2W)D5D(ki)7
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e assim, de acordo com as equagoes (2.11), (2.14) e (2.15), obtemos a expressao

tr{oT"(k)} = {
= (zw) o(k),

e esta equagao servird de motivac¢ao para o produto Moyal. Se substituirmos em (2.16) o

BT )T( k)} 7 (2.16)

operador gg por quﬁlngSQ, sendo ngﬁl e quSg definidos de acordo com a equagao (2.8), o campo &

estara relacionado a ggl e ggg através de um produto diferente do usual

(615 6)(k) = (2m)Ptr {6162 T ()} (2.17)
- /delqgl(k,) ng(k— Ve~ LRk o

—_—

e é importante notar que (¢ * ¢) indica a transformada de Fourier de ¢ * .

O produto na equagao (2.17) pode ser escrito de uma outra forma. Sabendo-se que

kilk) = kilk), (2.18)

Tilr) = x|z, (2.19)

(klo) = o(k), (2.20)

@) = ola). (2.21)
e—ik’ixl

(klz) = R (2.22)

e utilizando-se das relagoes (2.18) e a nogao de produto tensorial ®, temos que

(i om)(k) = [ dP0) (=K@ () (o) @ [6) e #5577, (2.23)

onde, ao reorganizarmos os termos, teremos

(¢1 P2)(k) = dPz dPy g ih—k i’ —iky? 67%9”(%8?)(48;%1($)¢2(y)- (2.24)

Temos ainda que

(1 % d2) ( / APk e Gy % o) (k) (2.25)

e substituindo a expressao (2.24) em (2.25), e desenvolvendo-se as contas, obtemos

(61 % ¢a) () = [2”7%% 1 (2)paly)| _ (2.26)

y
e a equacao (2.26) é vista como a defini¢ao do produto Moyal.
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2.3.1 Propriedades do Produto Moyal

A seguir sao mostradas algumas propriedades matematicas do produto Moyal.

Notemos que (2.26) pode ser colocada na forma

(61%62)() = Gi(2) % () (2.27)
= ) (Zaief) 62(a)

| —

— ¢1(x)¢2(x)+z<;) (04,0113 ---0, 0()] GF11 01272 G
n=1

X [0y, Ouy...0,, P2(2)]

!

S

que exibe explicitamente a nao-localidade do produto Moyal, devido ao niimero infinito de

derivadas. Da expressao (2.27) é possivel mostrar que

Ou(P1 * G2) = 0y * P2 + d1 * 0o, (2.28)

mas esta nao-localidade desaparece nos termos quadréaticos da agao, ja que

/dD:U O1(x) * pox) = /de o1(x)pa(x) (2.29)
- / AP Go(2)én ()
= [@Paoua) <1 (),

e além disso, temos que

/ P 9,1 (x) * o (w) = / P 8,01 (2)0" o (), (2.30)

onde é admitido o decrescimento rapido dos campos no infinito. Logo, os termos de
superficie sdo nulos. Assim, a influéncia da nao-comutatividade em teorias de campo

aparece nos termos de interacdo. E possivel mostrar que

(D1 % P2) x5 = @1 % (¢ % @3) (2.31)
= ¢1* o * O3,

e ainda

JdPaorionsos= [dPwgsrornon= [dPwgnrognor (232
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O produto Moyal também pode ser expresso em termos do espaco dos momenta.

A forma final é

n

/f%m*@*m%=/fif&@ﬂ%<2&>ﬁ@@m”3«“% (2.33)
=1 1 =1

1=
onde introduzimos a notagao a A f = %9’“’04#5,,.

Outra propriedade interessante envolve a funcao delta. Pode ser ttil sabermos que

F(z)*d(x —y) =d(x —y) * F(y). (2.34)

Utilizando-se da definicdo de comutador Moyal

[A,B], = A* B — B * A, (2.35)
teremos que
[ dPw 15 (62, 65]. = [ dP (61, 6. % 65, (236)
61 [62: 0aL.], + [62, [0, 1)), + [0, 61, 6uL.], = 0. (2:87)
[61(2).02(2). 5(x — w)].L, = [62(0). [61(v).5(x ~ y)LL (2:38)

Existem ainda duas propriedades interessantes que envolvem a derivada covariante

D, =0, —ieA,. A primeira nos diz que

D, * (¢1 % ¢2) = (Dy x ¢1) * dg + ¢1 % (D) x ), (2.39)

e a segunda mostra que

Di*0(x —y) = =D * 0(x — y). (2.40)

Estas propriedades sao extremamente uteis, ja que uma série de termos de correcao

surgem em operacoes onde a nao-comutatividade do espago é considerada.

2.4 Mapeamento Seiberg-Witten

Uma teoria ndo-comutativa de calibre pode surgir naturalmente da teoria de cordas

abertas [35]. Ao mesmo tempo, certos argumentos implicam que esta mesma teoria se
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enquadra dentro de uma teoria de calibre convencional, ou seja, esta teoria é capaz de se
enquadrar dentro de um espaco-tempo comutativo. Surge entdo a seguinte questao: existe

alguma contradi¢ao nestas duas afirmacoes?

Seiberg and Witten [36] em 1999 propuseram que nao somente nao ha nenhuma
contradi¢do como deveriamos ser capazes de escrever um mapeamento explicito de um
potencial vetor nao-comutativo para um potencial vetor da teoria convencional de Yang-

Mills, exibindo assim a equivaléncia entre as duas classes de teorias.

Pode-se argumentar que grupos de calibre em teorias nao-comutativas sao diferentes
das teorias convencionais de calibre, como fica claro em casos de campos com ordem igual
a 1. Entretanto, tal afirmagdo nao se torna um obstaculo para a proposta de mapeamento,
ja que somente o espaco de configuragoes fisico - a saber, o conjunto de orbitas referentes
a transformacoes de calibre - tem que ser equivalente. Isto implica que o mapa entre as
duas leis de transformacao de calibre depende nao s6 do parametro de nao-comutatividade

¢, mas também do potencial vetor A,,.

A proposta entdo ¢ a de que existe uma relacao entre o potencial vetor A, com

sua lei de transformacao de calibre convencional com o parametro y dada por

0A, = dx +i[A, X, (2.41)

e o potencial vetor nao comutativo ﬁu(Au), com um parametro de transformagao de calibre
X(A, x), com uma invariancia de calibre nao-comutativa dada por S/Alu = 0,X + iﬁu * X —

X * Am tal que

o~

A(A) + 6:A(A) = A(A + 6, A). (2.42)

Esta equacao pode ser resolvida em primeira ordem em 6 sem muita dificuldade. A

solugao encontrada ¢é

. 1
A (A)— A, = —Zeaﬁ {Aa,05Au + Fpu} + 0(6%), (2.43)

com a seguinte relagdo para x

. 1.
XA X) = x = 76{0ax, As}, + O(6?), (2.44)

onde {A, B}, = AB + BA. A relagao correspondente em primeira ordem para o tensor

F,,, serd

~ 1 o
Fou = Fu+ 76 (2{Fuar Fos}, = {Aa, DsFu + 05F 0}, ) - (2.45)
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Este resultado admite uma reinterpretacao que define o mapeamento para todas
ordens finitas em . Considere o problema de se mapear um campo de calibre nao-
comutativo A(e)’ definido com respeito ao produto Moyal para ¢, para um campo de calibre
nao-comutativo A% definido para uma vizinhanca de 6. Para primeira ordem em 6,
temos que as solugoes para a equacao (2.42) sdo novamente as equagoes (2.43) e (2.44),
com o lado direito incluindo o produto Moyal para 6. Dessa forma, estas equagoes podem
ser interpretadas como equacgoes diferenciais que determinam o mapeamento para todas as

ordens em 6.

A equagao (2.43) pode ser resolvida explicitamente para o caso de campo de calibre

de grau 1 com constante F'. Neste caso, a equacao se reduz a

0F = —FO0F, (2.46)

onde os indices de Lorentz sao contraidos como em multiplicagdo de matrizes. Esta equacao

tem como solugao (com a condigdo de contorno F' em 6 = 0)

F=(1+F0)'F (2.47)

Este resultado pode ser utilizado para relacionar as agoes nas teorias de calibre

convencional e nao-comutativa, em ordem principal em uma expansao com derivadas.

Com estas argumentagoes e propostas, poderia-se sugerir que toda esta abordagem
nao-comutativa nada mais é do que uma formulagao mais simples de descrever teorias que
poderiam ser formuladas como teorias convencionais de calibre, simplesmente aplicando-se a
transformacao F — Fna acao. Entretanto, tal afirmacao acaba por ignorar a possibilidade
de que o mapeamento pode levar configuragoes de campo, nao-singulares em uma descricao,
para configuragoes de campo singulares em outra. De fato, a propria equacao (2.47) nos
d4 um exemplo. Quando F' = —0~!, a descricio nao-comutativa aparenta falhar, ja que F

apresenta um poélo. De modo inverso, F' ¢ singular quando F=6"

Além deste, existem outros exemplos nos quais teorias de calibre nao-comutativas
apresentam diferentes solugoes singulares e propriedades fisicas em curtas distancias,
comparadas a teoria convencional de calibre e, apesar da relacao formal entre as duas

teorias, fica claro que a fisica em geral apresenta diferencas.
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3 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Neste capitulo apresentaremos o formalismo de Faddeev-Jackiw, construido a partir
de uma estrutura simplética para a formulagdo hamiltoniana de sistemas vinculados.
Trata-se de uma abordagem alternativa ao método de Dirac, favorecendo uma abordagem
lagrangiana. O espaco de fase de um sistema mecanico exibe uma estrutura simplética

natural.

Faddeev e Jackiw demonstraram que a descricao de sistemas vinculados por sua
forma canonica, em primeira ordem, pode melhorar consideravelmente a abordagem de
Dirac-Bergmann para esta area de pesquisa. Considerando-se variedades simpléticas, a
estrutura geométrica, identificada nos parénteses de Dirac, pode ser obtida diretamente
da matriz inversa simplética nao-singular. Para variedades nao-simpléticas, esta 2-forma
(matriz) é degenerada e tanto sua inversa quanto os parénteses de Dirac nao podem ser
obtidos. Esta propriedade singular da matriz simplética caracteriza a existéncia de vinculos
que devem ser considerados com cuidado para que se obenha resultados consistentes. Nesta
secao aplicaremos o formalismo simplético para encontrar os parénteses de Dirac para a

teoria de Podolsky nao-comutativa.

A seguir mostraremos resumidamente os principais conceitos que fundamentam
uma estrutura simplética sobre uma variedade. A principal referéncia deste capitulo
estd no trabalho de revisao sobre formalismo simplético em [37], além de algumas partes
retiradas de [38].

3.1 Formalismo Simplético

Nesta secao ¢ apresentado o formalismo simplético de Faddeev-Jackiw para sistemas
hamiltonianos vinculados [25, 39]. Esta formulagao, alternativa ao método de Dirac,
dispensa a categorizagdo de vinculos, bem como a construgdo de estruturas algébricas
especiais como o parénteses de Dirac. Em seguida é apresentado o algoritmo proposto por

Barcelos-Neto e Wotzaseck [26, 27, 40] como uma sistematiza¢ao do método simplético.

3.1.1 Formalismo de Faddeev-Jackiw

Considere a 1-forma lagrangiana, escrita nas coordenadas generalizadas do espago
de fase £

Ldt = a,d§* =V (§)dt, a=1,...M (3.1)

A 1-forma lagrangiana pode ser escrita como
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Lt = 36" fapd€” — V(€)dt, (3.2)

onde f,3 ¢ a matriz simplética. A 1-forma simplética a é

€ fapde?, (3.3)

DN | —

a =

e a 2-forma simplética f é

f=da= ; Fapde® A dEP. (3.4)

e de forma geral, f nao é constante. As equagoes de movimento sdo dadas pelas equagoes

de Euler-Lagrange

: ov
& fop = Dea (3.5)
com
_Oag _ Da
fozﬁ—aé_a 85'8 (36)

e quando a 2-forma f é nao-singular, podemos inverter a matriz simplética e obtemos as

equagoes de movimento

WV
o7

onde f*¥ = (f.5)"*. Caso a matriz simplética f* seja singular, de forma que nio seja

&= (3.7)

possivel obter a matriz invertida (f,5)~!, se torna invidvel a determinagao das equagoes de
movimento. Neste caso, denominamos a matriz f,g de matriz pré-simplética. Faz-se entao
necessario realizar uma transformacao de coordenadas. Faddeev e Jackiw argumentam
que, baseados no Teorema de Darboux, para qualquer 1-forma a = a,£% a =1,..., N

sempre € possivel fazer uma mudanga de variaveis

&= (gt 2, jk=1,..,M, 1=1,...N —2M, (3.8)

de modo que a toma a forma padrao a = p,dq®, fora termos de derivada total. Com esta
transformacao de coordenadas eliminamos N —2M graus de liberdade no termo “potencial”

da lagrangiana.

Ldt = padq™ — ®(p, q, 2)dt, (3.9)

e resolvendo as equacoes
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0P
5 = 0, (3.10)

eliminamos os vinculos e obtemos, em geral, expressoes lineares nas variaveis tipo z.
Ao reescrevermos a lagrangiana, substituindo as variaveis tipo z em multiplicadores de

Lagrange A, teremos que

L =pag™ — H(p.q) — Md'(p, q). (3.11)

Temos entao que os vinculos resultantes do método simplético sao

¢' =0, (3.12)

e ao resolvermos a equacao (3.12), reduzimos a lagrangiana ao seu formato original

Ldt = b, (n)dn® — W (n)dt. (3.13)

Porém, a equagao (3.13) apresenta um nimero reduzido de varidveis. Se a nova
matriz pré-simplética for inversivel, obtemos as equagdes de movimento através de (3.7).
Caso contrario, repete-se o procedimento um nimero finito de vezes. O problema deste
método é que nem sempre é simples encontrar uma transformacao de coordenadas que ira

reduzir o espaco de fase.

3.2 Algoritmo de Barcelos-Neto e Wotzasek

O algoritmo consiste em encontrar, a partir de uma lagrangiana dita de ordem
zero, uma lagrangiana de ordem n (apds n interagoes), na qual seja seja possivel derivar-se

a matriz simplética que governa o sistema dinamico.

Primeiramente, consideramos a lagrangiana (3.1) como uma lagrangiana de ordem

zero (L) e a escrevemos na seguinte forma

LO) = g0¢@a _ /0 (3.14)

onde as grandezas sao definidas na forma matricial como
(€9 = (€. €M), (3.15)
(@ = (ay ... ay). (3.16)

Em seguida, as quantidades de (3.15) sdo utilizadas nas equagoes (3.6) e encontramos

. . ;o " 0
assim a matriz pré-simplética de ordem zero féﬁ) .
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Seja agora P < N o posto de uma matriz pré-simplética fc(y%) Existem entao N — P

vetores nao-nulos e linearmente independentes chamados modos-zero que satisfazem

U fap =0, (3.17)

onde m = 1,..., N — P. Logo, de acordo com (3.5) temos

V20,V =0, (3.18)

que equivale & condi¢ao de consisténcia no formalismo simplético. Caso (3.18) nao seja
satisfeita, a relagao deve ser imposta. O termo €, = 20,V , que nao é identicamente
nulo, é um vinculo que fixa rela¢bes entre as variaveis da teoria. O caso em que a
relagdo (3.18) ¢ identicamente nula leva a uma transformagao de calibre e serd tratado
posteriormente. Procedemos agora considerando que a igualdade em (3.18) nao é uma

identidade. Consideramos

0=1020,VO =0 (3.19)

de modo que os ®,, representem as equacoes de vinculo do sistema. Impomos agora os
vinculos na lagrangiana através da técnica dos multiplicadores de Lagrange. Entretanto,
estes multiplicadores sao inseridos como derivadas temporais de uma funcao arbitraria. O

objetivo é encontrar a lagrangiana de ordem um (L™), equivalente & (3.11) e definida por

LW = [0 _ ymOgO) (3.20)

e com este resultado, repetimos o procedimento apresentado onde agora

g0 xm), (3.21)

e substituindo estas varidveis em (3.6), obtemos a matriz pré-simplética da primeira
iteragao
0
a I ég) 0o @Y
faﬁ - (0) ) (322)
—0, P}, 0

e repetimos entao o algoritmo, em um ntimero finito de iteragoes, até que se obtenha a
matriz simplética (inversivel). Em seguida, calculamos os parénteses generalizados entre

as coordenadas do espaco de fase definido por
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OA 508
{ABY' =32 ﬂ@fﬁ, (3.23)

para quaisquer fungdes A(€) e B(€) definidas no espaco de fase.
3.2.1 Caso Continuo

O formalismo simplético se estende naturalmente para aplicacdo em teorias de

campo. Para o caso continuo fazemos as seguintes redefini¢oes, sem alteragao do algoritmo.

A equagao (3.17), que define o modo-zero, fica

| Eyva@)fuste,y) =0, (3.24)

e a condi¢ao de consisténcia (3.18) se torna

3 Viy) _
/d Vi 55@ =0, (3.25)

com a lagrangiana sendo descrita em termos da densidade de lagrangiana e a matriz

pré-simplética (3.6) fica definida por

Fonle0) = 5203 — S (3.26)

e, finalmente, os parénteses generalizados ficam

. _ JA@) 5B(y)
A BY = By, 3.27
3.2.2 Simetrias de Calibre
Considere a variacao infinitesimal de coordenadas
£ = €%+ 0.7, (3.28)
e a variacao infinitesimal da agao S, S{{'} — S{¢}
’ )
£” 3.29
I [aga@ §a" + S (6.) 5] (3.29)

onde L denota a densidade de lagrangiana. Fixando-se a condi¢ao de contorno d.(t;) =
de(t2) = 0, temos

d oL .
5.5 = / [aga i o Pra(S 5)1 5.£%dt. (3.30)
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Tome agora a lagrangiana L definida por (3.9). Aqui também consideramos que
a matriz Hessiana associada a L é singular. Se impusermos 6. = 0, o que significa que

(3.28) define uma transformagao de calibre, obtemos que

dag 5 OV dag . - X
(35“5 oce dt )565 = (fas€” — 0aV)ocL" (3.31)

Relagao que é satisfeita caso (i) os dois termos entre parénteses do lado direito

sejam iguais, ou se (1)

LoV
3" e =0 (3.32)
(S
08" s’ =0, (3.33)

simultaneamente. O primeiro caso (i) leva as equagoes de Euler-Lagrange, aqui descartadas
por considerarmos f,s singular. Comparando (3.32) e (3.33) com (3.17) e (3.18), temos

que

0.£Y = 1%, (3.34)

onde € = €(t) fornece as transformagoes de coordenadas que deixam a agdo invariante. Por
essa razao, dizemos que os modos-zero sao os geradores de simetrias de calibre do método

simplético.

No caso continuo €(t) — €(x,t) e

5% (x /d3y (1) ()8 (@ — y). (3.35)

3.2.3 Contagem dos Graus de Liberdade

Em uma teoria que os vinculos sao apenas equagoes que relacionam as variaveis
canoOnicas originais, ndo ha a presenca de fungoes arbitrarias. Apos a fixacao de calibre,
mesmo os vinculos que geram transformagoes de calibre sao reduzidos a relagoes numeéricas
entre as variaveis canonicas originais. Assim, chegamos a seguinte formula para a contagem

de graus de liberdade

2 x (Numero de graus de liberdade) = (Ntmero de varidveis candnicas
independentes) = (Nimero total de varidveis can6nicas) — (Namero de
equagoes de vinculos) —(Nuamero de vinculos que geram transformacgoes de

calibre) — (Ntmero de variaveis de calibre fixadas)
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Como os vinculos sao todos derivados dos modos-zero (e os que levam as transfor-
macoes de calibre devem ser fixados para se obter equagoes que descrevem univocamente

o estado de um sistema fisico), podemos escrever a férmula da contagem dos graus de

liberdade como

2 x (Numero de graus de liberdade) = (Ntmero total de varidveis canénicas)

— (Ntmero de modos-zero) — (Ntamero de vinculos de calibre)
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4 Abordagem via Faddeev-Jackiw da Teoria Eletromagnética em Espaco-

Tempo Nao-Comutativo
4.1 Introdugao

Um dos grandes desafios da fisica teérica, se ndo o maior, é o de unificar, em uma
estrutura tnica e consistente, mecanica quantica e relatividade geral [33], [41]-[45]. A
conciliacao entre relatividade especial e mecanica quantica ja se encontra realizada através
da teoria quantica de campos. A introducao de uma quantidade na escala de Planck
como o parametro de nao-comutatividade 6 no espaco-tempo pode ser uma maneira de se
introduzir uma propriedade quantica ao espago-tempo classico [46], [47]. Entretanto, a

maneira de se conciliar relatividade geral com o formalismo quantico é ainda um mistério.

O propdsito deste capitulo é investigar este problema de modo alternativo, com
a aplicacao do método de Faddeev-Jackiw [25] as teorias eletromagnéticas de Maxwell,

Proca e Podolsky em um espago-tempo nao-comutativo.

A eletrodinamica de Podolsky tem como objetivo eliminar divergéncias que apa-
recem na eletrodindmica de Maxwell em curtas distancias. Consequentemente, na ele-
trodindmica de Podolsky, a energia associada a uma particula puntual é finita [48]. O
tratamento da teoria eletrodinamica de Podolsky em um espago-tempo nao-comutativo foi
desenvolvido em [49] e [50], onde foi analisado a invaridncia de calibre deste modelo. O
produto Moyal aqui é introduzido na lagrangiana de Podolsky como no mapaeamento de
Sieberg-Witten. A versdo nao-comutativa da eletrodindmica de Podolsky é um sistema
vinculado. A analise via Faddeev-Jackiw deste modelo com derivadas superiores foi descrita
em [51]-[55]. Recentemente foi aplicada para a gravitacao de Brans-Dycke [56]. Neste
capitulo analisamos ambos os cenarios. Usamos o método de Faddeev-Jackiw para analisar

uma versao nao-comutativa da eletrodinamica de Podolsky com derivadas superiores.

E bem conhecido que teorias com derivadas de ordem superior tem seu espectro
“infectado” com estados de norma negativa, os chamados “fantasmas” [57]. Uma maneira
de superar tais dificuldades nestas teorias é, por exemplo, fazer com que os fantasmas
sejam nao-dinamicos, que funciona muito bem em muitas abordagens como em analises
cosmologicas. No nosso caso, temos derivadas de ordem superior tanto na formulagao
comutativa e nao-comutativa do modelo de Podolsky. Entretanto, nao é nossa intencao
discutir essa especifica e espinhosa questao. Serda demonstrado que, apesar da possibilidade

do surgimento de fantasmas, ambas as formulagdes sao completamente solucionaveis.

4.2 Abordagem via Faddeev-Jackiw para a Teoria de Maxwell em um Espago-Tempo

Nao-Comutativo

A agao da eletrodindmica de Maxwell ndao-comutativa é [58]
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1~ ~
— __ v ) g4
s_/( 1Fw F )dm, (4.1)

onde * denota o produto Moyal. Au e I . 820, respectivamente, o potencial vetor e o
tensor eletromagnético descritos em um espaco-tempo nao-comutativo. A convencao de
soma em indices repetidos é assumido daqui em diante. Utilizando-se o mapeamento de
Sieberg-Witten em primeira ordem no parametro #, os campos Au podem ser escritos em

termos das quantidades comutativas como

~ 1
A=A, — ieaﬂAa(aﬁAH + Fp), (4.2)
e o parametro 0,3 se refere a propriedade nao-comutativa do espago-tempo.

Uma propriedade bésica em teoria nado-comutativa [35], [59]-[62], é que a integral
do produto Moyal de duas quantidades ¢ igual a integral do produto usual das mesmas

duas quantidades, podendo a agao (4.1) ser reescrita da seguinte forma

5 — / <—iﬁwﬁﬂy) d'z, (4.3)

e intoduzindo a Eq. (4.2) na Eq. (4.3), a lagrangiana em (4.1) pode ser escrita como

1 1 1
LM awwell = —EFWF‘“’ + geaﬁFo‘ﬁFWF“” — 5GC,BJWC“F”BEW, (4.4)

e esta densidade de lagrangiana pode ser escrita de forma explicita utilizando-se as seguintes

relagoes

A, = (AiAy),
Ei - E )
o (4.5)
B; = 561‘ij )
01' = %eij;ﬁ]k.
e a lagrangiana acima acaba por tomar a seguinte forma
1 .
LMazwell = 5 |:(AZ - a72"40)2 - (V X A)2] [1 + 0 - (v X A)] (46)

0'(A; — 0;A0)(A; — 0;A0)(V x A),

e da lagrangiana acima podemos mostrar que
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o= (A — 0 A)[1+67(V x A),] (4.8)
+ 97( — 0;A40)(V x A);
+ QZ(A] — a]A())(V X A)]
onde 7@ é definido pela seguinte relacao

0L azwel
T = T (4.9)
0A
Seguindo o método de Faddeev-Jackiw, definimos as primeiras varidveis canonicas

¢ = (A, m;, Ag). Assim, a lagrangiana de ordem zero fica

Lg\g)axwell = A“ﬂ-u - V(O) (E)v (410)
onde
1 1
0 2 2 2 2 k
Ve = 2 (2n7 + F}) + i (F2 —272) [0"(V x A)] (4.11)

+ (76;)[(V x A)'m;] + 7°0; Ay,

e os momentos canonicos associados as variaveis simpléticas sao

affi) =m, a9 =0ce afg =0, (4.12)

Ur

e com a matriz de interacao dada pela seguinte relagao

F ) = ) : (4.13)

podemos ver que

0 -6/ 0
fap(zyy) =167 0 0¥ —y), (4.14)
0 0 0

que é claramente uma matriz singular com modo-zero v = (0,0, v3(z)). Com este modo-zero

podemos encontrar o primeiro vinculo do sistema, que é

5V(° oV O(y)

QO — / 32 740 (1
dPrV 5A0(x) =0,

(4.15)
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Seguindo o método de Faddeev-Jackiw, estendemos o espago de fase ao incluir este

vinculo Q© na lagrangiana. Entao, teremos que

Ls\?amwell = ﬂ-lAl + >\(8Z7Tl) - V(l), (416)

onde VI = V(0)|Q(0):0. Dessa forma, o novo potencial canonico sera

o i (2n2 + F2) + i (F2—272) [0(V x A)e] + (W0,)[(V x AYm],  (417)

e o espaco de fase estendido serd £ = (A;, m;, \). Da equacdo acima podemos determinar

as novas 1-forma canonicas

afji) =T e ag\l) = o', (4.18)
que nos leva a seguinte matriz
0 —d4/ 0
fi@y) =6 0 -0 |9 —y). (4.19)
0 of 0

e esta matriz ¢ singular novamente e nao gera novos vinculos, como esperado em teorias

de calibre. O novo modo-zero é 3V = (0,0, 5" (z)).

Com o objetivo de se obter uma matriz simplética regular, adicionamos um termo
de fixacao de calibre ao potencial simplético. Escolhemos entao o calibre de Coulomb

V- A =0. Logo, a lagrangiana sera

Lg\ZJ)axwell = Alﬂ_z + )\alﬂl + nalAZ - V(2)7 (420)

e a matriz simplética toma a seguinte forma

0 -8 0 oF
&7 0 —9¢ 0

(1) _ i
faﬁ (I, y) 0 alx 0 0

o 0 0 0

68 (x —y), (4.21)

que é uma matriz nao-singular. A inversa calculada sera

0 —5+EE 0 &
(1)y-1 o) — % 0 I g
(f )aﬂ(x7 y) = 0 or 0 1 0 (ZE - y)? (422)
V2 v?
o
< 0 -9z 0
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e com este resultado conseguimos obter o parénteses de Dirac da matriz acima. Estes serao

{Aiw,t), A (y,0)} = (55 - aé?) 0 (z —y), (4.23)

que é exatamente o parénteses do campo de calibre eletromagnético no calibre de Coulomb,
obtido facilmente pelo método de Faddeev-Jackiw. Podemos ver claramente que a nao-

comutatividade nao altera a expressao do parénteses.

4.3 Modelo de Proca Abeliano Nao-Comutativo

Uma forma de se introduzir teorias de calibre é através do procedimento de
Stueckelberg [63], onde introduzimos um campo auxiliar conectado ao termo que rompe a

invariancia de calibre. Na lagrangiana Lp,.., nao-comutativa a expressao fica

1 1 1 1 1. 2
Lproca = — ZFEV + gg ﬁFaﬁFlfV - 59 ﬁF,UOcFVﬁFM + §m2 (AM + eaﬂ(—)) (424)

1 1 1 1
S (Aa 4 68“9) {aﬁ (AM + eaﬂ@) + Fﬁu} (A“ + 65#@) ,

onde O é o campo de Stueckelberg. Esta lagrangiana é invariante perante as seguintes

transformacoes

Ay(z) — Au(x)+0,A(z), (4.25)
O(z) — O(x) —elA(x),

e pode ser escrita em termos do campo A, utilizando-se as relagoes descritas em (4.5).

Dessa forma, teremos entao

[ ; [(Ai — 0,402 — (V x A)] [1L4+8(V x A);] (4.26)
— 010 A0 — A)(0;Ag — A))(V x A)

1, 1 N\2 1 N\2
4 im (Ai+8i@> —(A0+60@)
2 e e

1 1 1 1
e (Aa 4 eaa@> - {aﬂ (Ai 4 eai@) + Fﬁi] (AZ- + eai@)

1 1 1 1
- gme (Aa 4 eaa@> - [aﬂ (Ao 4 660@) + Fﬁo] (AO 4 eao@) ,

e utilizando-se da definicdo dos momentos canonicos conjugados

(4.27)



em conjunto com a equagao (4.26), obtemos

7T0:0,

+ (0#70;A0 — 0*A)B; — (B- A — B - VA,
_ Lo, (Aj + 133‘@) (AO 4 1@) ,
2 e e
2 . 2
Po = - <A0 + @> + 0 (At 1@@)
e e 2e e

1.
x |85 (AO 4 e@) +Fﬁo] |
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(4.28)

(4.29)

(4.30)

Para aplica¢ao do método de Faddeev-Jackiw, a lagrangiana (4.26) é reescrita na

seguinte forma

LY = qO¢Oa _y0)

Proca «

e assim teremos

LY =7 A+ Po® — VO,

Proca

onde o potencial V() simplético é

e? 1
VO = P eAoPo+ ] (27 + (V x A)?)
1

i (V x A)2 =27 [08(V x A),]

. 2 1
+ (Wjej)(v X A)kﬂ'k + WkakAo — mT (AZ -+ e&@)

2
)+ 50 (4a+ -0,0)
2 e

Pe
2

2 1
+ %ﬂ',@” (A] + 68j@> (6
1.3\ 1N
x|y (Ai 4 eal-@) + Fso (Ai + eai@) il

e as variaveis simpléticas sao

5(0) - (Ai,ﬂ'i,A(),@, P@)a

com seus respectivos momentos canonicos

affi):m e ag)):P@,

2

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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e, consequentemente, a matriz de interagao se apresenta na seguinte forma

0 —34/ 0 0
57 0 00
f @)= 0 0 00 5@ (z —y). (4.36)
0 0 00 —1
0 0 01 0

A matriz acima apresenta o modo-zero v® = (0,0, o (x),0,0). Com este modo-

zero obtemos o primeiro vinculo deste modelo que é

QO = ;7' — ePo, (4.37)

e introduzimos este vinculo na lagrangiana. Dessa forma, teremos

L(l)

Proca

=71 A; + MO + ePg) — VI, (4.38)

e, consequentemente, os novos momentos canonicos serao

ay) =m, af) = Po, o) =8 - ePo, (4.39)

com o novo potencial simplético definido pela expressao

VO =vO |50 _,, (4.40)

e a expressao completa de V() fica

2
W _ Cpr Lo 2y, L 2 o o] [k
v = m2P9+4(27T+(V><A))+ (V x A)? —272] [08(V x A)y] (4.41)
2
b (0,)(V x A)er® +7r8kA—2<A+ a@)

2

2
Mg (A» “o, @) ( Pe) L o (Aa + aa@)
2 m 2 e

X

2

e dessa forma, novo espaco de fase passa a ser descrito pelas seguintes variaveis canonicas

6(1) = (AZ'77T7L’A0a®7P@7>\)7 (442)

e a nova matriz simplética sera
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0 —d4) 0 0
5 0 0 —0;
flEy)y=10 0 0 -1 0 |-y, (4.43)
0O 0 1 0 e
0 —9; 0 —e ]
sendo o modo-zero desta matriz expresso por
7 = (9,(2),0, —ea(z), 0, a(z)), (4.44)

e nao sao gerados novos vinculos. Dessa forma, precisamos eliminar alguns graus de
liberdade para que obtenhamos os parénteses de Dirac. Esta é uma das principais

caracteristicas de uma teoria de calibre. Escolhemos o calibre de Coulomb

2
X = A+ %@ —0, (4.45)

e obtemos a lagrangiana de ordem 2

Proca

. . . . 2
B = 7 OO0+ (014 "0 4=V, (1.46)
€

onde os novos momentos canonicos serao

2
oY) =, a3 = Po, o) = 0 — ePo, a? = 94T+ -0, (4.47)
e
com a nova matriz de interacao
0 =57 0 0 -0
57 0 0 -0
0 0 0 -1 0 =
@ (a,y) = e | 5®
r,Y) = 0 (x —y), 4.48
fog (2. y) o o0 1 o 0 (z —y) (4.48)
0 -0 0 —e 0
2 0 - 0 0 0

e finalmente, através da matriz inversa obtida a partir de f(%) (x,y), identificamos

(ao) e} = (3 - °0F) 19 ), (1.49)

O ra} = (1+5) 89 -,

que sao os os parénteses de Dirac obtidos via método de Faddeev-Jackiw.
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4.4  Quantizacao via Faddeev-Jackiw e Eletrodinamica de Podolsky Nao-Comutativa

A acdo para a eletrodindmica de Podolsky em um espago-tempo nao-comutativo é

dada por

1 ~ 1 ~ ~
S = / <_4F,LW x MY 4 §a28)\F)\V * 8'LLF;W> d4$, (450)

onde, como dito anteriormente, % representa o produto Moyal. A notacao F indica objetos
imersos em um espaco-tempo nao-comutativo e ﬁu e }A?W representam, respectivamente, o
potencial vetor e tensor eletromagnético nao-comutativos. O termo a representa 1/m que
é o inverso de massa do campo flu. Utilizaremos a métrica com assinatura (—,+,+,+) e

a convenc¢ao de soma em indices repetidos continua sendo assumida.

O produto de dois objetos, que se multiplicam através do produto Moyal em uma
integral, pode ser substituido por uma multiplicagdo comum. Logo, a agdo (4.50) pode ser

escrita como

s= | ( BB a28 PvorE, > d'z, (4.51)
e esta agao descreve a teoria de Podolsky em um espaco-tempo nao-comutativo.

Para se explicitar os termos nao-comutativos neste modelo, ou seja, os termos
que contém 6, utilizamos o bem conhecido mapeamento de Seiberg-Witten [36], que em

primeira ordem em 6 se apresenta na forma

~ 1
A=A, - ieaﬁAa(aﬁAﬂ + Fg,) (4.52)

e consequentemente

Fuy = Fuy + 07 (FupFo — Ap0s Fy). (4.53)

Sob o mapeamento de SW (Seiberg-Witten), na ordem mais baixa nao-trivial,
a dualidade e/ou as relagoes de equivaléncia sao mantidas inalteradas. Além disso, o
mapeamento SW nao distingue invaridncias de calibre diferentes. Substituindo a equagao
(4.53) em (4.51), obtemos a densidade de lagrangiana nao-comutativa de Podolsky com
os mesmos graus de liberdade, mas com termos adicionais devidos ao parametro de

nao-comutatividade em primeira ordem

1 1
Lpoa = — ZF = §9 o (AP F 7 Fyy — Fpo F'F) (4.54)

+ —a26 NN [OME,, + 207 0M(F,\, Fyp — A0, F)],
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onde podemos notar rapidamente que para #*” = 0 recuperamos o modelo comutativo.

Podemos reescrever a lagrangiana (4.54) em termos dos campos eletromagnéticos

fundamentais, usando as relagoes de (4.5). Teremos entao

Lpoag = ;(E2 — B%) + ;aQ [(v "E)?— (E - (V x B)ﬂ (4.55)

— [0B)(BE) — (0B E*] + ;(32 — E%)0,(V x A
+ a® [(07B))E"+ (0"By) | (V x B);
— a®[0/(V x B);0h(E- B) — 0"(A x V);E|.

Para se obter as equacoes de movimento em modelos com derivada superior, temos

a seguinte forma generalizada

aEPocl aL"Pod 8'CPod aEPod
0A, 8“8(8“149 + a“a”a(aua,,AA) B a“a“a”a(aaaua,,/h)

=0, (4.56)

de modo tal que as equagdes de movimento para o modelo de Podolsky nao-comutativo se

apresentam da seguinte maneira

1
(1+a%9,0M0,F™ + 500 (0" FNE,, + 00 FAYE,, + 07 F, P Y, (4.57)
1
_ Za” [QﬂaFP/\FBa + QPAFMZ,F“”]
+ 0, {a? |07V 0" Fup + 0V OV F 005 F + 0700 F 0,7 | }
+ 0,0, |a’ F07P 0, FN + 0770, F* 0P Ag| = 0.

Assim, analisando a equacao (4.54), podemos calcular os momentos relativos ao

espaco de fase descrito pelos seguintes pares: (4,, p"), (A,,7") e (A,, x"), ou seja, pares
formados pelas varidveis candnicas e seus respectivos momentos no espaco de fase. Os

momentos para modelos com derivada superior sao dados por

oL oL oL oL

P 04, A, 00:A.) T 0(0:A,) o
oL oL
30,0, ————— + OyOp——,
RSP BRRrY )

o= OB gp 0L 59k

0A, d(,A,) 0A,

oL

X =
dA
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Pelo fato de Lp,q nao depender de Am o momento relativo a esta varidvel é nulo.

Dessa forma teremos

0, (4.59)
7° 0,
o= @20, F 4 0’070 (FoiFY — A0, F*)
a*0" (0, F*") Fij + a®0" 0;( A;0a F%),
o a*0:(0, ") + a*07 k0" (Fui Y — A0, F*,)
a?070;(0, F " Fyj) + a0 0,0;( Aj0a FF),
pF — FOF (1 — ;eﬁﬂj) +2020" 0, F"° — a0y (0, F*) — 0% Fy Y,

)
+ 0

_1_

— 09FuFY — a9 (%Fai@jFOi — 0i(OF" Foy) — ai(alFiji))

— 0" (3,(0F" Fyy) — 000 F Fy))

- 099; (30F0kF0i + O F"0yA; — O F°0F A; — O F' Fy; + azFlkAz‘)
— PUOF (Flz‘alFOj - alAiajEO - 38j(AialFl0))

— 090y (0% (FuiFY — A0, F") + 30;( 4,00 F™)) .

A densidade de hamiltoniana canonica é dada por

Hpod = WZA@ + POAO + pZAz - EPod, (4-60)

onde os momentos canodnicos sao dados por (4.59) e a lagrangiana Lp,q ¢ dada por (4.55).
Para o caso em questdo (modelos com derivada superior), o espago de fase é dado por
(Ao, An, Ao, Av, po, pu, o). Dessa forma, substituindo-se estes valores na equacio (4.60),

teremos

2

Hpos = p'A, — %(1 — 010, A;) — w0, A° + 7,0, F (4.61)
+ i(poiFm + FYFy) (1 — ;eiﬂﬂj) + ;9“ (FoiForF", + F& FyoFoj + FuF5F)
— ;az(ﬁiAi — 02 A0)? — a*07]0, F" 0" (FuFy; — Ai0;Fr))
+ 09 [r"0"(FuFyy — A0 ),
onde, por questoes de simplicidade, foi mantido na expressao acima o tensor eletromagnético

F;j. Na proxima secao sera discutida a quantizacdo da lagrangiana (4.55) através do

formalismo de Faddeev-Jackiw.
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4.5 Quantizacao via Abordagem de Faddeev-Jackiw

A lagrangiana em (4.55) obviamente apresenta termos de ordem superior. Assim,
para se construir uma agao efetiva com campos locais, teremos que utilizar as aproximagoes
em ordem finita. Isto significa que escolhemos uma solucao particular da equacao de
movimento e computamos a correspondente aproximacao de Ostrogradski no espaco-tempo
plano para se trabalhar com estes termos [64]-[66]. Dessa forma, temos que introduzir
dois novos conjuntos de pares candnicos, ['* = (A”, ™) e (oM = An, x*). Assim, podemos

escrever

(P!, AF), (7, TH) e (@, x"). (4.62)

e utilizando-se os pares de (4.62), podemos reescrever a lagrangiana (4.55) em primeira

ordem na forma

L=m,I"+ p,Ar — VO, (4.63)

onde V© ¢ o potencial simplético e os momentos canénicos sao dados por (4.59). Utilizando-

se as Eqs. (4.63) e (4.55), a expressao do potencial simplético fica

VO = p - 22279(1 — 099;A;) — a*(0,TF — V2 A)? (4.64)
— 1 (Vx(VxA));
+ 7OTo[1 — 07(V x A)j] ;(F — VAO)? + ;(V X A)
— (0T — 070, Ag)[T*(V x A) — VAV x A)?]
+ a0 {0"9,A° — (0,1) ' [e1r(V x A)* (T + 0;A0) — Aid;(Ty — 91 Ao)) |
— 0rlmie (Vo x A)F — 097" [(D; — 0;40) (0.1 — 0,1,,)]
— 09" (V< A)' O (enjm(V x A)™)]
+ 097 00;(T) — 91A0) + €m0 Ai0;(V x A)F] + 097k A,0;my,
e, a partir da lagrangiana (4.63), teremos que as variaveis simpléticas originais sao dadas

por

C@([O) - (Ak7pk7A07p07Fk77Tk7F0)7 (465)

onde nao escrevemos my pois este momento nao aparece na lagrangiana (4.63). Assim,
dando prosseguimento ao método de Faddeev-Jackiw, podemos identificar na lagrangiana

(4.63) as 1-formas canonicas nao nulas

Aka(o)

v = =Pk, Aogl0 — 5o e Fka,go) = —Tg. (4.66)
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Seguindo o formalismo simplético, calculamos a matriz f,;(x,y). Utilizando-se dos

resultados acima, obtemos que

A O
fulz,y)=1| 7 7P (4.67)
Osx4 Bij
onde
0 45 0
R 0 5; 0
Ay=1] 7 . Bu=1|—-6—ij 0 0], 4.68
J 0 0 0 —1 J J ( )
0 0 0
0 0 1 0

e a matriz (4.67) é singular. Dessa forma, o préximo passo ¢ identificar o autovetor com

autovalor zero. Este autovetor nada mais é que

=(00000002") (4.69)

onde v” é uma funcao arbitraria associada a I'. Aplicando-se a relacdo de consisténcia,

para que se obtenha novos vinculos, obtém-se

V(O) ,
/ d*yo’ (x 5r0(( )> = po+ O =0, (4.70)

que é claramente um vinculo, que pode ser denotado por

QO (z) = py+ O = 0, (4.71)

onde

7 a’0, P + a*07 0% (Fo P, — A;0;F%) (4.72)
+  a?0" (0, F*)Fyj + a*0"0;( Aj0a F%),

p° a’0;(0aF™) + a’07 0,0% (Foi F*, — A;0;F")
+ a?070,(0,F** Fyj) + a*07 0,0;( A;00 FF).

Dando prosseguimento ao método de Faddeev-Jackiw, precisamos introduzir este
vinculo na lagrangiana (4.63) com o auxilio de um multiplicador de Lagrange. Ficamos

entao com a seginte expressao

LY = m,[% + p, A"+ Npo + 9ym7) = VO, (4.73)

e as novas variaveis simpléticas sao
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Cél) = (AkaplmAOvaaFkaTrk?)\)? (474)

com o novo potencial simplético é obtido pela relacao

‘7(1) — V(O)‘Q(O)(w)zo, (475)

e assim, da Eq. (4.64), teremos

<)

pil — 2160272(1 —079;A;) — f(&krk — V2 A4))? (4.76)
' (V x (V x A));

T OTo[1 — 07 (V x A)j] ;(r — VA3 + ;(v x A)

(0'T; — 070;A0)[TF(V x Ay — VAG(V x A)]

0?07 {90, A° — (9,1)0' e (V x AY¥(T'; = 9;A0) — Ai(T) — 0 Ao)]}
Qijwlmeljk(v x A — 0 [(T; — 0;A40)(0,I'; — 0;T',,)]

077" e (V % A)lak(enjm(v x A)™)]

07 ;,0;(0) — 01 A0) + €mund™Ai0;(V x A)F] + 09 7% A;0,my,

e com este resultado, temos que os novos vetores serao

Aead) = —pp, af) = po, Taf) = —mp, 2o = py + O’ (4.77)

e a nova matriz fé;)(a:, y) sera

Ay D
=5 o ] (4.78)
i Vi
que ainda é uma matriz singular, onde
000
00 0 0 ¢&; O
D; = e Cij=1|—0;; 0 —=0; |, (4.79)
J 00 0 J j J
0 -0, O
001

e A;; é dado pela expressao em (4.68). Da matriz expressa em (4.78) , podemos identificar

os modos-zero que possuem autovalores nao nulos:

M =00 v 00 00, (4.80)

e utilizando-se agora a condicao de consisténcia, teremos
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3,0 (4D (1) (1)
/ d Y |f%3 5AQ(ZE) + v (S]_—‘l(.f) 4 (y>7

onde obtemos o novo vinculo QM

QW = 9,p'(z) = 0,
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(4.81)

(4.82)

1)5 - , - . ,
onde usamos o fato de UZ( )’ _ 0,vM3 = 0. O préximo passo é introduzir este vinculo na

lagrangiana com o auxilio de um multiplicador de Lagrange. Assim teremos

LP =71, 10+ p, A" 4 Npo + 0im®) +17(9;07) — V@,

onde

PO = PO,

e esta ultima relagao nos leva aos seguintes resultados

Akal(f) = —pp, Aoaéz) = po Fa;(f) — Aa(2) = po + aiﬂ_i7 na(2) _ @pi,

e as seguintes novas variaveis simpléticas

Co(?) - (Ak7 Pk, A07 £o, Fk7 Tk, >\7 77)7

. L " 2 ,
e assim podemos obter a nova matriz simplética fib)(x, Y), que sera

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

@ _ | A Eia
fab - )
~E,, Fy;
onde
000 O 0 0ij 0 0
000 -0 —0; 0 —=0; 0
Ej,z = ’ € -Fz'j - ! ’ )
000 O 0 —-9; 0 0
001 0 0 0 0 0
e A;; é dado por (4.68). A matriz (4.87) é novamente singular e apresenta dois modos-zero,
que sao
=0 00000073,
e

7=0 03 03™ 05" 0).

(4.90)
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O préximo passo serd aplicar novamente a condi¢ao de consisténcia para se obter
um novo vinculo. Entretanto, o modo-zero @ gera novamente o vinculo 9;p" = 0. Ou seja,
novos vinculos nao sao gerados, mas a matriz simplética ainda se mantém singular. De
acordo com o formalismo simplético, o modelo proposto exibe uma simetria e o gerador de

simetria é o respectivo modo-zero.

Da lagrangiana (4.55) é facil perceber que o tltimo termo quebra a usual invariancia
de calibre da eletrodindmica 0 A, = d,e. De acordo com os resultados obtidos até aqui, a
eletrodinamica de Podolsky em um espago-tempo nao-comutativo é invariante sob alguma
transformacao de calibre, mas nao pelas transformagoes usuais. Em [49] foi encontrado,
através do método de Noether, uma invariancia de calibre lagrangiana dual em relagao a

lagrangiana (4.63).

Assim, temos que escolher um calibre conveniente. Precisamos corrigir os graus
de liberdade do calibre. Como no caso comutativo, escolheremos o calibre de Coulomb

generalizado

o2 A —
7 - Y 0o — Y- .
(1+ 9,0"a) (A1) =0, Ay=0 (4.91)

Fixamos o calibre em £® e obtemos a lagrangiana £

L =7, + p, A" + Npo + 9) +1(9;07) + x(1 — a2(9,0")*V?) 9, AF — VG (4.92)

onde V® ¢ dado por

1 2 1 iy .
Ve = pIt— §r2 — %(a,,cr’“)2 — @wm —099;A;) — 7 (V x (V x A)); (4.93)

4 ;(v X« A — 0,(V x A) ;W + ;<v < AP] = (BT (V x A),]
— a207[e1 0, T™(ON(V x AY)(T; + A'O;T))] — el my(V x A)F

— 0T, — O;T,) + €ritenim(V x A)OF(V x A)™]

+ Qijﬂkfiﬁjfk + emlkeijwlamAiaj(v x A 4 HijWkAiajﬂk.

e a partir da lagrangiana (4.92) podemos identificar os seguintes vetores

Akaf) = —Pk; AOG(()3) = /o Fag) = — Tk, (4.94)

Ya® = py+ ', 0P = 8p', Xal = Vf,(@jAj),

e finalmente obtemos a matriz nao-singular
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0 6, 0 0 0 0 0 -V
6, 0.0 0 0 0 -3 0
0 00 0 0 L 0 0
5 0 00 0 & 0 0 0
=10 o I 5 (z — y), (4.95)
0 01 0 & 0 0 0
0 &0 0 0 0 0 0
(V¢ 000 0 0 0 0 0 |

, / . . 3 .
e ap6s um longo trabalho algébrico, encontramos a matriz inversa de fi(j) e assim podemos

obter facilmente os parénteses de Dirac da teoria, que sao

{A@), P}, = 66%(x,y) - VP C(x,y) (4.96)
{Fi(x),ﬂj(y)}DB = 5z‘j5(3)(1'7?/),

onde G(z,y) é a fungdo de Green

V2G(2,y) = 5(3)(ac,y), (4.97)

e a partir dos parénteses generalizados em (4.96) pode-se proceder a quantiza¢ao canonica.
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5 Modelo de Proca Nao-Linear em Espago-Tempo Nao-Comutativo

5.1 Campo de Proca Abeliano Nao-Comutativo e Nao-Linear

A acado efetiva para a eletrodinamica devido as corre¢bes quanticas em um loop
foi originalmente calculada por Heisenberg e Euler [67], [68] ¢ ¢ valida para frequéncias
v << m.c®/h. Schwinger, em [69], apresenta uma formulacio invariante de calibre desta
acao. Como consequéncia, temos a seguinte expressao para a densidade de lagrangiana

efetiva em primeira ordem

1 ! T
L=-"F+°"F+ —G? 5.1
FRVEE T (5.1)
onde 5
8 o h 1
= —« ~ 1.67 x 1073 em?/er 5.2
a 45 (mec> MeC? ferg (5:2)
ears % representa a constante de estrutura fina. [}, se refere ao tensor eletromagnético,
enquanto os seguintes invariantes sao construidos a partir de F),,, a saber
F = F,Fm" (5.3)
1 1/4e%
G = 577“ 6FuuFaﬁ>
sendo 7,45 0 tensor antissimétrico de Levi-Civitd, com
Noi2s = 1, (5.4)
e ainda
" = —1. (5.5)

Nossa proposta de trabalho é avaliar as consequéncias fisicas se considerarmos a
densidade de lagrangiana (5.1) imersa em um espago-tempo nao-comutativo, acrescido do
termo de massa %mQAH x AM ja escrito em sua versao nao-comutativa. A densidade de

lagrangiana (5.1) fica entdo reescrita na seguinte forma

N 1~ L S T~
L = —fFW*F’“’+HFOC,B*F"B*FW*FWjL—MG*G
4 4 16
1 ~ ~
+ §m2AH*A”, (5.6)

onde ﬁu, F w € G representam o potencial vetor, o tensor eletromagnético e o invariante
definido em (5.3), respectivamente, em suas versdes nao-comutativas. Estes tensores
devem ser escritos em termos de suas quantidades correspondentes comutativas. Em
primeira ordem no parametro 6,4, que caracteriza a nao-comutatividade do espaco-tempo,

as expressoes correspondentes ficam [70]
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-~ 1 o
A=Ay - 59 ﬁAa(ﬁﬁAu + Fap), (5.7)

E, = 0,A,—0,A, —iA,x A, +iA, x A, (5.8)
= Fo+0(FuFps — AuOsFL).

A integral sobre o produto Moyal de duas quantidades é igual & mesma integral
com o produto usual entre estas mesmas quantidades. Dessa forma, podemos escrever a

agao com a lagrangiana (5.6), levando em conta as relagoes (5.7) e (5.8), da seguinte forma,

1 1 1
S = / A2(= 7 Fu ™ + S0P P By = S0° FoFyy
1

7
+ %FWF“”FQBFQB + T’gG? + 5m? [A, A" = 0 Au(Os A + Fr) A7), (5.9)

onde o tensor eletromagnético comutativo ¢ dado por F,, = 0,4, — 0,A,,. Através das
defini¢bes expressas em (4.5), podemos obter a expressao da lagrangiana nao-comutativa
em primeira ordem, em termos de seus campos fisicos e do quadri-potencial vetor. O

resultado serd

L - ;(E2+BZ)(1+§~§)—(§~E)(E-§)+M(E2—Bz)2+7u(ﬁ-§)2
m? 3, T
b T A” + A AT) - P A NG B) — (A B)(F - A)
2 2
- %(ex )V(AOAO)—%(QX ). E A°. (5.10)

As equagoes de Euler-Lagrange para o campo de Proca nao-comutativo e nao linear

sao entao obtidas a partir de (5.9). O resultado é
1
O, FP7 + 0,0, (F*F )+ 670,(F'"F,,) —070,(F"F,,) + 197’)8,)(]7“”]7“”)

1

+ iep"&,(FV”FpU) + 200, (Fop FP F) — an“”‘”@a(GFW) +m?A7
m? m?

— ?976(8514“ + Fp) A" + m20°P05( A, A7) — 79“7((%14&)14“
m2

— 70“5Aa(agm +F,) =0, (5.11)

onde na tltima linha a condigao de Lorentz 0,A"* = 0 foi considerada. Substituindo (4.5)
em (5.11), as equagoes de movimento ficam expressas em dois conjuntos de equagoes. Para

o caso em que vy = 0 obtém-se

V-D=p, (5.12)
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onde
D = E+(0-B)E—(0-E)B—(E-B)0+4u(E*> — B*)E (5.13)
+ 14u(E-B)B — ”;(éx 1)A°,
e o termo de fonte p é dado por
p=m? A0+;6-(5x£)A0+;(5><£)-E, (5.14)

e fazendo v =4, onde 7 = 1,2, 3, o resultado que se obtém é

oD - - .
=~V H =], (5.15)
sendo
T=m [A—Q(Ex Ao+ 50 B)A— (0 H)B - (4 By (5.16)
e ainda
— — — — — — ]_ — —
H = B+ (0 B)B+(0-E)E—§(E2 B*0 + 4u(E* — B*)B — 14u(E - B)E
1 3 0\~ 3 5o =
2 2 2 2
—m (4AO+4AJ)6+4m A A) (5.17)

com o conjunto de equagoes livre de fontes dado por

0B o =
— +V x E=0, 5.18
5 TV X (5.18)
V-B=0, (5.19)
obtido através da relacao @LF W — 0, onde Fr = %n“”O‘BFaﬂ e " & o tensor de

Levi-Civita.

5.2 Quantizacao via Método de Dirac

5.2.1 Abordagem via Sistema Hamiltoniano Vinculado

Nesta secao serd analisado o comportamento dinamico do campo de Proca nao-
comutativo e nao-linear no contexto de sistemas hamiltonianos vinculados, via formalismo

de Dirac [71]. Utilizando-se da definicado do momento canonicamente conjugado 77

(5.20)
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obtemos para o momento 7

™ =0, (5.21)

e para o momento conjugado espacial 7

— —

(- B)E

—

+(0-E)B+ (E - B)f — 4u(E?* — B})E — 14u(E - B)B

T =

—,

(0 x A)A°, (5.22)

—E -
P
2

sendo que o resultado em (5.21) j4 mostra o primeiro vinculo da teoria, a saber

¢1 =~ 0, (5.23)

onde ¢ = 7°. Comparando-se o resultado de (5.13) com (5.22), podemos notar que

7=-D, (5.24)

e ao multiplicarmos 7* por 6;, teremos para ¢ - E' a seguinte expressao, em primeira ordem

0-E=—(0-7)+0(6 0u), (5.25)

e calculando-se o produto escalar de (5.22) com o vetor B e utilizando o resultado de

(5.25), obtemos a seguinte expressao para E-B

+ 4B (7 B) + 06?112, 0p) (5.26)
e, consequentemente, a expressao de (E . g)z, em primeira ordem, se apresentara na forma

(E-B)? = (7-B)?+2B*# -B)# -7)—m?(®-B)(6 x A)- B A°

— 8u(E? — B?)(7- B)? — 28uB?(®- B)> + O(0%, 12, 0p) . (5.27)

Substituindo as expressoes (5.25), (5.26) e (5.27) no resultado para o valor de 72,

calculado a partir de (5.22), teremos

8uE' + [142(0-B)—8uB’| E* — > —4(6-7)(7 - B)
+ 28u(®- B)? +m*(0 x A)-7A° = 0. (5.28)

Neste momento precisamos obter uma expressao do campo fisico £/ em termos do
momento conjugado 7, # e B, ou seja, queremos obter uma expressao hamiltoniana nao
dependente de derivadas temporais, contidas na expressao de E'. Podemos ver que (5.28)

nada mais é do que uma equacao de segundo grau em E?. Dessa forma, teremos duas
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solucoes diferentes para E?. A questdao que surge entao é: qual seria a solucdo correta?

Existe uma solugao correta ou devemos utilizar ambas solugoes?

Primeiramente, vamos calcular as duas solucoes para E?, diferenciando-as pelos

indices + e —. As duas solugbes encontradas foram

E? = n*+42uB'— BX0-B)+4(0-7)(7 - B) — 28u(% - B)?
— m2(0 x A) - 7A° + O(62, 112, 0p), (5.29)

e ainda
E? = B?—n?—2uB*+ B*(0-B)—4(0-7)(7 - B) + 28u(® - B)?
1

+ o mP@x A)-wA - “Tw“ B) + 0(6%, 112, 6p0). (5.30)

A forma como utilizaremos estas duas solu¢oes serda mostrada a seguir. Para isso

precisamos calcular a hamiltoniana, dada pela seguinte transformacao de Legendre

H= /d3 [w0p A — L), (5.31)
que, através da relacao 0yA; = —FE; + 0;Ag, pode ser escrita como
H= / BrnidAg — 1By — L], (5.32)

e ao se calcular o produto escalar 7@ Ea partir de (5.22), obtemos o seguinte resultado
7-E = —E*>—E*0-B)+2(E-B)(#-E)—4u(E* — B)E?
) EA, (5.33)

e ainda substituindo a expressao da lagrangiana (5.10) em (5.32), e considerando ainda o
resultado de (5.33), obtemos

Hoz/ o (;(E2+BQ)(1+ -
- wE-Bp-=
b OmAA B A) + 0.4, (5.34)

e no limite em que p — 0, recuperamos a hamiltoniana obtida por Darabi em [70], escrita
em termos dos campos fisicos EeB , mais o termo 7'0;Ay. Entdo, um caminho para
se analisar a forma correta de se substituir E? em (5.34) ¢ avaliar, no limite em que
i — 0, qual a forma que recupera a hamiltoniana obtida anteriormente por Darabi em
[70], considerando-se as corregoes em 6. Apds a andlise, concluiu-se que a forma correta

de se utilizar as solucoes de F? é através da substituicao de:
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— E2 em termos com g e termos livres de 6 e p.
— FE? em termos com 6.

Dessa forma, obtemos a seguinte expressao para a hamiltoniana

1 1 - I L .
Hy, — /d% 57+ B 4+ 5(B2 = #)(@- B) + (7 - 0)(7 - B) - Tu(7 - B)? + 3ur’
2 2 2
2uB*n? A4y — %(e ) A) -7 A° — %AZ(l + ‘;’9 - B) - %(9 w A) - (VA Ay)
* 27”2@ - B)(6- A) — w0 A% + O(6%, 1%, Op) , (5.35)

onde, no limite em que p — 0, recuperamos a hamiltoniana obtida em [70] por Darabi.

5.3 Analise de Vinculos

O préximo passo entao é o de analisar a condigao de consisténcia para o vinculo
priméario obtido em (5.21)
¢ =70, (5.36)

e por se tratar de um vinculo, temos que ¢, = 0. Esta condicao implica que

o1 = {d1(2), Ho(y)} =0, (5.37)
e assim a condigao de consisténcia (5.37) fornece

. . 2_; — — — —
d>1:8,-7r‘+m2A0+m7V~(9><A)AO— M @Gx A 7=o0, (5.38)

ou seja, obtemos um novo vinculo ¢9 dado pela seguinte expressao

2

by = Oy +m2A° + %v (Fx DA = T x A) - 7, (5.39)
e ao substituirmos a expressao de 7, equacao (5.22), em (5.39), obtemos novamente a forma
da lei de Gauss generalizada obtida ja em (5.12). Em seguida, construimos a hamiltoniana
estendida Hg através da adicao do vinculo primério ¢, multiplicado por um coeficiente

arbitrario u(x), a hamiltoniana original Hy, ou seja
Hp = Hy + / & u(x)én (), (5.40)

e a condicao de consisténcia é entao empregada para o segundo vinculo, ou seja

2 = {d2(x), Hp(y)}, (5.41)
e dessa forma, teremos que
by = mP0; {Aj(l +6.B) - ieﬂ'(ﬁ’. B) - iBj(é- A)
- ”;2 V- (0 x &) u(w) — mPu(x), (5.42)
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e esta condicao de consisténcia nao gera um novo vinculo. Podemos apenas determinar a

expressao do coeficiente u(z), dado por

» > o= 1 o S 3 lie » = A
u(w) =0; |A(1+0-B) - 10°(A- B) - T B5'(0- A)] -5 V- (0x A)] A7, (543)
onde utilizamos a expansao 1%5 ~ (1 — €) devido a baixa magnitude dos termos com o

parametro . Podemos ver que os vinculos obtidos nesta teoria sao de segunda classe, ja

que
{o1(z),01(y)} = 0, 5.44)
{¢2(),d2(y)} = 0. (5.45)
e ainda .
{61(2), da(y)} = m* |1+ 55 (0% A)| (1) (x - y). (5.46)

E de suma importancia a distincdo entre vinculos de primeira e segunda classe.
Os vinculos de primeira classe sao definidos como aqueles que apresentam valor nulo do
parénteses de Poisson para todos os vinculos, ou seja, vinculos que comutam com todos os
outros vinculos e entre si. Esta condi¢ao indica a presenca de alguns graus de liberdade de
calibre no formalismo de Dirac. Por outro lado, os vinculos de segunda classe apresentam
pelo menos um parénteses de Poisson nao nulo de um vinculo com outro, como em (5.46).
Na secao a seguir, desenvolveremos a quantizacao para vinculos de segunda classe no

formalismo de Dirac.

5.4 Quantizacao de Sistemas Hamiltonianos Vinculados de Segunda Classe

A quantizacao de teorias que apresentam sistemas hamiltonianos vinculados de
segunda classe apresentam menos ambiguidades do que sistemas com vinculos de primeira
classe. Para o caso de vinculos de segunda classe, podemos construir novos parénteses
canonicos fundamentais, conhecidos como parénteses de Dirac, segundo o formalismo que
leva seu nome. Este procedimento faz com que possamos identificar todos os vinculos
como sendo fortemente iguais a zero. Os parénteses de Dirac sao definidos pela seguinte

transformacao

{A(CL‘, t)? B(ya t)}DB = {A(ZE, t)? B(y7 t)}
~ [{AG, 1), 6120} O (2, w) {o5(w, 1), Bly, O} 2d’w (5.47)

onde a matriz C;; é dada por C;; = {¢;(z), ¢;(y)}. Dessa forma teremos

-

0 m2[1+ 3V (@x A\ ,
( —m?[1 + %ﬁ . (5>< “)] 0 ) 6 (z —y) (5.48)

DO [

Cij —
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Mas, o que de fato precisamos obter, de acordo com (5.47), é a matriz inversa ngl.

Esta matriz ¢é tal que satisfaca a seguinte relagao
/dsz Cir(z, z)C’,;jl(z, y) = 0,;6%(x — y). (5.49)

e dessa forma, a matriz inversa C; ! serd

1 0 m~2[1 + %6 : (5X D) 30,
i = ( —m2[1 + %ﬁ (6 x A) 0 ) Sle—y),  (5:50)

e podemos agora obter os novos parénteses da teoria de acordo com (5.49). Teremos dessa

forma

{WO(x),AO(m}DB =0, (5.51)
{Wo(x),Ai(y)}DB =0, (5.52)
{m"(z),m,(y)} pp =0, (5.53)
{Ao(@), )} =0, (5.54)
{4;(2), A*(y)} =0, (5.55)

{7(2), A;(0)} ., = —0i8%(x — v), (5.56)
{7'(@), By}, =0V« —y), (5.57)

(0 x D53z —y) + 0(6?), (5.58)

) g N (@)
{A%), B'y)},, = €0 m™ (1—;V-<9><A>) o8 (x —y)

— (0 x DS — )] + 062, (5.59)
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(F@), W), = 5 (4%,0,)" 86— y)
— ;(7? X 5)%y)53(x —y) + 06, (5.60)

que sao os parénteses fundamentais da teoria obtidos via método de Dirac.

5.5 Equagoes de Movimento a Partir dos Parénteses de Dirac

Para obtermos as equagoes de movimento a partir dos parénteses de Dirac, devemos
primeiro determinar o que aqui chamaremos de hamiltoniana fisica H,,. Para obtermos
esta hamiltoniana, poderemos considerar, como ja comentado anteriormente, os vinculos

fortemente iguais a zero. Podemos escrever a hamiltoniana Hy (5.34) em termos do vinculo

®a:
]_ — — — —
H, /d3 (x2+ B%) + 5(B =)0 - B) + (7 - 0)( - B) = Tu(i - B)* + 3’
2 2
2B — A0 — T A (1 4 “;’ - B) +

—,

2
- %v.<ex )APA® + A%,] (5.61)

e a hamiltoniana estendida Hg (5.40) pode ser expressa como

HE_H0+/d:cu Yo = ph—i—/daﬁ )1 + A%, (5.62)

onde H,, ¢ dado por

1 1 -
Hy = /d% [§(w2+32)+§(32—w2)(9.

2
_ ouB — AOAO A (1+ B>+im2(A~B)(0 A)
2
- mTv (6 x A)A°A”]. (5.63)

Com os parénteses fundamentais de Dirac determinados, em conjunto com a
hamiltoniana fisica, as equagdes de movimento agora podem ser determinadas pelo seguinte
parénteses

A={A Hp}pp, (5.64)

e assim podemos calcular a evolucdo dindmica das varidaveis hamiltonianas m; e A;.

Aplicando-se entao a Eq. (5.64) teremos

Ai = aOAz - {Az(x)a th(y)}DB7 (565)
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4M¥m—@lv—§ﬁm§x)A)_Eﬁm§x)h (5.66)
7, = Ogm; = {m;(z), th(y)}DBv (5.67)
7 = —Vx[B1+6 -B)—=(E>*~B>0+ (f-E)E — 14u(E - B)E
2 2 2
b ap(E? B%B—%?&AQ ?fw A a0y
2 2

+om? (1+29-B)-—?§(9 Aﬂ3—3zlc4.3w (5.68)

2
—Z%@x)ﬁq

Substituindo a expressao de m;, equacao (5.22), em (5.68) e considerando ainda

7 = —D e as expressoes dos vetores .J (5.16) ¢ H (5.17), obtemos

“— —VxH=-1], 5.69
5 (5.69)
ou seja, a lei de Ampére generalizada. Isto mostra que a equagdo de movimento para ;
na teoria nao-comutativa e nao linear obtida pelo formalismo de Dirac estd em acordo

com as equacoes de Maxwell.

5.6 Quantizacao via Fadeev-Jackiw

Esta secao tem como objetivo calcular os parénteses fundamentais da teoria através
do formalismo de Faddeev-Jackiw. Seguindo esta metodologia, reescrevemos a lagrangiana
contida na expressao da agao em (5.9), em primeira ordem, em termos do momento

conjugado '

2

—,

. . 1 . - 1 . .
L = w%&—[@ﬂm@+§wm—”zwx ) RA + L FFY — 6vnim

2
1 . 1 . . . .
+ EGImF”F,»lem + ZGZI’FIPWZW@ — pml i — %F”FijF“bFab — Tum, B"m,B?
2 2 2 2
—?%M%+%m&—%WM@mM%#%Wm@&+%m@ (5.70)

e aeq. (5.70) é a linearizacao em JyA; de L. Assim, temos £ na forma

LO = 79,A; — VO, (5.71)
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onde V(© na expressao acima é dado por

. 1 . 2 L 1 . .
VO = (9 A° + §7T27Ti - %(«9 x A)-7AY + ZFiij — 0%n'm Fy,
1 3 1 . - 3
+ iﬁlmF”Fqum + Zelf’ﬂp#m — pml i — %F”FZ-]»F“bFab — Tum, B, B?
2 2 2 2
- %AOAO + %AJAj - mjeaiAaai(Avo) + %eabAa(abAj +E)AL (5.72)

e dessa forma, as primeiras varidveis canonicas simpléticas ¢, para o caso em questao,

serao

Seguindo a metodologia, teremos que os momentos a(ﬂo), conjugados as variaveis

simpléticas, e tendo em vista (5.72), serao respectivamente

a§) = (7%,0,0), (5.74)

e 0 proximo passo é calcular a matriz simplética fé%) definida por

0 (y) 90 (y)

fap(@,y) = 5 ome = —5—, (5.75)
’ 4foy(@) Dy ()
e assim, a primeira matriz simplética fo(é%) sera:
0 —5; 0
(0) — ) 53 o
fap & 0 0 |d&(z—uy), (5.76)
0 0 0

e esta matriz é singular, ja que det fé%) = (. Seguindo a metodologia, precisamos determinar

um modo zero nao trivial de f(g%), podendo este ser nada mais que

Vo) = (O 0 1), (577)

e com o modo zero nao trivial, podemos calcular o primeiro vinculo da teoria obtido pela

abordagem de Faddeev-Jackiw, através da seguinte relacao

SV O(2)
3 _
/d Y V) i) 0, (5.78)

e desenvolvendo-se a relagao (5.78), obtemos para a lagrangiana em questao

O (4
/d3y W —0, (5.79)
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ou seja, temos que

OV () L SO 200, & 7o a0 3
W—(@ﬁr—2(9x ) T+ m*A +2V-(0><A)A>(x)5(x—y), (5.80)

e, consequentemente, obtemos o primeiro vinculo da teoria, a saber

2 2

Ix A) 7 +m?A° + V. (§ x A)A® = 0. (5.81)

; m
Ql == 81-7# — 5

5

Precisamos agora estender o espaco de fase, introduzindo-se o vinculo 2; na

lagrangiana. Dessa forma, teremos
LW =74, + 06— VW, (5.82)

onde V) nada mais é do que
v = v, (5.83)

e a expressao de V(Y fica entdo bem determinada, e pode ser expressa como

1 . 2 2, L. 1 . .
VO = Zrim+ %A‘)Ao + %v (6 x A)(A"Ao) + 1y FY — 6" m
1 . 1 . . . .
+ 5elmlwm-lz@,n + Zelpﬂpﬂm — prmd i — %F”FijF“bFab — Tpm, B B*
2 2
+ %AJAJ- + %eabAa(abAj + Fy) A7, (5.84)

onde as novas variaveis canonicas simpléticas serao

qul) = (Ajaﬁj>Ao7ﬁ)7 (585)

com seus respectivos momentos conjugados simpléticos, de acordo com (5.82)

ay) = (77,0,0,Q), (5.86)

. L " 1
e dessa forma, calculamos entdo a nova matriz simplética fc(w)

0 =5 0 fiy
m_| % 0 0 f
ls = ¢ o o0 Jev
mors o

8z —y), (5.87)

onde

2 2
fl(i) _ (—ngequﬂpeq + TZAO@pequgq> (z), (5.88)
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1) . m2 — - .
= (o= "0 Ay ), (5.8
) me oo
1 = (4 59 G x D) 0 (5.90)
= 1l 1 = = 1) 5o

€ a matriz féﬁ) possui determinante diferente de zero. Logo, esta matriz possui uma matriz

inversa f(_l)l tal que

[ = fale, )5 (29) = 8,8 (@ ) (5.92)

e a matriz inversa nos fornece os parénteses de Dirac. Os resultados nao nulos sao

{7'(@), 4(n)}, = =850 — ), (5.93)

@), 0w}, = —n2[1- 29 0x D] WI@Pe -y 69

LaExoiy ;A%mjeqap} )Pz —y) + 0@,  (5.95)

w20}, =3

e podemos notar que os parénteses nao nulos obtidos via Faddeev-Jackiw sao idénticos aos

parénteses obtidos via formalismo de Dirac, o que é um resultado mais que esperado.
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6 Conversao de Vinculos

6.1 Introducao

Como mencionado em [72], sistemas hamiltonianos com vinculos de segunda classe
tém sido objetos de estudos ha algum tempo. Normalmente estes vinculos sao relacionados
simplesmente a reducao dos graus de liberdade. Podem assim ser removidos da teoria
através da aplicacao da metodologia de Dirac, como ja apresentado neste trabalho anteri-
ormente. Por outro lado, vinculos de primeira classe implicam a presenga de invariancia

de calibre.

Neste capitulo mostraremos a conversao de um sistema hamiltoniano com vinculos
de segunda classe em um sistema hamiltoniano com vinculos de primeira classe. Esta
conversao mostra que, além do papel de reducao dos graus de liberdade, estes vinculos de

segunda classe podem indicar a presenga de simetrias subjacentes [73], [74].

Encontramos na literatura dois métodos possiveis de conversao. O primeiro é
conhecido como método de Batalin-Fradkin [73], formulado a partir da extensao do espago
de fase da teoria original. Outro método é conhecido como gauge unfizing [74], ou, em
uma traducao livre, “afrouxamento de calibre”. Este método é formulado dentro do espaco
de fase original da teoria, a partir da construcdo de um certo operador de proje¢ao que
define a teoria de calibre. Em um sistema hamiltoniano de segunda classe, este operador
nao é unico. Pode ser construido de diferentes maneiras. Cada uma delas apresenta uma

teoria de calibre, todas equivalentes ao sistema original de segunda classe.

Neste trabalho apresentaremos a conversao via gauge unfiring, em duas formas
possiveis, do modelo de Proca nao-linear e nao-comutativo, que vem sido estudada ao
longo deste trabalho. Este modelo apresenta vinculos de segunda classe. A seguir serao

desenvolvidas duas conversoes para dois operadores de projecao diferentes.

A hamiltoniana a partir do qual desenvolveremos as conversoes é a obtida anterior-

mente em (5.35)

1 1 —, nd — — — —
H = /d% 57+ BY) + 5(B2 = #)(@- B) + (7 - 0)(7 - B) = Tu(7 - B)? + 3ur’
2 2 2
- ZMBQWQ—%AOAO—%(HX )-ﬁAO—”;AQ(H‘;’e-B) (6.1)

2
L 3 L .
— %(0 x A) - (VA" Ap) + Zm2(A -B)(0- A) — 70, A% + O(0°, i?, 0p)

e esta hamiltoniana, como podemos ver em (5.46), apresenta os seguintes vinculos de

segunda classe

¢1 - 7T07 (62)

e ainda
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2
¢2:8i7ri+m2A0+m7V-(9x @x A) 7. (6.3)

De acordo com (5.44), estes vinculos sao de primeira classe quando comutados entre
si. Se eliminarmos um destes vinculos e restar apenas um, teremos uma teoria com vinculo
de primeira classe. Como o modelo de Proca em estudo apresenta dois vinculos de segunda
classe, quando comutados um com o outro, temos duas possibilidades de conversao através

do método gauge unfiring. A seguir mostraremos os dois casos possiveis.

6.2 Primeiro Caso

Em um primeiro momento consideraremos a seguinte situacao: o vinculo ¢, sera
o vinculo gerador da conversao enquanto ¢, serd o vinculo descartado, ou seja, nao
consideraremos mais ¢s &~ 0. A dindmica do sistema sera agora relevante em uma nova
superficie vinculada > definida somente por ¢; = 0. Para que tenhamos teorias de calibre
com transformagoes geradas por ¢, quantidades fisicas relevantes precisam ser invariantes
de calibre. Para que tenhamos observaveis invariantes, definimos entao o seguinte operador

de projecao

P— ¢ /& $201 5 (6.4)

onde, para qualquer funcional B do espaco de fase, temos que QASB = {¢, B}. Ao se aplicar
o operador (6.4), é adotado o seguinte ordenamento: quando P atua em qualquer B, ¢
deve estar sempre fora do parénteses de Poisson. Teremos entao a seguinte quantidade

invariante de calibre

Bly) = H+ [d'% oua) {en(x). By)
b [ da e @) 0@ 40 () B o — o (65)

Ao aplicarmos o operador (6.4) a hamiltoniana (6.1), precisaremos dos seguintes

resultados

{H(y), ¢ (z)} = l—mzAO - %ﬁ (G x A)+ %(é’x A)-7-V- 7| (2), (6.6)
{H(y), ¢1(2)}, ¢1(2)} = m?*6°(z — 2), (6.7)

{{{H ), ¢1(2)}, ¢1(2)}, d1(w)} =0, (6.8)

e assim, a seguinte hamiltoniana é obtida
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0 - H+ / & [mt AgA° — 2m2AY(V ﬁ)#%ﬁ (0 x A)(A°Ap) (6.9)
2 4
+ mi(d x A) ﬁAO—%V-(ex )V ﬁ)—%V-(Gx ) A°

+ mAOx A) -7V -7) - (V ﬁ)?—%ﬁ (0 x A)(V - 7)A°
m72*~2_6 0 440/ . = m74"*"“~0
+ 2(V ) —mPA A" + m*A°(V 7r)+2V(9>< WV -m)A
4 6 6
+ %(v 7)(0 )-ﬁ—%AOAOV (0 )—%AO(Q- )7,

onde, agora, esta hamiltoniana apresenta somente um unico vinculo, a saber, o vinculo ¢,

de primeira classe.

6.3 Segundo Caso

Agora consideraremos a seguinte situacao: ¢; sendo o vinculo descartado e ¢ o

vinculo gerador. Assim, o operador projecao P fica escrito da seguinte forma

R L (6.10)

Ao aplicarmos este operador a hamiltoniana (6.1), precisaremos dos seguintes

resultados

{H(y), p2(2)} = —m*(7 x

m2 mj — 3 (@) A(z 3m2 =~ =@ (2
{H({y), ¢2(2)}, d2(2)} = |- J[(VxB)pHm} 0y 7[6“(0-3)} oy
4 2
M- o@ g 1\ 3m 125 1®) a(2)
+ 507 (0 x )gz)+T[aleBﬂ} 0
2 X
+ 3?[& B 93}( Lo (- ), (6.12)

4

{{H ), 02(@)}62()} ,ba(w)} = 600795 = )8z —w)  (613)
{{{{H(y)7 ¢2(I)} ) ¢2<Z>} ) ¢2(w)} ’ ¢2<U)} = 07 (614)

e aplicando-se o operador P definido em (6.10), teremos a seguinte expressao
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Hy = H+ [ d'% o) {H{), ()}
g [ @z @0 {H ), @)} n(2)
5 [ 0@z P 0(@)01(201() {HLHE). 62(0)} 6a(2)}  a(w)

+ (6.15)
e a nova hamiltoniana sera expressa como
Hy, = H+/d3x [—m?7%(7 x §) - VA® — ”;2(5>< 1) - (V x B)r° (6.16)
— w2, [Aj (1+‘;’5 ﬁ) LIy /(A E)]+Z‘2[BJ(5 0]
o TS B) - (Fx Fa)n + 2 [920. 9@ B)] o0 + 19 - (0 x A) ()
- 37;12[5 V(B- V) WO—?’ZQ[E V(G- V)| 7

sendo ¢, o tnico vinculo desta hamiltoniana, ou seja, um vinculo de primeira classe ja que

{¢2, 42} = 0.
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7 Principio Holografico e Gravitagao

Um dos grandes desafios da fisica tedérica nos dias atuais, se nao o maior, é o de
unificar a gravitacio com mecanica quantica. E conhecido que tentativas de unificacio
destas duas teorias, em niveis microscopicos, levam a muitos problemas, paradoxos e duvi-
das. Talvez esta abordagem nao seja a correta. Dessa forma, inspirado pelas semelhancas
entre gravitacao e as leis termodinamicas, Verlinde [5] propds uma outra abordagem para
a solucao deste enigma, através do entendimento da forga gravitacional como sendo uma
forca entropica, de tal forma que a ideia fundamental necessaria para se derivar gravitacao
¢ a informacao. Mais precisamente, ¢ a quantidade de informacgao associada com a matéria
e sua localizacao, independente da forma da dindmica microscépica, medida em termos
de entropia. Variagoes na entropia quando a matéria é deslocada originam uma forga
entropica, que pode ser interpretada como sendo gravidade, como proposto por Verlinde
em [5]. A hipdtese mais importante sera a de que a informacao estd associada com uma
parte do espaco através do principio hologrifico, que basicamente diz que toda informacao
contida em um volume do espaco pode estar armazenada em uma superficie plana em duas
dimensoes. Uma forte evidéncia a favor desta hipdétese sao os trabalhos de Bekenstein
[10] e Hawking [11, 75].0O resultado mais interessante e promissor desta abordagem é
que ela mostra que a gravitagao pode ser derivada de principios bastante gerais que sao

independentes dos detalhes especificos da teoria microscépica.

7.1 Forca Entrépica

Uma forca entrépica é uma forca macroscopica efetiva originada em um sistema,
com muitos graus de liberdade, através da tendéncia estatistica do aumento da entropia.
A equagao de forga é expressa em termos de diferencas na entropia e é independente
dos detalhes da dinamica microscopica. Neste caso, nao existe um campo fundamental
associado a forca entropica. Talvez o exemplo mais conhecido de uma forca entropica é
a elasticidade de uma molécula de um polimero. Uma tinica molécula de um polimero
pode ser construida através da juncao de muitos monomeros de comprimento fixo, aonde
cada monémero pode girar livremente em torno dos pontos de ligacao e direcionar seu
eixo principal em qualquer direcao espacial. Cada uma dessas configuracoes apresenta
a mesma energia. Existem muito mais estados quando a molécula é curta comparada a
quantidade de estados possiveis quando a molécula é esticada. A tendéncia estatistica de
retornar a um estado de maxima entropia origina uma forga macroscopica, neste caso, a

forca elastica.

Através do uso de uma pinga, podemos puxar uma das extremidades do polimero
e trazé-lo para uma posicao fora do equilibrio, através de uma forca externa F (figura

1). Por conveniéncia, consideremos a outra extremidade fixa na origem de um sistema de
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Figura 1 — Polimero articulado livre imerso em um banho térmico com temperatura 7' é puxado
para fora de seu estado de equilibrio (for¢a F'). A forga entrdpica aponta em sentido
oposto.

T X

Fonte: Verlinde, 2010.

coordenadas e puxamos a outra extremidade ao longo do eixo x. Dessa forma, a entropia

deste sistema pode ser escrita na seguinte forma

S(E,x) = kplnQ(FE, x), (7.1)

onde kp é a constante de Boltzmann e Q(F, x) se refere ao volume do espago de configura-
¢oes de todo o sistema como uma funcao da energia total £ do banho térmico e a posicao
x da extremidade movida. A dependéncia em z é de natureza totalmente configuracional:
nao ha nenhuma contribui¢ao para a energia E que dependa de x. No ensemble canonico,

a forca F' é introduzida na funcao particao da seguinte forma

Z(T, F) = / dE do B, z)eE+Fo)/ksT (7.2)

ou seja, como uma variavel externa devido ao comprimento x do polimero. A forca F
necessaria para manter o polimero com um comprimento fixo z, para uma dada temperatura

T, pode ser deduzida das seguintes equacoes:

1 oS

F 0S

e através da analise do balanco de forcas, a forca externa F' deve ser igual, em mddulo,
a forca entrdpica, que tenta restaurar o polimero para a sua posicao de equilibrio. Uma
forca entrépica se caracteriza pelo fato de apontar sempre no sentido de um aumento da
entropia e de ser proporcional a temperatura. Para o polimero, pode se mostrar que a

forca obedece a lei de Hooke

Fpolimero = —constante - kgT (x) , (7.5)
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e este exemplo deixa claro que em um nivel microscoépico uma forga entréopica pode ser
conservativa, pelo menos quando a temperatura é mantida constante. A energia potencial

correspondente nao apresenta significado microscépico nenhum, entretanto, é emergente.

E interessante estudar o balan¢o de energia e entropia quando permitimos que
o polimero retorne a sua posicao de equilibrio gradualmente, ao mesmo tempo em que
se permita que a forca realize trabalho sobre um sistema externo. Pela conservacao da
energia, este trabalho deve ser igual a energia extraida do banho térmico. Dessa forma, a
entropia do banho térmico serd reduzida. Para um banho térmico infinito, este valor deve
ser o quanto aumenta a entropia do polimero. Assim, nessa situacao, a entropia total se
mantém constante. Esta situacao pode ser estudada de forma mais detalhada no ensemble
microcandnico, pois na energia total é contabilizada a energia do banho térmico. Para
a determinacgao da forca entrdpica, mais uma vez introduzimos uma forga externa F' e
examinamos o balanco de forcas. Consideramos que o ensemble microcanonico é dado por

Q(E + Fx,r) e impomos que a entropia seja extrema. Isto resulta em

d
—S(E+ F = )
—S(E+ Fz,z) =0, (7.6)

e pode-se verificar facilmente que esta equagao leva as mesmas equagoes (7.3) e (7.4).
Entretanto, no ensemble microcanonico a temperatura, em geral, ¢ dependente da posicao
e a forca é dependente da energia. O termo Fz pode ser entendido como a energia
adicionada ao sistema devido ao esticamento do polimero, que o afasta da sua posi¢ao de
equilibrio. Esta equacao entao nos diz que a energia total é reduzida quando o polimero
retorna lentamente para sua posicao de equilibrio, mas que a entropia, em uma primeira

aproximacao, se mantém constante.

7.1.1 Leis de Newton a Partir do Principio Holografico

Para a derivagao das leis de Newton através do principio holografico, Verlinde [5]
argumenta que o espaco pode ser entendido como um estratagema, um meio, introduzido
para descrever posi¢oes e movimentos de particulas. Dessa forma o espaco nada mais é
que um local de armazenagem de informacao associada a matéria. Para que possamos
recuperar a nogao de gravidade, faz-se necessario que esta informacao seja armazenada em
superficies planas, ou telas hologrdficas, que nada mais sao do que as unidades que surgem
a partir da discretizagao da superficie holografica. Verlinde entao nomeia cada unidade
como um bit. Dado que a quantidade maxima de informacao permitida é finita para cada
parte do espago, ¢ impossivel localizar uma particula com precisao infinita em um ponto
de um espaco continuo. De fato, pontos e coordenadas surgem como conceitos derivados,
e nao fundamentais. Se assumirmos que a informacao é armazenada em pontos de um
espago discretizado (como em um modelo de redes), sem a possibilidade de duplicacao

desta informacgao, nao obteriamos uma descri¢ao holografica e nem se conseguiria recuperar
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Figura 2 — Uma particula de massa m se aproxima de uma superficie holografica. A superficie
limita a parte emergida do espaco, que contém a particula, e armazena dados que
descrevem a parte do espaco ainda nao emergida.
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Fonte: Verlinde, 2010.

a gravitacdo. Dessa forma, como ja dito anteriormente, Verlinde postula que a informagao
é armazenada em superficies que separam os pontos do espaco. Assim, tais superficies
tornam-se o local natural para se armazenar informagao sobre particulas que se movem
de um ponto a outro, ou em termos da superficie que separa estes pontos, de um lado
para outro. De um lado teremos espaco e a particula e do outro nada. Este conceito é
conhecido como espagco emergente, e ¢ um conceito radicalmente diferente do conceito de
espago do ponto de vista da Relatividade Geral. E assumido que a teoria microscépica
tenha uma noc¢ao de tempo bem definida e que sua dindmica seja invariante na translagao
temporal. Isto permite que se possa definir energia e, através da aplicagao de técnicas
de fisica estatistica, temperatura. Em conjunto com entropia associada a quantidade de
informacao, estas hipoteses formam os ingredientes basicos para o desenvolvimento desta

teoria.

7.1.1.1 Forga e Inércia

Inspirado pela derivacao de Bekenstein [10] para a formula da entropia de um buraco
negro, Verlinde propoe uma abordagem semelhante nao mais nas proximidades da area
de um buraco negro, mas em um espaco plano nao relativistico. Verlinde considera uma
pequena area de uma superficie holografica e uma particula de massa m que se aproxima
desta superficie do lado do qual o espago ja foi emergido (figura 2). Eventualmente
a particula se funde com os graus de liberdade sobre a superficie, mas antes que isso
aconteca, a particula influencia a quantidade de informacao que é armazenada na superficie.
Motivado pelo argumento de Bekenstein, Verlinde postula que a mudanca na entropia

associada com a informacgao na superficie vale

AS = 27kp, (7.7)
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quando

Arx = —, (7.8)

e dessa forma, Verlinde entdo reescreve a féormula para a variacido da entropia de forma um
pouco mais geral, assumindo que a mudanga na entropia préxima a superficie holografica

¢é linear com o deslocamento Az

AS::%WB%?AI. (7.9)

Para entender porque AS também é proporcional a massa m, considere a situagao
em que uma particula ¢ dividida em duas ou mais sub-particulas. Cada sub-particula
carrega entao sua propria mudanca na entropia associada apés um deslocamento Azx.
Como entropia e massa sao ambas aditivas, é natural entdao concluir que uma variacao
na entropia seja proporcional a massa. Mas como surge a for¢a nesse contexto? Segundo
Verlinde, utilizando-se da analogia de um processo de osmose através de uma membrana
semi-permeavel, quando uma particula tem uma justificativa entropica para estar de um
lado da membrana e a membrana apresenta uma certa temperatura, sobre a particula

atuard uma forca efetiva tal que

FAz = TAS, (7.10)

e esta é a forca entropica. Dessa forma, para que se tenha uma forca nao nula, faz-se
necessario uma temperatura diferente de zero. Da segunda lei de newton, sabemos que uma
forca nao nula leva a uma aceleracao diferente de zero. Mas é bem sabido que aceleracao e
temperatura estao intimamente relacionadas pela radiacao de Unruh. Como demonstrado,

um observador em um referencial acelerado experimentara uma temperatura tal que

kT = —— 7.11
B o ¢’ ( )

onde o parametro a representa a aceleracao. Verlinde entao assume que esta é a temperatura
associada a superficie holografica. Combinando a Eq. (7.11) com as Egs. (7.9) e (7.10),

obtém-se a segunda lei de Newton

F =ma. (7.12)

Segundo Verlinde, a equagao (7.11) pode ser entendida como sendo a temperatura
T necessaria para que se cause uma aceleragao igual a a, contraria a forma usual, em que

a temperatura ¢ causada pela aceleracao.
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Figura 3 — Uma particula de massa m préxima a uma superficie holografica esférica. A energia é
igualmente distribuida entre os bits ocupados, e é equivalente a massa M que deve
emergir dentro da parte do espaco encerrado pela superficie.
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Fonte: Verlinde, 2010.

7.1.1.2 Lei de Newton para a Gravidade

Para se derivar a lei de Newton para a gravitacao, Verlinde considera uma superficie
holografica esférica, onde no centro desta esfera encontra-se o objeto de massa M. Logo,
o numero total de bits é proporcional a area A da esfera holografica. Representando o

numero total de bits por N, Verlinde entao escreve que

Ac?

N = o (7.13)
onde é introduzida uma nova constante: G. Como veremos mais a frente, esta constante
serda identificada com a constante gravitacional de Newton, mas como ressaltado por
Verlinde, até este momento nao foi assumida a existéncia de uma forga gravitacional.
Entao, a tnica hipotese feita até aqui é a que diz que o ntimero de bits é proporcional a
area A. Verlinde entao assume que a energia, seja ela de qualquer natureza, é igualmente
dividida entre todos os bits. Logo a temperatura deste sistema ¢é determinada pela lei de

equiparticao

1
E = Nk, (7.14)

como a energia média por bit. Verlinde entao associa esta energia a

E=Mc, (7.15)

onde M representa a massa que deve emergir na parte do espaco circundada pela superficie
hologréfica. (veja a figura 3). Ainda que consideremos que a massa nao seja diretamente
visivel no espago emergido, sua presenca é notada através de sua energia. De (7.14) temos

que
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2F
Nkg’
e substituindo o resultado de (7.15) na equagao acima, teremos

T —

(7.16)

2M 2
Nkg’

e da expressao de N em (7.13) podemos reescrever que

T —

(7.17)

o2V an

AT R? 3kp’
onde usamos A = 47 R%. De (7.10) temos que T pode ser substituido por F(Az/AS).
Logo, de acordo com (7.7) e (7.8)

(7.18)

F— =220 " orky, (7.19)

F=G

o (7.20)

Como ressaltado por Verlinde, a lei de gravitacao de Newton foi recuperada a partir
de principios basicos desta teoria e joga uma nova luz sobre as origens desta forca: trata-se
de uma forca de natureza entrépica! Este talvez seja o principal resultado obtido por
Verlinde. Se verdade, tal resultado pode levar a profundas consequéncias sobre a natureza

do espago-tempo.

7.1.1.3 Inércia e Potencial Gravitacional de Newton

Em um segundo momento, Verlinde [5] mostra que até este ponto, a discussao se
deu de forma quase estatica, ou seja, nada até entao foi afirmado sobre como o espaco
se conecta em diferentes instantes. Para isso Verlinde reconsidera o caso em que uma
particula de massa m se aproxima da tela hologréafica. Esta massa deve surgir com os
graus de liberdade microscépicos sobre a tela, e dessa forma a massa sera feita dos mesmos
bits que estao na tela. Como cada bit contém %k:BT de energia, o nimero n de bits sera

determinado por

1
me* = 5nk:BT, (7.21)

e inserindo esta relacao na Eq. (7.9) e utilizando a Eq. (7.11), a variagdo da entropia pode

ser expressa em termos da aceleracao como

AS alAx
— =kp—— 7.22
n Boc2 (722)
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e dessa forma, Verlinde conclui que a aceleracao esta relacionada intimamente a um
gradiente de entropia. Ou seja inércia € uma consequéncia do fato de que uma particula
em repouso continuard em repouso porque, neste caso, o gradiente de entropia € nulo.
Dessa forma, Verlinde introduz o potencial newtoniano ¢ e escreve a aceleragdo como um

gradiente

i=-Vo, (7.23)

e isso permite expressar a variagao na entropia de forma concisa

AS Ao
— = —kp—, 7.24
n B9c2 ( )
e o potencial newtoniano passa a ter um importante papel nesta teoria, como argumentado
por Verlinde: ele matém o controle do esgotamento da entropia por bit. Além disso, o

potencial newtoniano estipula uma diregao preferencial no espaco, determinada por ﬁgb

7.1.1.4 Equagao de Poisson para uma distribuicao geral de matéria

Nesta parte de seu trabalho, Verlinde propoe uma superficie holografica equipo-
tencial fechada, contendo em seu interior uma distribui¢do de matéria dada por p(x),
com potencial newtoniano igual a ¢q. As particulas testes encontram-se todas do lado de
fora da superficie holografica fechada. Para explicar a forca que atua sobre as particulas
testes, novamente determinamos o trabalho realizado pela for¢ca e mostramos que este
trabalho pode ser naturalmente escrito em termos da variacao da entropia multiplicado
pela temperatura. No caso de simetria esférica, a temperatura sobre a superficie holografica
equipotencial é constante. Ja para este caso, nada neste sentido pode ser afirmado. Entre-
tanto, Verlinde argumenta que localmente podemos definir uma temperatura e entropia
por unidade de area. Verlinde entao define a temperatura localmente da seguinte forma:
posicionando-se uma particula teste proxima da superficie holografica equipotencial e

medindo sua aceleracdo. Com este raciocinio, Verlinde define a temperatura como:

@T:iﬁww, (7.25)

2t ¢

e aqui a derivada é feita no sentido da direcdo normal que aponta para fora da superficie
holografica. Verlinde ressalta que ¢ é introduzido como uma espécie de recurso para se
descrever a aceleracao local, mas nada foi dito sobre se ¢ satisfaz alguma equacao que
o relaciona com a distribuigdo de massa p(x). O proximo passo é a determinagao da
densidade de bits sobre a superficie holografica. Novamente Verlinde assume que esses
bits se distribuem de maneira uniforme. Logo a equagao (7.13) é generalizada da seguinte

forma
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3

C
AN = Z2dA, (7.26)

sendo que neste ponto, é imposto o andlogo da relagao de equipartigao proposta em (7.14).

Esta relagdo assumira a forma de uma expressao de integral para a energia tal que

1
E— -k /TdN 2
9 B s ) (7 7)

e substituindo o valor de E por Mc? = [, p(F)c*d>x e o valor de kgT pela expressdo (7.25),

teremos que

1 -

/V pF)ctd's = — /S Ve dA, (7.28)
onde V' é o volume encerrado pela superficie holografica. Esta ultima expressao nada
mais ¢ que a lei de Gauss para o campo gravitacional newtoniano. Segundo Verlinde,
esta relacao deve ser valida para qualquer superficie holografica fechada equipotencial.
Quando um bit de massa ¢é adicionado a regiao encerrada pela superficie S, por exemplo,
colocando-se uma particula com massa préxima a superficie holografica e em seguida
“empurrando-a” para dentro, a massa total M deve variar de acordo com esta adi¢gao. Essa
condicao s6 pode ser satisfeita de forma geral se o potencial ¢ satisfizer a equacao de

Poisson

V2¢(7) = 4rGp(7), (7.29)

ou seja, através de uma identificacdo natural para temperatura e densidade de informagao
sobre a superficie holografica, Verlinde destaca que as leis de gravitagdo newtoniana surgem

de uma maneira direta e natural.

7.1.1.5 Principio Hologréafico e Relatividade Geral

Neste mesmo trabalho [5], Verlinde continua a desenvolver suas ideias que relacio-
nam entropia e gravitagao. Através de um estudo bastante interessante, Verlinde também
demostra que o principio de equivaléncia e a equacao de Einstein podem ser obtidas e
entendidas a partir desta abordagem entrépica. Este estudo, infelizmente, se encontra além
das possibilidades deste trabalho, mas vale a pena ressaltar que tal investimento teorico ja
foi realizado. Outra excelente referéncia é o trabalho de Ted Jacobson [6] onde este obtém
as equagoes de Einstein nao a partir do conceito de métrica, mas como um fenémeno
entropico. Dessa forma, conclui Jacobson, a equagao de Einstein para a Relatividade Geral

passa a ser entendida como uma equagao de estado.
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8 Teoria Estatistica de Tsallis

8.1 Introducao

Ao longo da histéria, uma série de debates aconteceram entre os fisicos referente
as interpretacoes e controvérsias sobre os fundamentos da mecanica estatistica. Tal
situacao acabou por gerar posicoes contraditorias sobre o tema na comunidade cientifica
[76]. Em 1902, trés décadas ap6s Ludwig Boltzmann ter publicado seu primeiro trabalho
completo sobre mecanica estatistica, Josiah Willard Gibbs, no prefacio de seu Principios
Elementares em Mecéanica Estatistica [77], escreve: “Certainly, one is building on an
insecure foundation...” . Ainda nos dias de hoje, ndo é simples se sentir realmente
confortavel em relagdo aos fundamentos da mecénica estatistica obtidos a partir de seus
primeiros principios, segundo Tsallis [12]. Motivado por este pensamento, Tsallis entao
propoe uma generalizacao desta teoria fisica, generalizacao tal que veio a ser chamada de
Mecéanica Estatistica Nao-Extensiva. A principal caracteristica que diferencia esta teoria
em relacao a teoria de Boltzmann-Gibbs é a insercdo do parametro de nao extensividade
q. Quando g = 1, a estatistica de Boltzmann- Gibbs é recuperada, reestabelecendo-se as

caracteristicas de aditividade e extensividade peculiares a esta teoria.

Segundo Tsallis, juntamente com o conceito geométrico de simetria, nada mais
basico que energia e entropia merecem o titulo de pilares da fisica moderna. Ambas as
defini¢oes sao extremamente sutis. De qualquer maneira, energia se refere as possibilidades
enquanto entropia se refere as probabilidades destas possibilidades. Talvez um dos
conceitos fisicos mais intrigantes e motivadores para a comunidade cientifica seja o conceito
de entropia e sua conexao com calor, informacao e o proprio tempo. Esta tltima conexao
talvez seja a mais Obvia e, por isso mesmo, a mais dificil de se apropriar de forma plena.
Antes que o leitor desqualifique esta afirmacao, pense como seria o Universo se a entropia
nao fosse como ela se apresenta para nos? Somos capazes de imaginar um Universo nao
entropico? Acredito que ndo. Motivado por esta questao, passaremos ao préximo tépico,
onde Tsallis [12] discute as relagbes que existem entre simetria, energia e entropia e em

que estagio de entendimento destas relagdes nos encontramos.

8.2 Simetria, Energia e Entropia

Neste ponto, vamos focar sobre algumas conexoes entre trés conceitos chave da fisica:
simetria, energia e entropia (Figura 4). De acordo com Platao, simetria se encontra
em Topos Ouranos (céu), aonde se encontram todos os ramos da matemética - a ciéncia
das estruturas. Em contraste, energia e entropia se encontram em Physis (natureza).

Energia se refere as possibilidades do sistema enquanto entropia se refere as probabilidades

L' “Certamente, est4 se construindo (a teoria mecanica estatistica) sobre fundamentos incertos...”
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Figura 4 — Simetria, energia e entropia
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Fonte: Tsallis, 2009.

destas possibilidades. E correto dizer que energia trata de um conceito fisico bastante sutil.
Entropia é bascada nos “ingredientes” da energia, e dessa forma estd, epistemologicamente
) b
falando, um passo além. Provavelmente, por conta desta caracteristica, é que o conceito
) ) )
de entropia tenha surgido, na histéria da fisica, bem depois do surgimento do conceito de

energia.

As conexoes entre simetria e energia sao bem conhecidas. A invaridncia de Galileu
para as equacoes de Newton na mecanica classica desempenha um papel fundamental. A
energia se expressa de forma cinética para uma particula pontual, dada por p*/2m, onde p
representa o momento linear da particula e m a massa. Esta energia, embora apresente uma
unica forma, nao é universal, pois depende do valor de m. Se substituirmos a invariancia
de Galileu pela invaridncia de Lorentz, a forma da energia muda drasticamente para
(p>c® + m2c*)1/2 onde c representa a velocidade da luz no vécuo e mg a massa de repouso.
Em outras palavras, a mudanca na simetria esta longe de ser indcua: simplesmente faz com
que a fisica do sistema mude da mecanica newtoniana cléssica para relatividade especial.
O eletromagnetismo de Maxwell também esté profundamente relacionado a esta mesma
invariancia de Lorentz, tanto quanto a invariancia de calibre. Esta tltima desempenha um
papel fundamental também em eletrodinamica classica e quantica e teoria quantica de
campos. Ou seja, as profundas conexoes entre simetria e energia sao bastante conhecidas

na fisica contemporanea. Mudancgas em uma sao seguidas por mudancas na outra.

E o que dizer sobre as conexdes entre energia e entropia? Bem, estas também
sao bastante conhecidas. Elas naturalmente surgem em termodindmica na forma de
possibilidades e caminhos de transformacao de trabalho em calor e vice-versa. Tais

fendmenos sao bem conhecidos da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs.

Mas o que dizer das possiveis conexoes entre simetria e entropia? Este assunto vem
se mantendo imutavel ao longo da historia, provavelmente por conta da aparente caracte-
ristica universal que a férmula de entropia de Boltzmann-Gibbs apresenta, dependendo

de apenas uma constante universal, kg, a constante de Boltzmann. Esta caracteristica
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faz parecer que a entropia fisica deva ser universal e, obviamente, corretamente represen-
tada pela férmula da entropia de Boltzmann-Gibbs (e suas formas andlogas: continuas
ou quénticas). Tsallis argumenta que talvez esta afirmacao possa nao ser verdadeira e
procura mostrar em seu livro [12] que muitos tipos de entropia podem ser fisicamente e
matematicamente significativos. Mais ainda, Tsallis afirma que conceitos dindmicos como
a dependéncia temporal da sensitividade as condig¢oes iniciais, mistura, niveis de ocupacao,
podem causar fortes efeitos de tal maneira que, em alguns casos, a forma da entropia deva
ser modificada. A entropia de Boltzmann-Gibbs ainda tera uma posigao privilegiada. Serd
ainda a forma funcional correta para a entropia nos casos em que a dindmica nao-linear
microscopica é controlada por expoentes de Lyapunov positivos, que evidenciam uma
forte caracteristica cadtica do sistema. Se o sistema é tal que tal propriedade nao se
apresenta (por exemplo, quando o expoente maximo de Lyapunov se anula), entao a forma
funcional da entropia fisica do sistema, aparentemente, se apresenta de forma diferente da

tradicional forma de Boltzmann-Gibbs.

8.3 Teoria Estatistica de Tsallis

A primeira forma funcional para entropia foi proposta por Boltzmann [78, 79] nos
anos de 1870 e refinada alguns anos mais tarde por Gibbs [77] para sistemas mais gerais.
Para um conjunto com W estados, cada qual com sua probabilidade p;, a entropia de

Boltzmann-Gibbs, Spg, é escrita como

W
Spe = —kp Y _piln(p;), (8.1)

i=1

com a condi¢ao

w
=1

onde kg é a constante de Boltzmann. Para o caso em que as probabilidades de cada estado

sao iguais, (p; = 1/W) a equacgao (8.1) se torna

SBG = kBlTL(W), (83)

expressao esta esculpida no timulo de Boltzmann em Viena por sugestao de Planck. Uma
propriedade importante de (8.1) é a aditividade. Se um sistema for composto de dois
subsistemas A e B, com o nimero de estados denotados respectivamente por W4 e Wp, tal
que as probabilidades de cada estado sejam independentes, ou seja, pf}JrB = pf‘ij (V(i,7)),
entao a entropia Spg € aditiva, ou seja:

Spa(A+ B) = Spa(A) + Spa(B). (8.4)
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Segundo Tsallis, nao existe nenhum procedimento logico-dedutivo, nenhuma regra,
para a generalizacdo de qualquer teoria fisica. Tais generalizacoes ocorrem através de
metéaforas.? Tsallis entdo apresenta sua metafora para uma possivel generalizacao da teoria

estatistica de Boltzmann-Gibbs. Utilizando-se das seguintes defini¢oes (ver Apéndice B)

y=[1+(1—-qz]0-9 = e, (e] =e"). (8.5)
11
y = T = Ingz, (x > 0;lny = Inx), (86)

Tsallis entao postula sua generalizacao para a teoria estatistica de Boltzmann e Gibbs,

substituindo In(W) de (8.3) por:

S, = kplng(W), (8.7)

para o caso de probabilidades iguais p; para cada estado do conjunto {p;} de W. De forma

mais geral, Tsallis escreve a forma funcional generalizada da entropia da seguinte forma

Sy = ks (Ing(1/p2) (8.8)

utilizando-se da seguinte relagao

(Ing(1/pi)) = — ;pilnq(pi); (8.9)

e substituindo a equagao (14.14) nesta expressao, obtemos

(8.10)

Esta é precisamente a forma postulada em [80] como uma possivel generalizagao
para a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (figura 5). Esta forma generalizada ja
havia aparecido na literatura em aplicagoes para cibernética e teoria de controle. Tal
formulagao foi redescoberta de forma independente em [80], quando proposta pela primeira

vez como ponto de partida para a generalizacdo da mecanica estatistica.

2 Na opinido do autor desta tese, tal afirmacdo parece ser um tanto quanto pobre. Intuicao

talvez seja a palavra-chave. Segundo Einstein, “A imaginacao é mais importante que
o conhecimento”. Esta frase talvez tenha muito mais significado quando o assunto for
generalizacao de teorias.
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Figura 5 — A entropia S, com probabilidades iguais como fun¢do do nimero de estados W (com
k = 1), para valores tipicos de q.
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Fonte: Tsallis, 2009.

8.3.1 Propriedades
8.3.1.1 Nao-negatividade

Se existe certeza sobre o estado de um sistema, entdo uma das probabilidades
serd igual a 1 e todas as outras se anulam. Consequentemente, a entropia S, se anula
para todo ¢. Se nao existe certeza, entao pelo menos duas probabilidades sdo menores
que 1 (e maiores que zero). Dessa forma, 1/p; > 1, assim In,(1/p;) > 0,Vi (figura 6).
Consequentemente, analisando-se a equacao (8.8), imediatamente se segue que S, > 0

para todo q.

8.3.1.2 Extremos em Probabilidades Iguais

Pela mesma razao que para o caso da entropia de Boltzmann-Gibbs, para os casos
em que as probabilidades p; sao iguais, S, deve ser um extremo. Quando ¢ > 0, S, é
méximo e quando ¢ < 0, S, ¢ minimo [12]. Para o caso ¢ = 0, temos que a entropia S, se

torna constante. Neste caso, Sy é

So = k(W —1) (¥{p;}). (8.11)

8.3.1.3 Expansibilidade

Podemos concluir diretamente que S, é expansivel, ou seja

Sq(p17p27“'7pW70) :SQ(p17p27"‘7pW>‘ (812)
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Esta propriedade é facilmente verificavel a partir da definicao (8.10) se ¢ > 0. Para os
casos em que ¢ < 0, a soma em (8.10) se d4 somente para os termos em que a probabilidade

do estado é positiva, defini¢ao estabelecida por Tsallis em [12].

8.3.1.4 Nao-Aditividade

Se A e B sao dois subsistemas independentes, ou seja, se a probabilidade conjunta

satisfaz p;; ™" = p'pP (v(ij)), entdo
S(A+B)_S) | SUB) || S(A)S,B) o
kB /{?B /{?B kB kB

E devido a esta proriedade que, para ¢ # 1, Sy ¢ designada como nao-aditiva.
Entretanto, modifica¢oes drasticas acontecem quando dois subsistemas A e B sao corre-
lacionados de maneira especial. Como mostrado por Tsallis em [12], um valor de ¢ deve
existir tal que, estritamente ou assintoticamente (N — 00), S,(A + B) = S,(A) + S,(B).

Em outras palavras, a entropia nao-aditiva S, pode ser extensiva para ¢ # 1.

Dada a nao-negatividade de S, segue-se que, para sistemas independentes, S,(A +
B) > S,(A)+S,(B),seq<1,eS,(A+B) < S,(A)+S,(B) para ¢ > 1. Consistentemente,
0os casos ¢ < 1 e g > 1 sao chamados na literatura de super-aditivo e sub-aditivo,

respectivamente.

8.3.1.5 Concavidade e Convexidade

A derivada segunda da fun¢io continua x(1 — z971)/(q — 1) é negativa (positiva)

para ¢ > 0 (¢ < 0). Consequentemente, para ¢ > 0, temos que

11— (/a1 11 — g—1
pi[l— (p)] - Apz[l (pi)?~"]
qg—1 qg—1

AL ()
q—1

+(1—-X) (Vi,0 < A < 1). (8.14)

Aplicando-se 321", em ambos os lados desta desigualdade, obtém-se imediatamente que

Sq(pi) > ASg(pi) + (1 = N)Se(p7) (g > 0). (8.15)

Estas desigualdades sao invertidas para g < 0. Dessa forma, fica provado que .S, é concava
(convexa) para ¢ > 0 (¢ < 0). Um corolario imediato é que para o caso de probabilidades
iguais para todos os estados, correspondera a um maximo para g > 0, enquanto que para

q < 0 corresponderd a um minimo. (figura 7)

8.3.1.6 Conexao com a Derivada de Jackson

H& cerca de um século atras, o matematico Jackson generalizou o conceito de

derivada de uma fungao genérica f(z). Ele introduziu um operador diferencial D, tal que
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Figura 6 — A dependéncia de p da entropia quando W =2, S, = [1 —p? — (1 — p)?]/(¢ — 1) para
valores tipicos de ¢ (com S = —plnp — (1 — p)in(1 — p)).

0
0 02 04 06 08 |1
p

Fonte: Tsallis, 2009.

flgz) — f(z)

qr —

D,f(z) = (8.16)

e verifica-se imediatamente que Dy f(x) = df (x)/dx. Para q # 1, este operador substitui
a usual (infinitesimal) operacao translagao sobre a abcissa x da fungdo f(x) por uma

operacao dilatacao.

Abe destacou uma importante propriedade deste operador [81]. Da mesma forma

que podemos verificar facilmente que

d w
Spr = —— - 8.17
BG dx ;pz =1’ ( )
podemos verificar que
w
Sg==Dgy_1i| _, (8.18)
=1

Tsallis considera entao esta uma propriedade inspiradora [12], onde a usual operagao
translacao infinitesimal é substituida por uma operagao finita que, neste caso, é basica
para uma invariancia de escala. Desde que o postulado da entropia S, foi inspirado em

geometria multifractal, pode-se dizer que esta propriedade é bastante bem-vinda.
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9 Entropia de Tsallis, Aceleragcao Newtoniana Modificada e Relagao de Tully-
Fisher

9.1 Introducao

O recente formalismo desenvolvido por Verlinde [5], apresentado no capitulo 7,
deriva a aceleragao gravitacional através do principio holografico e da bem conhecida
lei de equiparticao de energia. A principal ideia por tras desta conjuntura é a de que
gravitagao pode ser considerada universal e independente dos detalhes da micro-estrutura
espago-temporal. Temos ainda uma importante extensao da teoria de Boltzmann-Gibbs
proposta por Tsallis [12, 80] também apresentada nesta tese no capitulo 8, onde uma nova
forma de entropia é apresentada. Dessa forma, um dos principais objetivos do trabalho
apresentado neste capitulo é o de redefinir o niimero de bits, especificado no trabalho
de Verlinde, de forma que este ntimero seja compativel com a entropia de Tsallis, tanto
quanto com a lei de entropia de area de Beckenstein-Hawking. As consequéncias sobre as

propriedades fisicas desta abordagem serdo discutidas ao longo deste capitulo.

Com o intuito de facilitar a leitura deste trabalho, vamos reescrever alguns resultados
j& apresentados nos capitulos anteriores, dedicados a uma revisao dos trabalhos de Verlinde
e Tsallis. Primeiramente, reescrevemos a expressao que relaciona o numero de bits N com

a area da superficie hologréafica A, dada por
A
p
onde [, representa o comprimento de Planck.

Temos também a relacdo de Unruh, que define a temperatura observada por um

observador comovente a um sistema com aceleragao prépria constante a, dada por

1h
kT = — 2. (9.2)

21 ¢

No cenario da estatistica de Tsallis, é possivel derivar uma versao nao-extensiva da

lei de equipartigao de energia [82]. Como resultado, foi obtido que

1
5—3q

e com este resultado foi derivado em [83] uma nova expressao para a constante gravitacional,

E,= NkgT, (9.3)

através do formalismo de Verlinde em um cenario de uma estatistica nao-extensiva,

denominada constante gavitacional efetiva (G,), tal que

9 —3q
2

Gy G, (9.4)
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onde GG é a constante gravitacional de Newton e ¢ o parametro de nao-extensividade.

Além disso, temos a expressao da entropia de Tsallis para o caso em que todos os
estados acessiveis apresentam a mesma probabilidade de ocorréncia. Esta entropia é dada

por

Wi —1
S, =kp— .
q B 1_q ’ (95)

onde W é o nimero de micro-estados acessiveis do sistema.

9.2 Aceleracao Gravitacional Modificada

Iniciaremos nossa proposta considerando inicialmente a estatistica de Boltzmann-
Gibbs. Da equagao (9.1) escrevemos uma relagao generalizada entre o ntimero de bits N e

a area da superficie holografica, tal que

A
N=— .
o (96)

onde () representa, em principio, um parametro. Vamos considerar o nimero de micro-

estados W dado por

W =cY, (9.7)

onde ¢; é o numero de graus de liberdade internos da superficie holografica. Em uma
estatistica de Boltzmann-Gibbs, a entropia S é dada por S = kgln(W). Utilizando a

equagao (9.7), teremos

S =kgNin(c¢y), (9.8)

e através da formula de Beckenstein-Hawking, que diz que S = kgA/ 4l§, podemos obter o

numero de bits N como funcao da area A e mostrar que

A A
N= 412In(cy) - Q’ 9:9)

onde Q = 4l2In(cy). Se definirmos 4 In(c;) = 1 entdo recuperamos a definicao usual do
nimero de bits, dado por (9.1). E importante observar que, no contexto da estatistica
de Boltzmann-Gibbs, o parametro () é uma constante, ou seja, nao depende da area da

superficie holografica.

A generalizacdo da entropia de Boltzmann-Gibbs e, consequentemente, a obtencao
de uma relagdo mais geral para o numero de bits descrita pela equagao (9.6), é bastante

direta. Para se alcancar este objetivo, utilizaremos a férmula da entropia proposta por
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Figura 7 — Gréfico da aceleragao gravitacional modificada normalizada em func¢do da distancia
radial normalizada para diferentes valores de ¢. Na figura temos que @ = a/(GM/2I?)

e R=R/\/12/m.
20+
15+

10

o
T

q=0.0
q=0.5
R— 9=09

Tsallis em um ensemble microcandnico (como feito ja de forma similar em [84] e [85]).

Entao, utilizando-se da equagdo (9.7) em conjunto com (9.5), obtemos que

N(1-q)

—1 A

kgt = kp— 1
57 —q B4lg (9.10)
In [1+ (1 - q)A/412]

(1 —q)in(c1)

—- N =

Podemos recuperar a férmula usual para o nimero de bits, equagao (9.1), no limite
q — 1 se usarmos [n(c;) = 1/4 na equagao (9.10). Um resultado similar para o valor de ¢;
foi obtido por Padmanabhan em [86]. Dessa forma, podemos generalizar a equagao (9.9)

no contexto da estatistica de Tsallis. Como resultado obtemos

n 1+ (1—q)A/42]
B (1-9)j ’

e vale ressaltar que, para um dado valor de A, o nimero de bits N na equagao (9.11) é

(9.11)

agora uma funcao do parametro de nao-extensividade gq.

Utilizando-se da generalizagao do ntimero de bits, equagao (9.11), em conjunto
com as equagoes (9.3) e (9.2) e definindo-se E, = Mc?, podemos obter uma aceleragio

gravitacional absoluta modificada no contexto da estatistica de Tsallis, tal que

B T (5-39)(1 -9
“ = Gleg In [1+(1—q)A/42] (5-12)
T (5-3¢)(1—q)
20 [14 (1 - g)rR?/2]
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Figura 8 — Grafico em 3D da aceleragao gravitacional modificada normalizada em fungao da dis-
tancia radial normalizada e para uma variagao de ¢ de 0 a 0.9 onde @ = a/(GMm/212)

e R=R/, /1127 /7. Podemos perceber que a diminui & medida que ¢ aumenta. A figura
apresenta todo o cojunto de curvas (atd ¢ = 0.9) mostradas na figura 8.

onde consideramos que A, a area da superficie holografica, ¢ igual a 47 R?. Podemos ver
que no limite ¢ — 1 reobtemos a = GM/R?. Na figura 8 ¢ construido o grafico em duas
dimensoes que mostra a aceleragao gravitacional modificada normalizada, (equagao (9.12)),
como funcio da distancia radial normalizada R para trés diferentes valores de ¢. Na figura
9 temos o correspondente grafico em trés dimensoes, ou seja, o conjunto de curvas obtido

na figura 8 para valores continuos de q.

Das figuras 8 e 9 podemos observar claramente que o valor absoluto da aceleracao
gravitacional decai a medida que o valor do parametro ¢ aumenta. Este ¢ um novo
resultado [2]. Baseando-se somente na equagao (9.12), um observador poderia concluir
que o parametro de nao-extensividade ¢ é o parametro que define a forma como objetos

massivos se atraem mutuamente.

9.3 Teoria Newtoniana Modificada (MOND) e Relacao de Tully-Fisher Nao-Extensiva

A grande virtude da teoria MOND (Modified Newtonian Dynamics) [87, 88, 89],
se deve, principalmente, a capacidade de explicar grande parte das rotagoes de galaxias.
Esta teoria reproduz muito bem a conhecida relacao de Tully-Fisher [90]. Dessa forma, a
teoria MOND pode ser uma alternativa ao modelo de matéria escura. Entretanto, esta
teoria apresenta problemas de previsao dos padroes de temperatura de aglomerados de
galaxias (galaxie clusters) quando confrontados com os dados observados em cosmologia.
Além disso, se podemos afirmar que a relacao usual de Tully-Fisher nada mais é do que o
limite de ¢ — 1 da sua versdo ndo-extensiva, o que seria esta versio nao-extensiva? E o

que pretendemos explicar nos paragrafos seguintes.

De forma resumida, MOND ¢ basicamente uma modificagao da segunda lei de
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Newton onde a forca pode ser escrita como

F=mpu (;()) a, (9.13)

onde ag é uma constante que serd definida pouco mais adiante. p(z) ~ 1 para z >> 1 e
p(z) = x para x << 1. Por simplicidade, é comum assumir que a varia¢do de p(x) entre

os limites assintoticos acontece de maneira abrupta em z =1 ou a = ay.

No que se refere ao movimento rotacional de galdxias, temos que a relagao usual
de Tully-Fisher ¢ dada por v? = v/GMayg, onde ag, a constante da teoria MOND, vale

ap ~ 1.2-10"8cm/s>.

Em [91] a teoria MOND foi obtida através da abordagem de Verlinde para gravitagao

entropica. Basicamente foi considerado que a fragao de bits com energia zero é dada por

Ny T

—=1-—=, 9.14

N T (9.14)
onde N representa o nimero total de bits, Ny o nimero de bits com energia zero e T, a
temperatura critica. Para T' > T, temos Ny = 0. Consequentemente, no regime MOND, o

nimero de bits N com energia diferente de zero para uma temperatura 7' < T, é

_ T
N=N-No=Nr. (9.15)
e substituindo o ntimero de bits N com energia diferente de zero de (9.15) em (9.3) e

considerando E, = Mc?, teremos que

1 T
= N—kgT 9.16
g N, (9.16)

e utilizando as equagoes (9.11) e (9.2) em (9.16), obtemos

Mc?

a<“>ZCM4” G=3¢g-q) (9.17)

ao 2210 1+ (1 - q)A/422]

Qg

e, consequentemente, temos que

QZJGMmﬂT (5=3¢)1 =) (9.18)

200 [1+ (1 g)mR2/2]

onde ag é dado por ag = 2wckgT,./h e consideramos A = 47 R? na equagao (9.17). Dessa
forma, obtemos uma férmula para aceleragdo em teoria MOND no contexto da estatistica
de Tsallis em (9.18). Vamos entdao analisar as consequécias fisicas deste tltimo resultado

em detalhes.
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Para se recuperar a estatistica de Boltzmann-Gibbs, tomamos o limite ¢ — 1.

Assim teremos que

L Bdg-q 2
lin 14 (1—gmR2/E] 7R

(9.19)

e, substituindo este resultado em (9.18), teremos

1i . GMCLO
ql—IH “= R
que nada mais é que a relagdo de Tully-Fisher dividida por R. Dessa forma

(9.20)

02

tl}i_r}r% =4, (9.21)
que é um resultado esperado ja que confirma a primeira hipétese MOND. Logo, podemos
concluir deste ltimo resultado que a aceleragao dada por (9.18) é a acelerac¢ao de rotagao
da galdxia onde, no limite de Boltzmann-Gibbs, é a aceleracao centripeta da galaxia.

Entao, podemos escrever

2 _ 1—
Dy [GMag E-39-9) (9.22)
Sin 1+ (1 - qrR2/i2]
ou seja
T R? 5—3q)(1—gq
vip = |GMag o7 ( I 3 nE (9.23)
b In |1+ (1 - q)rR2/i2]

que pode ser entendido como a versao nao-extensiva da relacao de Tully-Fisher. No
limite de Boltzmann-Gibbs, utilizando-se a Eq. (9.19), teremos que v? = /G May. E
importante notar que em (9.23) a relacao de Tully-Fisher ndo-extensiva é dependente de R.
Esta dependéncia nao é uma propriedade dada pela teoria MOND, mas sim pela versao
nao-extensiva. Este é um novo resultado na literatura [2]. Acreditamos que podemos

utilizar a Eq. (9.23) para obter intervalos validos para o valor de g.

Observagoes astronomicas relativamente recentes tém demonstrado que, para

galaxias em forma de disco, a quarta poténcia da velocidade de estrelas com movimento

4

circular em torno do ntcleo da galaxia, v, ;.co-

¢ proporcional a luminosidade L da propria

galaxia, apresentando uma precisao com mais de duas ordens de magnitude em L. Em

4
nucleo

o M, ou seja, obedece a relagdo de Tully-Fisher. Entretanto, existe

outras palavras, v

4
nucleo

x L. Como L é proporcional a massa M da galaxia, podemos
concluir que v

uma dependéncia sobre a distancia da estrela até o centro da galaxia, como exigido pela

2

lei Newtoniana v7 ..,

= GM/r em movimentos circulares. Com o objetivo de se corrigir

este desvio da lei de Newton, astronomos supdem que existam halos em torno da galéxia
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Figura 9 — Grafico em 3D da relagdo de Tully-Fisher nao-extensiva, . e., a velocidade de rotagao
7? = v?/\/GMao/2 em fungao da distancia radial R = R/,/l2/m para diferentes
valores de ¢, referente ao comportamento de v? como funcao de g e R.

preenchidos com matéria escura e distribuidos de tal forma que satisfazem a relacao de
Tully-Fisher para cada situagao especifica. Podemos ver claramente um cenario diferente
na versao nao-extensiva da relagdo de Tully-Fisher expressa em (9.23), onde a velocidade
de rotacao depende da distancia R. A investigacdo das consequéncias da matéria escura
que a equagao (9.23) pode trazer é outra pesquisa em andamento. Nas figura 10 podemos
ver claramente que a versao nao-extensiva da relagao de Tully-Fisher possui dependéncia
em R, ao contrario da versao usual. Podemos notar que a velocidade de rotagao (v?)
aumenta conforme R também aumenta e ¢ diminui. Proximo ao limite da estatistica usual

de Boltzmann-Gibbs, a velocidade diminui conforme R e ¢ aumentam simultaneamente.

9.4 Equagao de Friedmann Modificada

A equagao (9.12) representa a expressao termodinamica para a aceleracao Newto-

niana. Dessa forma

m (5—3¢)(1—q)

R:(I/tT:— 5 )
) 202 In [1 +(1- q)7ra27“2/l12)}

(9.24)

onde R é o raio fisico da superficie hologréfica, que pode ser escrito como R(t,r) = a(t)r,
onde a(t) é o fator de escala da métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e r
representa a coordenada radial comovente. Baseado em [92], a aceleragao em (9.24) resulta

da massa ativa gravitacional, conhecida como massa de Tolman-Komar [93, 94] dada por

4 3
M = gasrs (p + c];) : (9.25)
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que é proporcional a funcao de escala. Substituindo-se a equagao (9.25) em (9.24), obtemos

a equagao modificada de Friedmann no contexto da estatistica de Tsallis, expressa por

. 2 . .
a » c“/ In [1 + (1 - q)7ra2r2/l§]

onde, ao calcularmos o limite de ¢ — 1 em (9.26), obtemos a equagdo de Friedmann usual

e neste ponto, é importante mencionar que, para que se reproduza a equacao usual de
Friedmann no limite de ¢ — 1, é necessario introduzir o sinal negativo no lado direito da
equagao (9.24). Além disso, as equagoes nao-extensivas de Friedmann obtidas em [95] e
[96] foram construidas pela substituigdo da constante gravitacional usual pela constante

gravitacional efetiva definida em (9.4). Em [95, 96|, o nimero de bits, definido pela equagao

(9.1), nao foi modificado.

A coordenada radial comovente r em (9.26) pode ser eliminada, utilizando-se o

raio dindmico de horizonte aparente [97, 98| definido por

Re=ar=——0o (9.28)

JH? 4+ B
onde H = a/a representa o parametro de Hubble e k denota a curvatura do espago,
com k = 0,1, —1, correspondendo a curvatura de um universo plano, fechado e aberto,
respectivamente. Logo, substituindo a equacao (9.28) em (9.26) e considerando-se ainda o

fato de que d/a pode ser escrito como d/a = H + H2, obtemos

kY 2 1
(H2+a2> (H + H?) In [1—1—%(}]2_‘_%)(1—(])] = (9.29)
2722 3p
e (5 =391 -G (p + CQ) :

que nos mostra uma equacao diferencial extremamente nao linear para o parametro de

Hubble como fungao de gq.
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10 Consideragoes Cosmolégicas em Estatistica de Kaniadakis

10.1 Introducao

Como no trabalho apresentado no capitulo anterior, apresentaremos a seguir
uma analise do trabalho de Verlinde, uma teoria MOND e uma equacao de Friedmann
modificadas considerando-se a estatistica de Kaniadakis [13]. No limite em que o pardmetro
K, que caracteriza a estatistica de Kaniadakis, tende a zero, recuperamos a usual estatistica
de Boltzmann-Gibbs. Também sera apresentado uma versao da relagao de Tully-Fisher no

contexto de Kaniadakis.

10.2 Estatistica de Kaniadakis

No cenario de uma estatitica de Kanadiakis, é possivel derivar o teorema kappa de

equiparticdo de energia [99], que pode ser expreso como

1o (1+3) Tl-Dr(s+i)
2 (1+2k) 2D (£ +3)T (£ - 1)

onde intervalo para possiveis valores de k é 0 < k < 2/3. Para k = 2/3 (valor critico), a

E, = kgT, (10.1)

expressao da lei de equiparticao, equacao (10.1), diverge devido a fungdo Gama. Para

k =0, a lei de equiparticao de energia classica é recuperada.

Podemos aplicar no formalismo de Verlinde a expressao (10.1) para obtermos a
versao k da aceleracao gravitacional entropica. Podemos entao escrever uma formula para

a aceleracao entropica modificada. Como resultado obtém-se

M
a=Gy s (10.2)

onde G, representa uma constante gravitacional efetiva, escrita como

(1+3r) 2D (2 +3)0 (£ -1
G, = (1+ﬁ) F(1_3)F(1+1>G7
2 2K 4 2Kk 4

e no limite em que k — 0 recuperamos o valor cldssico da constante gravitacional G.

(10.3)

A bem conhecida estatistica de Kaniadakis, de forma andloga a estatistica de
Tsallis, generaliza a tradicional estatistica de Boltzmann-Gibbs ao introduzir as fungoes

k-exponencial e k-logaritmo, cujas definicdes sao, respectivamente

en(f) = (\/1+/<02f2—|—/£f)n, (10.4)

() =TI (10.5)

Jun
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e as seguintes propriedades sao satisfeitas

In(expa(f)) = eapeing(f)) = f. (10.6)

e das equagbes (10.4) e (10.5), podemos notar que o parametro k altera as definigdes usuais

das funcoes exponencial e logaritmo. A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

W 1+k _ 11—k

i K

que recupera a entropia de Boltzmann-Gibbs no limite em que x — 0. E importante neste
momento comentar que a entropia de Kaniadakis satisfaz as propriedades de concavidade,
aditividade e extensividade. Além disso, a estatistica de Kaniadakis tem se mostrado bem
sucedida quando aplicada em muitos fendomenos experimentais, tais como raios coésmicos
[14], efeitos cosmicos [100], plasma de quark-gluons [101], modelos cinéticos que descrevem
um gés de atomos e fétons interagentes [102] e modelos financeiros [103]. Formulagoes

nao-extensivas de gravidade entrépica vém sendo desenvolvidas através dos ultimos anos
[104, 105, 106].

Utilizando o modelo microcanonico, onde todos os estados apresentam probabilida-

des iguais de ocorréncia, a entropia de Kaniadakis toma a seguinte forma [13, 14]

We — W+
pu— k _— 1 .
S. =kp P , (10.8)

onde no limite kK — 0 é recuperada a entropia de Boltzmann.

Iniciaremos nossa proposta considerando inicialmente a estatistica de Boltzmann.
Da equagao (9.1), escrevemos novamente uma relacao generalizada entre o ntimero de bits

e a area da superficie hologréfica, a saber

A
N = @ (10.9)

onde () representa, em principio, um parametro. Da mesma forma que no trabalho
apresentado no capitulo anterior, vamos considerar o niimero de micro-estados W dado

por

W =cl, (10.10)

onde ¢; é o nimero de graus de liberdade internos da superficie holografica. Em uma
estatistica de Boltzmann-Gibbs, a entropia S é dada por S = kgln(W). Utilizando a

equagao (10.10), teremos

S = kpNlin(cy). (10.11)
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Como realizado anteriormente, podemos ainda, através da férmula de Beckenstein-
Hawking, que diz que S = kgA/ 4l§, obter o nimero de bits N como funcao da area A e

mostrar que

A A
N=_“ = 10.12
4i2ln(er)  Q ( )

onde Q = 4l2In(cy). Se definirmos 4 In(c1) = 1 entdo recuperamos a definicdo usual do
niumero de bits, dado por (9.1). Mais uma vez, é importante observar que, no contexto da
estatistica de Boltzmann-Gibbs, o parametro () ¢ uma constante, ou seja, nao depende da

area da superficie holografica.

A generalizacao da entropia de Boltzmann-Gibbs e, consequentemente, a obtengao
de uma relagdo mais geral para o niimero de bits descrita pela Eq. (9.6) é bastante direta.
Para se alcangar este objetivo utilizaremos a férmula de entropia proposta por Kaniadakis
em um ensemble microcanonico (como feito ja de forma similar em [84] e [85]). Entéo,

utilizando-se da Eq. (10.10) em conjunto com (10.8), obtemos que

eNe — e Nm A
kpt——"— =kp— 10.1
B 2K B4l§’ (10.13)

In

KA K2A2
N 42 - 1611 - 1}
— —

Tl : (10.14)

e podemos recuperar a férmula usual para o nimero de bits, Eq. (9.1), no limite xk — 0 se
usarmos [n(c;) = 1/4 na equagao (10.14). Dessa forma, podemos generalizar a equagao

(10.12) no contexto da estatistica de Kaniadakis. Como resultado obtemos

Ain |5+ [ +1]
N = , (10.15)
K

e novamente vale ressaltar que, para um dado valor de A, o niimero de bits N na equagcao

(10.15) é agora uma funcao do pardmetro .

Utilizando-se da generalizacao do nimero de bits, equagao (10.15), em conjunto
com as equagoes (10.1) e (9.2) e definindo-se E,, = Mc?*, podemos obter uma aceleragao

gravitacional absoluta modificada no contexto da estatistica de Kaniadakis, onde

0= GMZ (1+3)2eT (2}‘ - ~3) . 7 (10.16)
2K

55 T i e + o

onde consideramos que A, a area da superficie holografica, é igual a 47 R?. Podemos ver

N

o
)T (5 +

[0

INICR NS
| s

que no limite x — 0 reobtemos a = GM/R?. Na figura 10 é construido o grafico em duas
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Figura 10 — Gréfico da aceleragao gravitacional modificada (@) em fun¢ao do parametro k para
diferentes valores de R. A linha azul corresponde a R = 1.0, linha amarela a R = 2.0,
linha verde correspondendo a R = 3.0 e a linha laranja a R = 4.0. Na figura temos
que @ = a/(GM/1?).

Fonte: Legenda da foto.

dimensoes que mostra a aceleragao gravitacional modificada normalizada, Eq. (9.12), como
funcao do parametro k para diferentes valores de R. J4 a figura 11 apresenta valores da
aceleracio gravitacional modificada em funcao da distancia radial normalizada R para trés
diferentes valores de k. Na figura 12 temos o correspondente grafico em trés dimensoes,

ou seja, o conjunto de curvas obtido na figura 11 para valores continuos de .

Das figuras 11, 12 e 13 podemos observar claramente que o valor absoluto da
aceleracao gravitacional decai a medida que o valor do parametro x aumenta. Baseando-se
somente na equagao (10.16), um observador poderia concluir que o parametro k é o

parametro que define a forma como objetos massivos se atraem mutuamente.

10.3 MOND e Relacao de Tully-Fisher na Estatistica de Kaniadakis

Como ja mencionado anteriormente, em [91] a teoria MOND foi obtida através da
abordagem de Verlinde para gravitacao entropica. A proposta aqui consiste em aplicar a

mesma metodologia desenvolvida no capitulo 8 para a entropia generalizada de Kaniadakis.

Podemos entao escrever uma expressao para a lei de equiparticao de energia,

considerando a Eq. (9.15) para T < T, representada por

1
Mc* = 5(N — No)kgT, (10.17)

e de (9.15) podemos escrever que
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Figura 11 — Gréfico da aceleragdo gravitacional modificada (@) em funcao da distancia radial R
para diferentes valores de k. A linha azul corresponde a x = 0.1, linha amarela a
x = 0.25, linha verde correspondendo a k = 0.4. Na figura temos que @ = a/(GM/lg).

a

Fonte: Legenda da foto.

Figura 12 — Gréafico em 3D da aceleragio gravitacional modificada (@) para uma variacao de x de
0 a 0.66, onde @ = a/(GM/ l}%). Podemos notar que @ decresce conforme s aumenta.
Esta figura mostra todo o conjunto de curvas (até R = 4) mostradas na figura 11.

Mc* = SN kpT, (10.18)
e a Eq. (10.1) pode ser escrita como
N (1) T(E-HT(A D
G pRa T

onde, ao utilizarmos a expressao de temperatura Unruh (9.2), teremos

N (1+%) T(E-DT(%+5) 11 m?
MCQ_Q(HZ’%) 2D (% +3) 0 (& = ) kplodn (10.20)

De [91] temos ainda que
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FLCLO

L= (10.21)
2mckp
e substituindo a Eq. (10.15) em (10.20) teremos que
l {”A + /24 1] 5 1o 3\p(L gt
L AR LA e o e LG LT
(1+ 2“) QK/F(QK + 4)F(2n 4) 0

= a(2) oy U2 ()T - 3) " (10.23)

o) T ) T )T G i ]
=a= |GMaye (+3) 2T (e +3) T (5~ 3) " (10.24)

b (1+%) T(%-3)T(+1) [7;1*3 R 1] 7

onde G = ¢*I2/h, ag é dado pela Eq. (10.21) e consideramos A = 47 R* na equacao (10.23).
Dessa forma, obtemos uma férmula para aceleracdo em teoria MOND no contexto da
estatistica de Kaniadakis em (10.24), i.e, para o caso em que p(z) ~ x. Vamos entao
analisar as consequécias fisicas deste ultimo resultado em detalhes. Usando o limite em

que k — 0 em (10.24), obtemos que

. GM&O
que nada mais é que a relagdo de Tully-Fisher dividida por R. Dessa forma
. v?
’lg%a =7 (10.26)

que é um resultado esperado, ja que confirma a primeira hipétese MOND. Logo, podemos
concluir deste ultimo resultado que a aceleragao dada por (10.24) é a aceleragao de rotagao
da galdxia onde, no limite de Boltzmann-Gibbs, é a aceleracao centripeta da galaxia.

Entao, podemos escrever

1

i) " (10.27)
1 ’ .

4

que pode ser entendido como a versao de Kaniadakis para a relacao de Tully-Fisher. No
limite de Boltzmann-Gibbs, utilizando-se a equacao (10.27), teremos que v> = /GMaq. B
importante notar que em (10.27), a relacdo x de Tully-Fisher é dependente de R. Esta
dependéncia nao é uma propriedade dada pela teoria MOND, mas sim pela versao . Vale

destacar que nao estamos propondo a exata lei da teoria MOND. Obtemos uma forma
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Figura 13 — Gréfico da velocidade de rotacio modificada de galdxias (72 em funcio de x para

diferente valores da distancia radial R. A linha azul corresponde a R = 1.0, linha
amarela a R = 2.0, linha verde a R = 3.0 e a linha laranja a R = 4.0. Na figura

temos que 7% = v*/,/GMay/12.

Figura 14 — Gréfico da velocidade de rotacdo modificada de galaxias (72 em funcdo de R para

diferente valores do pardmetro x. A linha azul corresponde a x = 0.1, linha amarela
a k = 0.2, linha verde a k = 0.3, a linha vermelha a k = 0.4 e a linha roxa

correspondendo a k = 0.5. Na figura temos que v? = v?/, /GMag/12.

VZ

=|

propria para se construir a relagao de Tully-Fisher. Este é um novo resultado na literatura
[13]. Acreditamos que podemos utilizar a equagao (10.27) para obter intervalos validos

para o valor de k.

Na figura 13 podemos ver claramente que a versao x da relagao de Tully-Fisher
possui dependéncia em R, ao contrario da versao usual. Podemos notar que a velocidade
de rotagdo (v?) aumenta conforme R também aumenta e x apresenta valores inferiores.
Préximo ao limite da estatistica usual de Boltzmann-Gibbs, a velocidade diminui conforme
R e k aumentam simultaneamente. E importante ressaltar que, qualquer que seja o valor

de R, quando x = 0, a velocidade de rotagao apresenta o mesmo valor renormalizado,

igual a 1. De fato, v? = \/GMag/l% para k = 0 e para qualquer valor de R. Na figura 14,

2

»» @.€., uma curva para cada valor

apresentamos valores de 7% como funcoes de R = R/l
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10.4 Equacao de Friedmann Modificada

A equagao (10.16) representa a expressao termodindmica para a aceleragdo newto-

niana. Dessa forma,

—3) " . (10.28)

d<t)_GMW(1+§>2/<;F<21H+Z)F(21R_D §
I lg (1 + %) I (i - %) I (i + i) n {”“”12(15)7"2 + H2w2tlz§(t)r4 i 1]

B

. (10.29)

onde R é o raio fisico da superficie hologréfica, que pode ser escrito como R(t,r) = a(t)r,
onde a(t) é o fator de escala da métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e r
representa a coordenada radial comovente. Baseado em [107], a aceleragdo em (10.29)

resulta da massa ativa gravitacional de Tolman-Komar [93, 94] dada por
A 45 4 3p
M = ST <p + 02> , (10.30)
que ¢é proporcional a funcao de escala. Substituindo a Eq. (10.30) em (10.29), obtemos a

equacao modificada de Friedmann no contexto da estatistica de Kaniadakis, expressa por

ArG 7ra2T2< 3p) <1+%) Q’fr(i % i
(+8) Tl DT

Y

In |:m7raj2(t)r2 + /@27r2(llf(t)r4 +1
P

onde calculando o limite em que k — 0 em (10.31), obtemos a equagao de Friedmann usual

a 4rG 3p
- = — . 10.32

a 3 (p i c? ) ( )
A coordenada radial comovente r em (10.31) pode ser eliminada, utilizando o raio

dindmico de horizonte aparente [98] definido por

= — 10.33
=t (10.33)
e substituindo a equagao (10.33) em (10.31) e considerando ainda o fato de que d/a pode

ser escrito como d/a = H + H?, obtemos
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N LR P (1+3)
N 3 12 H? c? 5
P 2

K

X
Kmc2a? K2m2ctal
in { zaz Tl dEr T 1}

que nos mostra uma equacao diferencial extremamente nao linear para o parametro de
Hubble como func¢ao de . Se expandirmos o denominador do lado direito da equagao

(10.34) e eliminamos termos de []; onde n > 2, temos que

. Ar G,
H+ 2= WgG <p+3p>, (10.35)

c2

onde a constante gravitacional efetiva G, é dada por (10.3).
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11 Parametro de Immirzi em LQG e Estatistica de Kaniadakis

O parametro de Immirzi corresponde ao conjunto de parametros tinicos de trans-
formacgoes candnicas relacionadas as variaveis canonicas da teoria cldssica. A saber, para
todo ~, as equagoOes classicas de movimento da relatividade geral sao irrefutaveis. No
nivel quantico, podemos dizer que v corresponde a ambiguidade de quantizacao da teoria.
Existe uma teoria quantica real para cada «y real e positivo [84]. Isto pode ser computado
pela contagem do nimero de micro-estados em LQG. A geometria quantica de uma segao
transversal do horizonte de eventos de um buraco negro em LQG ¢ descrita pela topolo-
gia de uma dupla esfera com defeitos, chamados de “perfuracées”, do inglés punctured,
que carregam numeros quanticos de “spin” dotados pelos limites da rede de spin que
representam a geometria quantica de bulk. Uma forma de se calcular o parametro de
Immirzi, solucionando-se o problema mencionado anteriormente, pode ser através da lei de
entropia de area de Beckenstein-Hawking [108] onde, nos procedimentos usuais adotados,
considera que esta lei de entropia tem sua origem na entropia de Boltzmann-Gibbs. No
trabalho apresentado neste capitulo, sera proposta uma modificacao no método mencionado
anteriormente de modo tal que a entropia de Beckenstein-Hawking sera uma consequéncia
da estatistica de Kaniadakis [13].

O espaco de Hilbert da LQG é formado pela rede de spins. No caso da gravidade,
redes de spins sao diagramas cujas bordas sao caracterizadas por representacoes do grupo
de calibre SU(2). Se a superficie for intersectada por uma borda de uma rede de spin

caracterizada pelo nimero quantico j, entao a area quantica do buraco negro é dada por

a(j) = 8mlyy\/j(j + 1), (11.1)

onde 7 representa o parametro de Immirzi e j, o nimero quantico de spin ji, ..., jy das N
14 3
9 57 1’ 5, cee
Estes j’s representam as bordas das redes de spin. Da Eq. (11.1) podemos concluir que a

perfuracoes, pode assumir valores como 0 , i.e., a representagao do grupo SU(2).
area do horizonte de eventos de um buraco negro pode ser formada por um grande niimero

de bordas de rede de spin que perfuram a superficie.

A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

W 1+4+k 11—k
P — D
SH — _kB Z I )

7

(11.2)

que recupera a entropia de Boltzmann-Gibbs no limite em que x — 0. Utilizando o modelo
microcanonico, onde todos os estados apresentam probabilidades iguais de ocorréncia, a

entropia de Kaniadakis toma a seguinte forma [13, 14]

S, = kBW;:V. (11.3)
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Com o objetivo de obtermos uma nova expressao para o parametro de Immirzi, con-
sideraremos primeiramente a estatistica de Boltzmann-Gibbs. O ntimero de configuragoes

(micro-estados) em uma superficie perfurada é dado por

W = ﬁ(an+1), (11.4)

n=1
onde o termo (2j, + 1) na Eq. (11.4) representa a multiplicidade do estado j. Podemos
mostrar que as configuragoes mais importantes que contribuem na Eq. (11.4) sdo aquelas
nas quais o valor mais baixo de spin domina. Denotando-se o valor minimo de spin como

Jmin, entdo da Eq. (11.4) teremos

W = (2jmin + DV, (11.5)
e da Eq. (11.1) podemos obter o nimero de perfuragoes em uma superficie de drea A,

dado por

A B A
Cinin) ~ 872 a1 1)

Na estatistica de Boltzmann, a entropia é dada por S = kginW. Logo, substituindo

N = (11.6)

(11.5) nesta expressao, temos que

e igualando a lei de entropia de Beckenstein-Hawking, que diz que Spy = kgA/ lg, a
Eq. (11.7) e utilizando-se ainda da Eq. (11.6) e de que jnm = 1/2 (a contribuigao
mais importante do ponto de vista estatistico, j& que o spin 1/2 denota a mais baixa

representagao nao trivial de SU(2)), obtemos o seguinte pardmetro de Immirzi

_In2
’7_7_(_\/3'

Podemos generalizar o procedimento anterior e, consequentemente, obter uma

(11.8)

relacdo mais geral para o pardmetro de Immirzi. Para alcancarmos este objetivo (e
podemos ver abordagens semelhantes descritas em [84, 85]), usaremos a entropia de
Kaniadakis do modelo microcanénico. Utilizando de (11.5) e da entropia de Kaniadakis
(11.3), obtemos

(2min + DN — (2fmin + 1)7V% A
- i 11.
i 2K hs 4l]2)’ (11.9)

In [Zé‘ + ";2(5%2 + 1}
KIn (2jmin + 1)

—~ N = : (11.10)
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e substituindo j,,;, = 1/2 na Eq. (11.10), entao o nimero de perfuracoes é dado por

n

KA K2A2
N 42 + 1612 + 1]

11.11
kin 2 ’ ( )

e é importante notar que, para um dado valor de A, o nimero de perfuragoes N em (11.11)
é agora uma funcao do parametro k. Das equagoes (11.6) e (11.11), podemos derivar a

versao de Kaniadakis do parametro de Immirzi, dado por

n?2 4z

Ve = )
™3 KA K2ZA2
V3in S 1+ e

e desta equacao podemos observar que, no limite em que x — 0, recuperamos o parametro

(11.12)

de Immirzi v = In 2/(7/3). Na figura 16 é apresentado um gréfico da equacao (11.12)
como funcao de k. Na mesma figura também é mostrado o parametro de Immirzi derivado

no contexto da estatistica de Tsallis, obtido por Majhi [84], e escrito como

In 2 (IZZZ)A
Vg = 3, [1+(1p—q)A ; (11.13)
a2
_ln2 %
7T\/gln[ —% ’

e para se comparar as equagoes (11.12) e (11.13), utilizamos na equagao (11.13) a relagao
[109]

k=q—1, (11.14)

onde ¢ representa o parametro nao-extensivo de Tsallis. Foi considerado também que

— 10672 ~ .
A = 10°]2 nas equagoes (11.12) e (11.13) para o grafico apresentado na figura 15.

Da figura 15 podemos observar que a diferenca entre as abordagens de Tsallis e
Kaniadakis para o célculo generalizado do parametro de Immirzi é mais perceptivel para
valores de  superiores (onde A = 10°%). Na figura 16 podemos ver o comportamento de
~ em relacao a varidavel A. A figura 17 apresenta uma versao 3D da figura 15. Destes
resultados, concluimos que utilizando a estatistica de Kaniadakis, os valores de vy sao reais
e positivos, conforme os resultados de [84] em estatistica de Tsallis em LQG. Da figura
16 podemos concluir também que o crescimento é mais lento do que do ponto de vista
da formulacao de Tsallis para o caso de um buraco negro descrito pelo formalismo de
LQG. Isto se deve ao fato de 7 aumentar sua magnitude conforme o acoplamento entre
o horizonte e o bulk se torna mais intenso, analizado do ponto de vista da estatistica de

Kaniadakis.
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Figura 15 — Parametro de Immirzi como func¢éo de k. A curva azul (abaixo) se refere & estatistica
de Kaniadakis e a outra linha (laranja) refere-se & estatistica de Tsallis.

A=10°
20000 |-
15000
10000 -

5000

.
-10 -8 -6 -4 22

Figura 16 — Grafico 3D do pardmetro de Immirzi ('), na estatistica de Kaniadakis, como fungao
de k e da drea normalizada A — A/ 112,.

Figura 17 — Gréafico em 3D do parametro de Immirzi (I'), tanto na estatistica de Kaniadakis
quanto na estatistica de Tsallis, em funcdo do pardmetro s, em amarelo, e do
pardmetro ¢, em azul, e da drea normalizada A — A/ lg

K
-5
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Em [84] o autor demonstra que o parametro ¢ é uma fungao de A. J& que o
pardmetro g caracteriza o efeito de acoplamento entre o horizonte e o bulk, esta forca de
acoplamento é determinada por A. Da equacao (11.12), mostramos que o pardmetro
também é uma fungao de A. Em [109], os autores mostraram que, embora as abordagens
de Tsallis e Kaniadakis apresentem comportamentos semelhantes, o limite astrofisico
fornece diferentes limites nos dois casos. Nas figuras 15 e 17 podemos notar exatamente
esta diferenca ja que apresentamos ambos comportamentos do parametro de Immirzi no

contexto da LQG quando formulada por ambas estatisticas.
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12 Conclusao

A principal motivacao deste trabalho é a de mostrar novas abordagens e ideias sobre
o problema tedrico existente entre relatividade geral e mecanica quantica, apresentando
propostas onde a similaridade entre R.G. e termodinamica é explorada. Nos capitulos 1
e 2 sao apresentadas evidéncias para um espaco-tempo nao comutativo e o formalismo
de Fadeev-Jackiw, respectivamente, que fundamentam os trabalhos apresentados nos trés
capitulos seguintes. Nos capitulos 7 e 8 sao apresentados revisoes dos trabalhos de Verlinde

e de Tsallis, onde os conceitos sao utilizados nos trabalhos apresentados posteriormente.

O estudo de teorias em espagos-tempo nao-comutativos tém motivado um grande
numero de trabalhos nos ultimos anos e a meta minima é a tentativa de se entender a fisica
na ordem das escalas de Planck como, por exemplo, a fisica do Universo primordial. Em
outras palavras, introduzir propriedades nao-comutativas em fisica classica ou quantica
significa introduzir um parametro na escala de Planck com dimensao de area que pode
ser constante ou nao. No trabalho apresentado no capitulo 4, o parametro de nao-

comutatividade é constante, o que constitui a chamada nao-comutatividade canonica.

Embora teorias de espacos-tempo nao-comutativos estejam sendo intensamente
exploradas, é natural que ainda existam algumas lacunas que nao foram totalmente
investigadas como, por exemplo, alguns aspectos da abordagem de Dirac-Bergmann para a
analise de sistemas vinculados. Esta ¢ exatamente a questao que ¢ investigada no trabalho
apresentado no capitulo 4, ja& que o conteiido que envolve invaridncia de calibre esta
diretamente conectado a andlise de sistemas vinculados. Uma alternativa a abordagem
de Dirac-Bergmann ¢ a bem conhecida técnica de Faddeev-Jackiw, que, em um passo

intermediario, obtém os parénteses de Dirac do sistema.

Outro aspecto interessante que nao foi suficientemente explorado até agora sao as
teorias com derivadas de ordem superior em espacos-tempo nao-comutativos. No capitulo
4 analisamos ambos os aspectos, a saber, a versao nao-comutativa do eletromagnetismo de
Poldosky que envolve derivadas superiores através da abordagem via técnica de Faddeev-

Jackiw.

O principal resultado alcangado no capitulo 4 foi o de se obter os parénteses de
Dirac do eletromagnetismo de Poldosky descrito em um espaco-tempo nao comutativo
utilizando-se do método de Faddeev-Jackiw. Por se tratar de um sistema vinculado,
os parénteses de Dirac da eletrodinamica de Podolsky nao-comutativa nao podem ser
obtidos via método canonico por conta das inconsisténcias que aparecem quando tentamos
promover as quantidades classicas a operadores. O método de Faddeev-Jackiw tem se
mostrado um caminho econémico para se tratar lagrangianas com derivadas de ordem
superior. Para comegar, revisamos os principais aspectos do formalismo de Faddeev-Jackiw

tanto quanto a eletrodinamica de Poldosky em espaco-tempo nao-comutativo. Em seguida,



104

aplicamos o método de Faddeev-Jackiw sobre a eletrodindmica nao-comutativa de Poldosky
e, apos algum trabalho algébrico, obtemos os paréntese de Dirac deste modelo, sendo este

o principal resultado do trabalho.

Acreditamos que a relevancia destes resultados esta baseada no fato de que agora
temos um novo ponto de vista no que se refere a sistemas vinculados descritos em espacos-
tempo nao-comutativos e, consequentemente, o método de Faddeev-Jackiw sob a luz de
teorias em espacgos-tempo nao-comutativos. Em muitos casos, o procedimento via técnica
de Faddeev-Jackiw se apresenta como uma alternativa econémica para se trabalhar com

sistemas vinculados como apresentado no capitulo 4.

No capitulo 5 é desenvolvido a andlise de vinculos para um sistema de Proca
nao-linear e nao-comutativo. Um ponto a se destacar sobre este trabalho foi a obtencao
de duas expressoes para o valor do médulo do campo elétrico ao quadrado. Surge
entao a seguinte questao: qual das duas expressoes representa a resposta correta? Ao
realizarmos a transformacao de Legendre de um sistema Lagrangeano para um sistema
hamiltoniano, devemos recuperar as equagoes de movimento previamente obtidas. Dessa
forma, ficou evidenciado que as duas soluc¢oes sao necessarias e devem ser aplicadas segundo
o procedimento descrito. Assim, os parénteses da teoria foram obtidos com sucesso, tanto

via abordagem de Dirac-Bergmann quanto via método de Faddeev-Jackiw.

No capitulo 6 foi aplicada a técnica conhecida como conversao de vinculos ao sistema
fisico apresentado no capitulo anterior, o modelo de Proca nao-linear e nao comutativo.
Foram obtidos vinculos de segunda classe segundo a metodologia de Dirac-Bergman. Ao
tratarmos teorias de segunda classe como teorias de primeira classe, através da conversao
de vinculos, podemos estudar esta teoria utilizando-se de técnicas bem estabelecidas como
BRST, quantizagao de Dirac, etc. Apods a fixagao do calibre, a nova teoria obtida retorna
ao modelo antigo, ndo invariante de calibre, para um calibre especifico. Mas outros calibres
ainda podem ser escolhidos, que podem levar a novos desdobramentos fisicos importantes.
E bem conhecido que estes calibres sio todos equivalentes. Além desta liberdade de escolha
do calibre, temos também a liberdade de escolha do operador projecao adequado e, assim,

podemos obter a teoria de calibre conveniente.

Ja no capitulo 7 foi apresentada uma revisao da teoria para gravitacao de Verlinde,
onde sao apresentados novos conceitos como o Principio Hologrdfico e Espaco Emergente.
Segundo Verlinde, gravidade apresenta muitas evidéncias que a caracterizam como um
fenomeno emergente. As similaridades com outros conhecidos fenomenos emergentes, como
termodinamica e hidrodinamica, tém sido relacionadas na maioria das vezes somente como

uma analogia sugestiva.

Inspirados pelo trabalho de Verlinde, nos capitulos 9 e 10 ¢ realizada a escolha de
que o nimero de micro-estados acessiveis W de uma superficie hologréfica seja definido por

W = cl¥, onde ¢; é o ntimero de graus de liberdade internos e N o ntimero de bits. Dessa
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forma derivamos uma relagdo nao-trivial para o niimero de bits como uma func¢ao da area
da superficie holografica, utilizando-se de duas importantes estatisticas ndo gaussianas:
no capitulo 9 é utilizada a entropia de Tsallis, apresentada anteriormente no capitulo 8,
e no capitulo 10 é desenvolvido o mesmo trabalho com a generalizacao da entropia de
Kaniadakis. Se considerarmos que a entropia da superficie holografica apresenta uma forma
idéntica a de um buraco negro, ou seja, S = kgA/ 4112), este novo nimero de bits leva a uma
modificagao interessante da aceleragao Newtoniana, da teoria MOND e da equacao de
Friedmann. Este trabalho mostra claramente que quando o ntimero de bits é diretamente
proporcional a area da superficie holografica, entao a estatistica de Boltzmann-Gibbs esta

por tras da teoria previamente escolhida.

A versao nao-extensiva da aceleracao de rotagao de galaxias é derivada no capitulo 9,
apos obtermos a versao nao-extensiva da relagao de Tully-Fisher, que relaciona a velocidade
de rotacao das galdxias com sua massa. Embora na relagao usual de Tully-Fisher nao
apareca uma dependéncia da distancia da estrela ao centro da galaxia, sua versao nao-
extensiva apresenta tal dependéncia. No limite da estatistica de Boltzmann-Gibbs, aplicada
nesta versao nao-extensiva da relacao de Tully-Fisher, a expressao usual desta relacao é
recuperada. Podemos nos perguntar se a versao nao-extensiva da relacao de Tully-Fisher,

ou seja, o formato dependente de ¢, pode trazer alguma luz a questao da matéria escura.

A versao de Kaniadakis da aceleragao de rotacao de galaxias também foi derivada
no capitulo 10, apds obtermos a versao k da relagao de Tully-Fisher, que relaciona a
velocidade de rotagao das galaxias com sua massa. Embora na relagao usual de Tully-Fisher
nao apareca uma dependéncia da distancia da estrela ao centro da galaxia, a versao de
Kaniadadkis também apresenta tal dependéncia, tal como na abordagem via entropia de
Tsallis para o mesmo problema. Consequentemente, as mesmas conclusdes obtidas no

trabalho anterior se aplicam para a estatistica de Kaniadakis.

No capitulo 11 investigamos o efeito da estatistica de Kaniadakis no contexto
da LQG, mais especificamente no contexto do pardmetro de Immirzi. A principio, o
parametro de Immirzi é arbitrario e uma maneira de se determind-lo é através da entropia
de Beckenstein-Hawking. Do ponto de vista analitico, derivamos a partir da estatistica
de Kaniadakis o pardmetro de Immirzi, Eq. (11.12), como uma funcao do parametro x e
da area da superficie perfurada. No limite em que x — 0, onde a entropia de Boltzmann
deve ser recuperada, reobtemos o parametro de Immirzi v = [n 2/ (7r\/§) Em seguida,
comparamos nosso resultado com aquele obtido da estatistica de Tsallis, equagao (11.13).
Podemos observar da figura 16 que o parametro de Immirzi, derivado tanto quanto da
estatistica de Tsallis quanto da estatistica de Kaniadakis, apresentam comportamentos
semelhantes. Dessa forma, nosso resultado, em conjunto com outros resultados na literatura
[104, 99], pode possivelmente indicar se podemos considerar a estatistica de Tsallis tanto

quanto a estatistica de Kaniadakis como teorias vidveis no intuito de estender a teoria de
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Boltzmann-Gibbs. E bem conhecido que existem muito mais entropias generalizadas na

literatura.
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13 Apéndice A

13.1 Variedade Simplética

13.1.1 Variedade Diferenciavel

Definicao: Seja M um conjunto e U um subconjunto aberto de M. Uma variedade
diferencidvel C*, com k > 1, de dimensdo n, é um conjunto de M munido de um conjunto

de homeomorfismos ¢; : U; — V;, onde V; é algum subconjunto aberto de R"™, tal que

UU; = M (13.1)

UiﬂUj 7£0—>¢2‘O¢)j_1 : ¢Z<UZQUJ) —>¢](UZHU]) (132)

O par (U;, ¢;) é chamado de carta e a colecao de todas as cartas é chamado de

atlas.

Pode-se dizer, a grosso modo, que uma variedade é um conjunto de pontos que
podem ser relacionados a um sistema de coordenadas, mais um conjunto de regras que
dizem como esses pontos se relacionam com seus vizinhos. Em uma variedade diferenciavel
C*, essas regras sao funcoes que contém derivadas parciais continuas até a k — ésima

ordem. No que se segue, ¢ assumido que todos os objetos sao de classe C*°.

13.1.2 Formas Diferenciaveis

Definicao: Uma forma exterior de grau 1 (ou 1-forma) é uma fungdo linear

w:M— R, ie.,

w(A&r + &) = Mw(&r) + w(&2), M eR e §,6 € T, M. (13.3)

Definicao: Uma forma exterior de grau 2 (ou 2-forma) é uma fungdo bilinear

w?: M x M — R e antissimétrica

WA+ Moo, &) = Mw? (€1, €3) + Aow® (€, &), (13.4)
w2(§1,§2) = —U)Q(fg,fl) , V)\l,)\z eR e 51,52,53 e M. (135)

Defini¢ao: O produto exterior entre duas 1-formas, denotado por wy N wo, em
um par de vetores £1,& € T, M, é a drea orientada da tmagem do paralelogramo de lados

w(&1) e w(&) no plano formado por wy e ws:
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w1 (51) w2(51)

(w(&1) ANw(&a))(&1,62) = w1 (&) wo(&)

= w1 (&)wa (&) — wi(&2)wa (&) (13.6)

Definicao: Seja ' = (z', ..., x™) um sistema de coordenadas local e w uma 1-forma
b ) )

escrita localmente como w = a;dx’, onde os diferenciais dzt, ..., dz"™ formam uma base para
o0 espaco de 1-formas em x*, ambos objetos em M. A derivada exterior de w, denotada
por dw, € definida por

dw = da; A dz’. (13.7)

2

Analogamente define-se a derivada exterior da 2-forma w? = $a;;dz’ A da? por

1 . .
dw? = idaij Adx' A dx’. (13.8)

Por fim, temos que uma k-forma w é dita fechada se dw = 0.

13.1.3 Estrutura Simplética Sobre uma Variedade Diferenciavel

Definicao: Seja M?" uma variedade diferencidvel de dimensdo par. Uma estrutura
simplética sobre M*" é uma 2-forma diferencial (forma exterior de grau 2) w? fechada

nao-degenerada sobre M?" tal que

dw? = 0 eainda Y& # 0 3n: w*(&,n) #0 (£,n € TM,) (13.9)

O par (M?",w?) é chamado de variedade simplética. Para n = 1 o par (R? w?)

representa nada mais que (plano, drea).

Em uma variedade simplética, tanto quanto em uma variedade riemanniana, existe
um natural isomorfismo entre campos vetoriais e 1-forma (forma exterior de grau 1). Um
campo vetorial sobre uma variedade simplética, construido a partir de uma derivacao de
uma funcao, é chamado de campo vetorial hamiltoniano. Um campo vetorial sobre uma
variedade determina um fluxo de fase (phase flow), ou seja, um grupo de pardametro 1 de
difeomorfismos. O fluxo de fase de um campo vetorial hamiltoniano sobre uma variedade

simplética preserva a estrutura simplética do espago de fases.

Os campos vetoriais sobre uma variedade formam uma algebra de Lie, bem como
0os campos vetoriais hamiltonianos sobre uma variedade simplética. A operagao nesta

algebra é chamada de Parénteses de Poisson.



109

13.1.4 Espaco Tangente, Espaco Cotangente e Estrutura Simplética

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. O espago tangente a M no
ponto x, denotado por T, M, é o conjunto de todos os vetores tangentes a M em x. Para

se descrever tal espaco com mais precisao, define-se:

Seja x € M. Um vetor tangente a M em x é um mapa &, de C™ em R tal que

Eolaf +bg] = a&lf] + &g, (13.10)
&Glfgl = F@)&lgl + g9(@)&[f] (13.11)

para f,g € C* a,b € RN.

Considere a mesma variedade diferenciavel M de dimensao n. Uma 1-forma sobre o
espago tangente a M no ponto z é chamdo de um wvetor cotangente a M em z. O conjunto
de todos os vetores cotangentes a M em x forma um espaco vetorial de dimensao n, dual
ao espaco tangente T, M. Este espago vetorial, formado por vetores cotangentes, sera

denotado por T M e designado como o espago cotangente a M em x.

A unido de espacos cotangentes a variedade em todos os seus pontos é chamada de
grupo cotangente de M e é denotado por T*M. O conjunto T*M apresenta uma estrutura
natural de uma variedade diferenciavel de dimensao 2n. Um ponto de T*M ¢é uma 1-forma
diferenciavel sobre o espaco tangente a M em algum ponto x de M. Se ¢ é uma escolha
de n coordenadas locais para pontos em M, entao tal forma diferenciavel é dada por suas
n componentes p. Em conjunto, os 2n nimeros p e ¢ formam uma colecdo de coordenadas

locais para pontos em T M.

Existe uma projecao f : T*M — M (mapeamento de toda 1-forma sobre T, M
para o ponto z). A projegao f é diferencidvel e sobrejetiva. A pré-imagem de um ponto
x € M sob a projecao é o espago cotangente T M.

Como ja mencionado anteriormente, o grupo cotangente T M apresenta, de forma

natural, uma estrutura simplética. Nas coordenadas locais descritas acima, essa estrutura

simplética é dada pela férmula

w? =dp Adg = dpy Ndg1 + ... + dp, A dg, (13.12)

Podemos ainda ressaltar que a transformacao de Legendre nao depende do sistema
de coordenadas. Ela leva uma func¢ao L : TM — R sobre o grupo tangente para uma

funcao H : T*M — R sobre o grupo contangente.
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13.1.5 Transformagao Simplética

Considere a transformacao linear de um espaco simplético S : M?** — M?". Seja
pit (P1y - 0n)s ¢ 2 (¢4, ..., ¢") um sistema de coordenadas simplético. Neste sistema de

coordenadas, podemos representar a transformagao S por uma matriz n X n.

Teorema- Uma transformacao é simplética se, e somente se, sua matriz S nas

coordenadas simpléticas (¢',p") satisfazem a relagdo

STHfS = f, (13.13)

onde

0 o
f= ( I ) (13.14)

A matriz f é chamada de matriz simplética canénica.

13.1.6 Teorema de Darboux

A seguir é apresentado o Teorema de Darboux sem demonstragao.

Teorema- Seja (M**, w?) uma variedade simplética e x € M?" um ponto. Euiste
entdo um sistema de coordenadas simpléticas locais ¢ = (¢*,p'), com i =1,...,n, centrado

em x tal que a forma w? é escrita na forma

w? = dq’ A dp'. (13.15)



14 Apéndice B

A equacao diferencial ordinaria mais simples que pode ser considerada é

W —0,(0) =)

Sua solugao é

y =1,

com a seguinte curva simétrica em relagdo ao eixo da bissetriz dos eixos x e y

r = 1.

A segunda equacao diferencial mais simples que podemos imaginar é

dy _

1, (y(0) =1).
Y1 (y(0) = 1)
Sua solucao é

y=1+uz,
com a func¢ao inversa dada por

y=x—1.

Agora consideremos a seguinte equagao

Wy w0 =1),

cuja solucao ¢
Sua func¢ao inversa sera

y = lnz,

e, obviamente, satizfaz a seguinte propriedade

In(xazp) = lnz, + Inxp.
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(14.1)

(14.2)

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

(14.7)

(14.8)

(14.9)

(14.10)
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Figura 18 — A fung¢édo g-exponencial.
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Fonte: Tsallis, 2009.

E possivel unificar estas trés equacoes diferencias (14.1), (14.4) e (14.7)? De fato,

sim. Basta considerar

d

Y= at by, (y(0) = 1), (14.11)
dx

e manipular os parametros a e b. E ainda, é possivel unificar estas trés equagoes com
um parametro somente? Sim, mas a equacao torna-se nao-linear. Considere a seguinte

equacao

d
=", (y(0) = Lig € R). (14.12)
x
Sua solucao é
1
y=[1+(1—-qz]T9 =e;,(ef =e"). (14.13)
Sua func¢ado inversa sera
rim1—1
y=-—q— = Ingz, (x> 0;lny = Inx), (14.14)
—q
e satizfaz a seguinte propriedade
Ing(xaxp) =Ingea+Ingap + (1 —q)(Ingxa)(lngep). (14.15)

E possivel verificar imediatamente que para ¢ — —00, ¢ = 0 e ¢ = 1, recuperamos
precisamente as equagoes (14.1), (14.4) e (14.7), respectivamente. A partir deste ponto,
Tsallis entao passa a se referir as equagoes (14.13) e (14.14) como g-exponencial (figura

18) e g-logaritmo, respectivamente.
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